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I. INTRODUCAO

Programagao linear surgiu em meados deste
século e representou um avango em técnicas de
otimizagdo, ja que as restricoes podem entrar
num problema na forma de desigualdades, entre
as quais as mais comuns sdo as de nao-
negatividade. Entretanto, uma premissa-chave
em programagao linear € que fodas as fungdes
envolvidas (a fungdo objetivo e as restrigoes)
sao lineares.

Embora essa premissa seja adequada para
grande numero de problemas praticos, isso nem
sempre  acontece.  Muitos  economistas
acreditam até, que um certo grau de ndo-
linearidade € a regra, ao em vez da excessdo.
Chiang apresenta o problema de programagao
nao-linear na forma de maximizagao assumindo
o formato geral conforme abaixo:

TABELA 1
PROBLEMA NAO-LINEAR

Maximizar T = f (X1, X2, «ene Xn )
sujeito a ' (X1, X2, cevee Xn)<ry

2
X1y X2y weeee Xn ) <12

e Xj>0 (j=1,2,....n)

onde /¢ uma fungio concava definida em R" a valores reais. ¢ g'. ¢".... ¢". sdo fungdes

convexas. também definidas em R" a valores reais.




Numa forma mais compacta, o problema de
programa¢ao nao-linear também pode ser
descrito como achar

X = (X4, X25 eee Xn ) de forma a maximizar f
(X),

sujeito a
e x=>0,

g(x) <=b,parai=12,..m

onde f (x), e g(x) sdo fungdes das n variaveis
de decisao,

g(x)= (g'(x), ..., (X)) e

b= (r1, [9; oo rm).

Tal como em programagio linear, o problema
acima possue trés componentes:

e uma fungdo objetivo

e um conjunto de m restrigdes, e

e um conjunto de condi¢oes de ndo-

negatividade
para as /7 variaveis em questao. Igualmente se
supde que todas as fungdes  sejam
diferenciaveis, e m pode ser maior, igual ou
menor que 1.

Nenhum  algoritimo ira  solucionar cada
problema especifico usando esse formato
genérico. Mesmo assim, tem havido progressos
em varios casos especiais do problema, onde se
estuda e estima o comportamento das
respectivas fungoes.

Em problemas economico-financeiros, por
exemplo, existem varias razoes pela qual uma
fungdo linear se torna nao-linear. E comum

supor-se em problemas de programagao linear
que o lucro unitario de um produto seja
constante. Isso nem sempre ocorre, podendo
ser uma fungdo decrescente do volume de
producdo, isto €, quanto maior o volume,
menor o lucro unitario. Assim a fungdo
objetiva linear /(X) = (€1 X4+Cy Xz * ..... Cy X
) seria trocada por outra ndo-linear do tipo
P(X) = (C1(Xx1)x4 + Cy(X2)Xz *+ ..... Cn (Xn)Xn )
onde ¢ (x;) traduz uma fungdo crescente da
variavel X;. Da mesma forma poderiam haver
alteracoes no ambito das restricoes. Por
exemplo, o insumo 7 (energia elétrica)
decresce a medida que aumenta o nivel de
produgdo de f, porque as ultimas unidades sdo
processadas mais rapidamente que as
anteriores, isto ¢, usando menos tempo de
maquina por unidade. Em programagao linear,
o coeficiente ¢, seria constante, mas no caso
acima tal premissa ficaria prejudicada. O
mesmo ocorreria se o coeficiente ¢, depender
do insumo /7 mais o insumo k, incluindo um
termo adicional nas restrigdes, que por sua vez
englobam as variaveis X; e X, eliminando
novamente a linearidade.

Em tais casos, a formulagao do problema de
modo ndo-linear ¢ recomendada, e com isso
varias conveniéncias aplicaveis a solugdo linear
ndo podem ser usadas. Entre elas o conforto de
poder contar com programas de computador
de facil manuseio, permitindo solu¢des rapidas
em diversas alternativas.

II. EMBASAMENTO TEORICO DE P.N.L.

Dado o problema anterior

TABELA 1
PROBLEMA NAO-LINEAR (PNL)

Maximizar T = f (X1, X2y veere Xp )
sujeito a g1(x1, Xa,

9
9 (X1, XZ,




onde /¢ uma fungdo concava definida em R" a valores reais. ¢ g'. ... g". sio funcdes
convexas. também definidas em R" a valores reais.

Vamos supor que tal problema seja fortemente
consistente, isto €, existe um ponto X,
pertencente a R", tal que g' (Xo) < 0, para i =
1.2,...., m, e X > 0. Uma condigdo desse tipo
¢ chamada condigio de Slater. Este quesito
sobre o problema original assegura a
qualificacdo das restrigoes que € uma hipotese
basica para a validade do teorema de
KARUSH-KUHN-TUCKER, que
enunciaremos a seguir.

Lembramos que para uma funcéo f definida em
R" a valores reais e diferenciavel, denomina-se
gradiente de f ao vetor cujas coordenadas sdo
as derivadas parciais da fungio 7, isto €,

V)= (@f(x), Bf(x), ... Gf(x)),
onde
¢if(x) € a derivada parcial de f com relagio a
variavel j, sendo j=1,2, ... n.

Teorema (KARUSH-KUHN-TUCKER):
Suponha que as fungdes / e g', ... ,g" sio a
valores reais, definidas em todo R" e
diferenciaveis. / ¢ concava e as @', ... ,g" sdo
convexas. Logo um vetor x *pertencente a R" ¢
um otimo do “PROBLEMA PNL” se, e
somente se, existem A" pertencente a R™ e 11"
pertencente a R", tais que

i) VI (x#) - £ AV (x) = (%, o,
<oer Mo¥)

1) A (x¥)=0 parai=1,2, .., m

O

L* Xj* = 0 paraj =12, ..,n

i) A% >0
x>0

A condigao (i) € chamada de condicio
lagrangiana e ¢ a que traz mais informagdes
sobre o problema.

A condigao (ii) ¢ denominada condicdo de
complementariedade e indica que se  x*
satisfaz alguma restricdo com folga, isto ¢, se
alguma g (x¥) < 0 entdo o multiplicador
correspondente A deve ser nulo. Portanto, as
variaveis ~ nao-nulas  do  multiplicador
correspondem aquelas restrigoes tais que ¢
(x#)=0.

A condigdo (i) ¢ chamada a condicdo de
viabilidade — dual, que significa que os
multiplicadores A% e p* devem ser ndo-
negativos.

I11. APLICACOES TiPICAS DE
P.N.L.

I.__MIX DE  PRODUCAO COM
ELASTICIDADE DE PRECO

Um problema classico de programacio linear ¢
o de encontrar o mix otimo de producio, de
modo a maximizar a margem de contribuigio
global da empresa, mas considerando as
diversas limitagdes de recurso para para
fabricar os artigos. Em geral ha um lucro
unitario associado a cada produto, permitindo
que a fungdo objetiva seja linear. No entanto,
observa-se com freqiéncia nesse tipo de
problema, fatores que introduzem ndo-
linearidades  na  fungdo objetiva, como
elasticidade — de  preco.  Nesse caso, a
quantidade a ser vendida ¢ uma fungdo inversa
do prego cobrado, e a curva de preco-demanda
aparece como na FIGURA 1 abaixo, onde p(x)
¢ 0 prego desejado para vender X unidades.



FIGURA 1

¢ = custo unitario

Demanda

Se o custo unitario do produto € fixo em (c), a margem de contribuigdo para produzir e vender X

unidades seria dada pela fun¢ao ndo-linear abaixo, e ilustrada na FIGURA 2.

P(x) = x.p(x) - c(x)
FIGURA 2

P(x)

Lucro

p(x) = x[p(x) - c]

Quantidade

Funciio da Margem de Contribui¢io

Cada um dos n artigos da empresa tera uma fungdo similar, Pj(x) para produzir e vender X; unidades
do produto /, sendo (j= 1,2, 3, ......, 11). Logo, a fungdo objetiva genérica sera

uma somatoria de fungdes nao-lineares.

T(x) =L Pi(x)




Existem outras razoes, pela qual podem surgir
ndo-linearidades. Por exemplo, o cusio
marginal unitario tende a cair com o0 aumento
da quantidade produzida, em fun¢do do efeito
da curva de aprendizagem, um incremento de
eficiéncia produtiva a medida que aumenta a
experiéncia. Mas pode também aumentar, pelo
onus adicional de encargos sociais, custo de
manuten¢do, armazenagem, € outros inerentes
ao aumento de produgao.

Nas fungdes de restrigdo gi(x) também podem
ocorrer  situagoes semelhantes de ndo-
linearidade, se houver digamos, uma restri¢ao
orgamentaria ao custo de produgdo total, e o
custo marginal mostrar um comportamento tal
como descrito acima. gi(X) sera nao-linear
sempre que o uso dos insumos correspondentes
nao forem exatamente proporcionais aos niveis
de produgdo dos respectivos artigos.

2. SELECAO DE CARTEIRA COM
RISCO

Atualmente € comum a administragdo de
grandes carteiras de agdes e titulos de renda
fixa através de computadores, que empregam
programagdo nao-linear para orientar as
decisoes de compra e venda. Como oS
investidores se baseiam conjuntamente com o
retorno (ganho) ¢ o risco (oscilagdo de prego)
de seus patrimonios, programac¢ao nao-linear ¢
usado para organizar uma carteira que, dentro
de certas premissas, produza uma uma
combinagdo otima entre esses dois fatores.

Imaginemos que um administrador deseje
incluir 7 agdes numa carteira, e que as variaveis
de decisao x;(j= 1, 2, 3...... n) sejam o numero
de agdes j a serem incorporadas. || € Gjj Sa0
respectivamente a  média e  varianga
(estimadas) do retorno sobre cada a¢do j, onde
o mede o risco de cada agdo. Para i =
1,2,3.... n, sendo i # j, vamos denominar Gj; a
covarianca do retorno de uma acao 1 e outra /.
O valor esperado R (x) e a varianga V (x) do
retorno global da carteira ¢ obtido por

R (x) =X ; x;
V (X) = Z Z Gij X Xj

onde V (x) mede o risco associado com a
carteira. O truque para montar a combinagdo
perfeita entre esses dois fatores ¢ junta-los na
fungdo objetiva a ser maximizada,

f(x)=R(x)-BV(x)

onde o parametro 3 € uma constante nao-
negativa que reflete a combinagao preferida do
investidor entre risco e retorno. Assim, se =0,
o rtisco deve ser ignorado por completo,
enquanto um alto valor de § implica em dar um
alto peso ao fator ao risco (ou seja, maximizar
-V(x)).

Portanto, o modelo completo de programagao
nao-linear para o problema seria

maximizar f (x) =X wX - X X oy Xi X

sujeitoa X Pjx;<B
e x>0, para j=1,23, .. n,

onde Pj € o prego de cada agdo j e B € o total
orcado para a carteira.

Conforme a fung¢ao-utilidade do investidor
(mede o valor relativo de diferentes retornos
para o investidor) pode-se demonstrar que uma
solugdo Otima para esse problema de
programagao nao-linear maximiza a utilidade
esperada (desejada) do investidor.'

Uma desvantagem da formulagao acima ¢ que,
dado R(x) e V(x) serem relativamente
impossiveis de medir, ¢ um tanto dificil de
escolher um valor apropriado para 3. Por isso,
ao em vez de se trabalhar com apenas um 3, na
pratica usa-se um enfoque de programagao

" Veja Bazaraa. Mokhtar S.. ¢ C.M.Shetty: “Nonlincar
Programming: Theory and Algorithms™ Wiley. New
York. 1979.
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paramétrica  (nao-linear) para produzir a
solugao oOtima como fungdo de B, sobre uma
gama de valores de . O passo seguinte é o
exame de R(x) e V(x) para estas solugdes
otimas, em determinado P, e entdo escolher a
solugdo que parece fornecer a melhor
combinagdo entre essas duas quantidades. Esse
procedimento ¢ chamado de produzir solugoes
na  fronteira  eficiente  de um  grafico
bidimensional de R(x), V(x) pontos possiveis x.
A razdo € que o ponto R(x), V(x) 6timo (para
um dado ), fica na fronteira do conjunto de
pontos viaveis. E mais ainda, cada x otimo é
eficiente. no sentido que nenhuma outra
solugdo viavel sera tdo boa com uma medida
(R ou V) e melhor com outra medida (menor V
ou maior R).

IV. CASO PRATICO

Vamos agora aplicar a teoria da se¢do 1l ao
caso particular da se¢do I11.2, tomando como
exemplo os dados da TABELA 2 abaixo.

TABELA 2
ACAO U Ps
Acesita (ON) 3 5,00
Brahma (PN) 7 4,00
B Brasil (PN) 10 2,00

onde

1 € a meédia estimada da rentabilidade de cada
uma das agdes. 1 = 3, por exemplo significa
uma rentabilidade estimada para o periodo de
200%. P; ¢ o prego de compra estimado da
acao.

A medida de risco ¢ obtida pela varianga (c;; )
de cada agdo acima. E para cada uma computa-

se a covarianga (G;j) entre o retorno da a¢io i e
j , montando-se a matriz abaixo.

G G O3
O On O
(O] G2 (OF5]

onde
O € a varianga do retorno da Acesita; G

225

idem para Brahma, e G;, idem para Banco do
Brasil (a covarianga de uma variavel com ela
mesma € a sua propria varianga).

G, € a covarianga entre o retorno da Acesita
com Brahma.

G113, idem para Acesita e Banco do Brasil
G2, idem para Brahma e Acesita

Ga3, idem para Brahma e Banco do Brasil
Gz1, idem para Banco do Brasil e Acesita

G, idem para Banco do Brasil e Brahma
Para a matriz de covariangas foram arbitrados
0s niimeros abaixo

I 0 0
0 2 0
0o 0 I

Dado um or¢amento B = R$500.000. o
problema pode ser estruturado na forma
abaixo:

Maximizar 3x; + 7x, + 10x; - 8 (xi% + 2x;°
+x5° )

sujeitoa  5x; + 4x; + 2x3 < 500.000

e X1, X2, X3 > 0

A solugdo oOtima -- x* = (X;*, Xo¥, X3%)
devera satisfazer as condigdes (i), (if) e (iii) do
Teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Processa-se
os calculos pertinentes, e toma-se o = (0%,
0¥, o¥), o multiplicador correspondente as
restrigdes de ndo-negatividade, ei*  R. o
multiplicador de restri¢do or¢amentaria. Temos
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entdo as equagoes das condigoes Karush-Kuhn-
Tucker

(1)3-2 Bk - Shx = (1)
T-4 Bt -4 0% = a
10 - 2 Bxa* - 20% = Qa*

—_
SR IS )

(ii) M (5%; + 4%, + 2x; - 500.000) =0 (4 )

o X% =0 ()
0% X% = 0 (6)
o X3% = 0 (7)
(iii) Ax= 0

ok =0

De posse de todos os dados, passa-se ao
calculo da solugao otima como fungdo da
constante [} (grau de aversao ao risco do
investidor). Presumindo que o gasto total nao
atinja o valor limite do orgamento --
R$500.000 --, a equagao (4 ) implica que A* (o
multiplicador de restricao orgamentaria) sera
igual a zero. Isso simplifica as equagoes (1), (2)
e (3 ), transformando-as em

3 - 2Bx* = ou* (8)
7 - 4BX2* = ¥ (9 )
10 - 2PBxs* = oz (10)

Vamos agora multiplicar os dois membros da
equagao (8 ) por x;*, e obteremos

3k - 2B (xp%)° = apxxpx (11)

A equagao (5 ) implica que o membro da
direita da expressao (11) ¢ igual a zero. Logo,

3xp* - 2B (x%)* = 0 (12)

Para facilitar o desenho da solugdo supomos
que x;* > 0, o que significa que a quantidade
de agdes a ser comprada sera sempre positiva.
Tal suposi¢ao nos permite simplificar a variavel
x* da equagao (12), obtendo entao

Xp¥ = S/ZB

Calculamos agora x»* seguindo 0s mesmos
passos executados para o computo de x;* .

Multiplica-se a equagdo (9 ) por x»* , obtendo-
se assim

Txo* - 4B (x2%)° =axxx  (13)

Pelo mesmo raciocinio anterior, e usando a
equacao (6 ), temos que o membro diretto de
(13) ¢ zero, obtendo-se

Txo* - 4P (x2%)° =0 (14)

Novamente simplifica-se x»*, supondo que ¢
ndo-nulo, para obter entao

Xp* = 7/4[3

Repetindo o mesmo processo para xi*,
obteremos xzx = 5/ f3.

ANALISE DOS RESULTADOS

A solugdo otima assim obtida € x* = 1/ 3 (3/2;
7/4; 5) que ¢ uma fun¢ao do grau de aversio
ao risco do investidor (f} ). Portanto, quanto
maior for o valor de [, menor seri o
investimento em cada acio e para valores
muito pequenos de [ maior sera a
quantidade investida.

O investidor ira comprar uma quantidade maior
de agdes do Banco do Brasil, porque conforme
os dados das paginas 9 e 10, sua varianga €
igual a 1, a rentabilidade estimada ¢é a mais alta
(10, ou seja 900%) e o preco o mais baixo
($2). Conforme afirmamos na pagina 8, a
expressao da solucdao em fungao de P nos diz
que a dire¢do da solugdo Otima sera sempre a
mesma, isto ¢, para qualquer valor de f o
investidos sempre comprara uma maior
quantidade de agdes do Banco do Brasil. Posto
de outra forma, a propor¢ao entre todas as
coordenadas do portfolio 6timo sera a mesma.

V. COMENTARIO FINAL

Em problemas de otimizagdo € comum nos
depararmos com um comportamento nao-linear
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que deve ser levado em consideragio. Em
comparagao ao método Simplex indicado para
Programagao Linear, ndo existe um algoritmo
unico que possa ser usado para resolver fodos
os problemas da PNL. No entanto, tem havido
progresso  em  casos  especials  como
programagao quadratica, programagio convexa
€ nao-convexa, incluindo o desenvolvimento
softwares de uso geral para computador tipo
main frame.

Para a contabilidade, o uso de PNL ¢é limitado.

* a maior vparte da contabilidade
Jinanceira esta relacionada a mensuragio
e evidenciagao de fenomenos
econdmicos, na qual ndo se emprega
PNL.

e em contabilidade gerencial, a PNL tem
utilidade nos problemas que objetivam
apontar a alocagdo otima de recursos.

Este tipo de tarefa geralmente é
designada a engenheiros, por requerer
maior familiaridade com as ferramentas
matematicas necessarias.

A teoria de Programagdo Nao-Linear é uma
ferramenta interessante, mas que poucas
pessoas tem um dominio suficiente para usa-la
correta e habitualmente no trabalho. Mesmo
entre os engenheiros, ndo sao muitos os que
sdo capazes de resolver problemas de PNL sem
recordar nos livros. A base de sua maior
utilidade esta no campo de finangas,
distribuicdo  de recursos (problemas de
transporte), mercadologia e administragio da
produgdo, casos nos quais a ndo-linearidade da
fungao-objetivo se aproxima mais a realidade.
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