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Resumo: A Biomimética é uma nova ciéncia multidisciplinar que, embora recente enquanto campo do saber, j&
acumula vestigios de observagfes empiricas ao longo dos séculos. Uma das suas linhas de estudo esta direcionada
para as formas e proporc¢des da natureza. Na busca da perfei¢do das grandes obras arquitetdnicas é que a milhares
de anos a proporcao divina ou razdo aurea foi utilizada como uma estratégia no vinculo com a natureza. Neste
trabalho, relembraremos a razdo 4urea e a sequéncia de Fibonacci, a evolucao das aplica¢fes da razdo aurea a sua
relacdo com a sequéncia de Fibonacci e espiral logaritmica, a presencga destes elementos na natureza, inspiracdo
como modelo perfeito na busca de solugdes em areas multidisciplinares como na engenharia, arquitetura, arte e
design, pois é rica em estratégias eficazes e ainda sustentaveis aos problemas do dia a dia. Portanto, demonstramos
matematicamente a existéncia da propor¢do divina “Phi” e apresentamos exemplos de abrangéncia significativa.
Palavras Chaves: Biomimética, Proporcéo divina, Sequéncia de Fibonacci, Aplicacoes.

THE MYSTERIOUS @ “PHI”

Abstract: Biomimicryis a new multidisciplinary science that, although new, already accumulates traces of
empirical observations over the centuries. One of his lines of study is directed towards the shapes and proportions
of nature. In the search for perfection in great architectural works, for thousands of years the divine proportion or
Golden ratio was used as a strategy in connection with nature. In this work we will remember the golden ratio and
Fibonacci sequence, the evolution of applications of the Golden ratio, its relationship with the Fibonacci sequence
and logarithmic spiral, the presence of these elements in nature, inspiration as a perfect model in the search for
solutions in multidisciplinary areas such as engineering, architecture, art and design, as it is rich in effective and
sustainable strategies for everyday problems. Therefore, mathematically demonstrate the existence of the divine
proportion “Phi” and present examples of significant scope.
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Introducéo

Biomimética, do grego bios-vida e, mimesis-imitacdo, € um campo de estudos que se
volta para a utilizacdo das informacbes dos sistemas bioldgicos com vistas a desenvolver
sistemas sinteticos (artificiais). Esta nova ciéncia estuda os modelos da natureza para aprender
a resolver problemas técnicos humanos. Ambos (meio ambiente natural e o construido pelos
seres humanos) estdo estreitamente ligados. A urbanizacdo tende a causar impacto ambiental
negativo, mas diversas solucdes, algumas de lavra relativamente recente, como telhados verdes
e paredes vivas, ajudam a mitigar esses efeitos.

O ambiente construido (casas, prédios, estradas, viadutos, ruas, calcadas, sinalizacéo,
mobiliario urbano) coexiste e interage diretamente com o ambiente natural. Toda construcdo
humana precisa se situar dentro do ecossistema natural e pode alterar ou ser afetada por ele. Em
uma cidade, os rios, o relevo, o clima influencia como e onde a cidade é construida e, por outro
lado, a construgdo humana (o artificial) pode alterar esses elementos naturais. Nas grandes
cidades, tais como Sdo Paulo e Rio de Janeiro, tais alteracdes podem ser vultuosas e vém
acontecendo ao longo de muito tempo. O ambiente construido tem alto grau de complexidade,
com os diversos componentes fisicos citados acima e as comunidades que congregam 0S
cidaddos, com seus diversos niveis de organizacdo envolvendo aspectos econdmicos, sociais e
politicos. Entretanto, o ambiente natural, por sua vez, oferece uma diversidade e complexidade
ainda maior, com um nimero muito grande de espécies, uma grande variacdo e pluralidade: a
biodiversidade dentro dos nichos ecoldgicos, dos biomas, das florestas.

Em nossos dias, um desafio cada vez mais urgente se coloca: na era do antropoceno, as
acOes predatdrias que ameacam essa biodiversidade estdo se tornando avassaladoras. As
questdes climaticas estdo impondo uma nova agenda que envolve desequilibrios no regime de
chuvas, e isso estd associado ao assim chamado “efeito estufa”, resultante da queima de
combustiveis fosseis. A exploracdo de petroleo, necessaria para a producdo de tais
combustiveis, ja ha tempos traz diversas agressdes ao meio ambiente, como aqueles resultantes
de vazamentos ao longo de diversos pontos da sua cadeia produtiva. A extragdo de minérios
(em especial o minério de ferro) traz as suas proprias complicagdes e estragos. O conjunto de

atividades ai € bastante significativo, e a lista das agressdes sofridas pelo meio ambiente natural
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néo para de aumentar. Pode-se citar o desmatamento para a exploracdo de madeira e plantacéo
de pastagens para o gado, os incéndios florestais gerados de maneira criminosa, assim como
atividades associadas a invasdo de terras, garimpo ilegal, ataques a populacdes indigenas, e
assim por diante. As causas desse estado de coisas sdo diversas e variadas. Dentre elas, aquelas
que envolvem aspectos econdmicos se destacam. Pode-se afirmar que o desenvolvimento da
era industrial em nosso planeta veio ocorrendo a partir de uma viséo extrativista do mundo
natural, que na atualidade esta atingindo niveis alarmantes.

A biomimeética se propde a lidar melhor com o Planeta Terra, tratando a natureza como
fonte de inspiracédo e ndo algo a ser predado. Fugindo a atitude predominante em nossa moderna
civilizacdo industrial, a natureza é encarada como referéncia para o Design, tanto para pesquisas
como para o desenvolvimento de projetos em diversas areas. Assim, 0 campo de acdo que se
descortina é o da inacreditavel biodiversidade da natureza do planeta (e em especial a do Brasil),
onde milhares de espécies vegetais e animais nascem, se desenvolvem, se associam, se
digladiam, constroem e destroem para manter o ciclo da vida em eterna evolugdo, com seus
processos de selecdo natural. E nela também que vamos encontrar o incrivelmente rico dominio
do reino mineral com todas as suas nuances e variaveis.

Assim, com relacdo a natureza, temos ao final trés possiveis abordagens bésicas, ndo-
excludentes e complementares, a saber: a) a Natureza como Modelo, em que os modelos da
natureza sao estudados e imitados, ou servem de inspiracéo (as suas configuracdes, processos
e modos de funcionamento inspiram a resolucdo de problemas humanos); b) a Natureza como
Medida, em que ela nos oferece um padrio ecologico para julgar o “acerto” das nossas
inovacoes; e ¢) a Natureza como Mentora, em que h4 uma nova maneira de ver e valorizar a
natureza, em uma atitude que pde em relevo ndo o que podemos extrair do mundo natural
(postura extrativista e predatoria), mas sim o que podemos aprender com ele.

A Biomimética, portanto, busca estudar uma gama significativa de temas tendo tais
pressupostos como referéncia. O trabalho de Leonardo da Vinci merece destaque, pois foi o
primeiro a estudar, metodica e cientificamente, o voo dos passaros para desenvolver projetos.
Uma das maneiras de se aprender com a Natureza se da atraves da observacdo de padrdes: 0s
de movimento, aqueles de crescimento, os sistemas de estabilizacdo e equilibrio, os de
acumulacdo e economia de energia, dentre outros. Uma tematica que emergiu ao longo de

muitos séculos de observacdes e experimentos empiricos (como o trabalho de Leonardo téo
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bem exemplifica) foi a da “Geometria da Natureza”. De acordo com autores como Kimberly
Elam (2010), pode-se falar em “proporgao e natureza” na medida em que se observam padroes
de crescimento em espiral em coisas como pinhas e girassois. A assim chamada “proporgao
aurea” pode ser encontrada em alguns peixes e o padrdo de crescimento de determinadas
conchas segue bem de perto o que seriam “espirais logaritmicas de proporg¢des aureas” (ELAM,
2010).

Desde a antiguidade, muito antes de Euclides, a geometria ja era assunto relevante no
Egito antigo, razGes eram utilizadas para medir terrenos, volumes de celeiros, projetar
pirdmides, barcos, barragens e canais, além do seu uso nas constru¢des de estatuas, porticos,
muralhas, dentre outras inumeras aplicagdes. Tdo famosa era a geometria egipcia que
matematicos gregos como Tales de Mileto e Pitagoras foram ao Egito para ver o que havia de
novo em matéria de linhas e angulos. Para os egipcios a geometria era s6 estudada para resolver
problemas pontuais e muitas vezes utilizada de forma empirica para as construgdes
arquiteténicas; ja para os antigos gregos ndo havia separagdo entre a geometria e a natureza, a
geometria e 0s numeros eram sagrados porque eles codificam a origem do universo; nada era
estabelecido sem que antes fosse demonstrado. NUmeros, fragdes e proporcdes tornam o
universo harménico; os numeros estariam ligados a modelos naturais, foi assim que a harmonia
e perfeicdo da natureza foram observadas e estudadas por filésofos, matematicos, escultores,
arquitetos e outros. Utilizaram a geometria seguindo padrdes e proporcdes para construcoes
gregas, esculturas e outras obras de arte. Hoje em dia, continuam sendo criadas belas obras de
arte por artistas juntamente com matematicos e ajuda da tecnologia computacional. Os padrdes
e proporcdes que mais trazem harmonia e beleza sdo encontrados nos modelos da natureza em
que aparecem a propor¢ado aurea e a sequéncia de Fibonacci. Ndo podemos deixar de mencionar
gue existem também alguns outros padrbes geométricos, formas hexagonais e fractais que
podem ser observados em samambaias, flocos de neve, corais, colméias e diversos outros
elementos da natureza.

Neste trabalho, procuramos esclarecer alguns acontecimentos de acordo com a evolugéo
do tempo e desmistificar, entdo, aquilo a que se refere o padrdo da propor¢do aurea . Buscamos
consolidar as suas bases matematicas expondo analiticamente os céalculos envolvidos, e

trazemos diversos exemplos tanto do mundo natural como do artificial, procurando ilustrar a
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diversidade dos padrbes observados e das aplicacGes ao longo do tempo historico em artefatos,

0s mais diversos, na arquitetura, engenharias, nas artes e no design.

A Proporcéo Aurea
Embora ja no Egito Antigo fosse utilizada a razdo para as obras arquitetonicas, foi na
Grécia que a proporcao aurea (nimero de ouro, proporc¢do divina) foi colocada em destaque,
utilizada pelo escultor e arquiteto Phideas (470-425 a.C.). No século Ill a.C., Euclides de
Alexandria formalizou esta relacdo: ela ocorre quando a razdo de duas quantidades é igual a
razdo da soma das quantidades para a maior delas. Matematicamente, para quantidades a e b,
a>b>0:
g=a+b=¢
b a

Figural—"a" e "b" em proporc¢éo divina

Fonte: Os autores, 2024.

Assim afirmamos que a e b, na Figura 1, estdo em raz&o aurea.

Qual o valor do niimero divino @?

Segundo os livros Il e VI, Elementos de Euclides, relacionado a areas e segmentos de
reta, temos que a divisdo do segmento de reta AB por um ponto C estd em “média e extrema
razdo” se o quadrado dado pelo segmento AC tiver a mesma area do retangulo formado pelo

lado maior AB e lado menor CB (ver Figura 2), isto é

AC.AC = AB.BC

a’> = (a+ b)b
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Figura 2 — Procura do valor @

Fonte: Os autores, 2024.

Por conveniéncia a igualdade anterior é colocada em funcéo de x e y:
x? = (x+y)y
yVy2-4(W)(-y?) _ y+V5y% _ y(11V5)
2 2

2

x2—xy—y?=0 entdo x =

x 145

Assim temos que 5= 2 ousejaparaa>0, b>0: == 1475

=1,6180...

Por conseguinte, a propor¢do aurea representada pelo nimero de ouro “Phi” é:
¢ =1,6180...

Segundo a filosofia grega antiga, ele simboliza a Evolu¢do Consciente (LAWLOR,
1996). Ndo foi por acaso que Platdo (428-348 a.C.) pediu para fazer um corte irregular numa
linha, que revelasse uma proporcao especial tal que o todo para o mais longo fosse igual ao
mais longo para o mais curto. Ele sabia que isso resultaria no vinculo favorito com a natureza.
Resolvendo o problema matematicamente, e considerando que a unidade pode atuar como 0
todo, segmento mais longo ou o segmento mais curto (OLSEN, 2006), na Figura 3, tem-se

geometricamente:
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Figura 3 — A unidade e a proporgéo divina

| 110 L
i
1 L
0
| 0 | 1 |
| ¢2 |

Fonte: Os autores, 2024.

1

onde @ =16180.. =06180.. & =26180.. —=0382..
assim:

11

stp=1

Retanqulo aureo

O retangulo aureo é o retangulo com proporcao aurea, ou seja, € o retangulo onde a

razdo das medidas dos lados é o nimero de ouro &.

Figura 4 — Retangulo aureo: % =90

Fonte: Os autores, 2024.

Para obter um retangulo harmonioso, com propor¢do durea, como na Figura 4, fixamos
um lado. Se for fixado o lado maior divide-se por &, e caso seja fixado o lado menor
multiplique-se por .
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Trianqulo 4ureo

Da propriedade % = 1 + &, um triangulo retangulo sera aureo quando for semelhante
ao triangulo retangulo com hipotenusa @ e catetos 1 e ¥®. Entdo, com a Figura 5, temos a

seguinte proposicao.

Proposicao: Um triangulo retdngulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > ¢) é &ureo se , e

somente se,
b
o= Vo = 1,272
Figura 5 — Triangulo retangulo aureo
b a
-
c

Fonte: Os autores, 2024.

Prova:

(=>) Se o triangulo retangulo é aureo, entdo o triangulo é semelhante a um triangulo

com catetos 1 e V& , sendo @ a hipotenusa, se b = V@ e c = 1 entdo % =Vo.

(<=) Se o triangulo retdngulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ (b > c) satisfaz % =

(2] ~ . n A . o n .
VO = g , entdo o tridangulo retangulo é semelhante ao triangulo com hipotenusa a = @

e catetos 1 e V@, ou seja, o tridngulo retangulo é aureo.

A razdo aurea pode ter sido conhecida mesmo muito antes da época dos gregos, pois
segundo Burton (2011, p. 59):

O historiador grego Herddoto (500 a.C.) relata que os sacerdotes egipcios lhe haviam
dito que as dimensdes da pirdmide maior de Giseh (2500 a.C) haviam sido escolhidas
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de maneira que a area da face triangular fosse igual a area do quadrado cujo lado é a
A . - . - H
altura da pirdmide, isto é na Figura 6: “7 = h%

Figura 6 — Piramide reta

Fonte: Os autores, 2024.

Ou seja, a piramide deve satisfazer: % = % :
No livro XI1I de Euclides, a piramide reta de altura h com base quadrada de lado a e a

altura H das faces laterais sera aurea se o triangulo formado pelos lados h, H e % for um

i ) . A . 2h
triangulo &ureo, ou seja, a piramide reta acima é aurea se - 1,272.

Portanto, se % = % = /& = 1,272 entdo a pirimide maior de Giseh é 4urea.

Uso da proporcéo divina ao longo dos anos

Grande Pirdmide

Entre os anos 2600-2500 a.C., utilizando propor¢cdes matematicas, varias tentativas
foram feitas nas construgdes das piramides antes de se chegar na proporcao ideal. Finalmente,
para abrigar o timulo do farad Quéops foram escolhidas as propor¢des que satisfazem o
tridangulo retangulo &ureo na construgédo da grande piramide de Gizé. Na Figura 8 e Tabela 1,
abaixo, pode ser verificado que a grande piramide de Quéops é uma piramide aurea e as outras,

também conhecidas, ndo sdo aureas.
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Figuras 7 — Piramides de Gizé Figura 8 — Grande Pirdmide de Quéops

- R
Fonte: Armani, 2022. Fonte: Adaptado de Arquer, [20--].

Tabela 1 — Verificacdo da razdo aurea na Grande Piramide

Piramide Altura da Piramide:h Dimenséo da base: a &

a
Queops 146,59 230,33 1,272
Quéfren 143,50 215,20 1,333
Miquerinos 65,00 102,20/ 104,60

Fonte: Saraiva, 2014.

NUmeros como simbolos sagrados

Sem duvida, tanto para gregos como egipcios, um local torna-se sagrado quando as
dimensGes em que é construido incorporam proporc¢des que sejam nimeros inteiros ou NUmMeros
especificos como a proporcdo aurea, a diagonal V2 do quadrado unitario que simboliza a
geracdo de vida, v3 da diagonal do cubo unitario ou do interior da Vesica Piscis (Figura 9), que
simboliza a semente da vida, a v/5 da proporcdo divina que aparece tanto no retangulo com
proporcao aurea quanto na forma pentagonal pura, simbolo do renascimento e regeneracdo. Os
egipcios empregavam um canone (medida) sofisticado desses numeros para a construgdo de

tumbas, templos e pirdmides do antigo Egito.
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Figura 9 —v/3 no interior da Vesica Piscis

Fonte: Os autores, 2024.

Formas pentagonais e pentagramas

Observe que a proporcéo aurea também esta presente na forma pentagonal no busto do
Farad Menkaure (2490-2472 a.C.) e na mascara de Tutankhamon (1550-1307 a.C), conforme
Figuras 10 e 11.

Figura 10 — Busto de Menkaure Figura 11 — Méscara de Tutankhamon

Fonte: Mascara Mortuaria de Tutancamon, 2024.

Fonte: Olsen, 2006.

Na Figura 12, a construcdo do pentagrama a partir do retangulo dureo com ajuda de lapis
e compasso mostra as se¢Oes aureas contidas nele.

Ty
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Figura 12 — Construcdo do Pentagono Regular com a proporc¢ao @

A C A C

Fonte: Os autores, 2024.

Além de a proporc¢do aurea estar presente na arte sacra do Egito, também esteve presente
na arte e arquitetura grega e ainda que oculta, nos monumentos goticos da Idade Média. As
inspiracOes a partir da natureza e formas geométricas de muitos artistas gregos baseiam-se nas

construcdes geomeétricas, nas quais o desenvolvimento de cada forma parte de outra anterior.

Mascara de Hermes

As proporcdes da antiga mascara de Hermes sdo determinadas pelas secBes aureas
contidas no pentagrama, como é mostrado na Figura 13.

Figura 13 - Pentagrama e mascara de Hermes

IA\;' .
EE >
R amt e

"‘VJ.V

Fonte: Adaptado de Lawlor, 1996.
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Mascara “Phi”

Na busca incansavel de se estabelecer “canones”, tentando definir um padréo de beleza
idealizado pela sociedade, é que, em 2001, o cirurgido plastico Steven Marquardt criou a
mascara “Phi” usando dois pentagonos regulares invertidos (Figuras 14 e 15). Mesmo
observando que a mascara foi ajustada apenas para formatos de rosto europeus, excluindo
outros, pode ser verificado que muitas clinicas de beleza usam esta mascara como referéncia.
O mais interessante é que, independente da mascara, pode ser verificado que a proporcéo aurea

esta presente no formato de rosto da modelo (Figura 16) abaixo.

Figura 14 — Construcdo da méscara Marquardt

Fonte: Adaptado de Marquardt, 2002.

Figura 15 — Modelo com mascara “Phi” Figura 16 - Modelo com proporcao ¢

Fonte: Marquardt, 2002. Fonte: Os autores, 2024.

¥

Vg

POLEMICA | LaBore: (%

395

Polémica - Revista Eletronica da Uerj - Rua Sao Francisco Xavier, 524, 1° andar
bloco D, sl.1001 e Tels.: +55 21 2334-4088 / 4087 e http://www.e-publicacoes.uerj.br/index.php/polemical/index
http://www.labore.uerj.br ¢ polemicauerj@gmail.com



Polém!ca, v. 22, n. 3, p. 073-116, set./dez. 2022 — DOI: 10.12957/polemica.2022.90176 86

Portanto, a busca por determinados padrdes é antiga. A observacdo de Lawlor a seguir nos
leva a uma reflexao:
Seria errbneo dizer que se pode descobrir o nimero aureo em qualquer parte da
natureza. Mas pode se dizer que onde quer que exista uma intensificacdo da funcéo,

ou uma especial beleza e harmonia de formas, ali se encontrard o nimero aureo
(LAWLOR, 1996, p. 53).

Parthenon

Acreditava-se que a proporg¢do aurea poderia ter sido usada na construcdo do Parthenon
(Atenas-Greécia), 432 a.C. no governo de Péricles, mas ndo foi assim. A reconstrucdo na década
de 1980 verificou que as proporcBes verticais e horizontais do templo, bem como outras
relacfes do edificio, como o espacamento entre as colunas e a sua altura, foram regidas pela
relacdo 9:4.

Figura 17 — Fachada do Parthenon em Atenas e 0 encaixe aproximado no retangulo aureo

Fonte: Adaptado de Nova, ‘20687.

Segundo Doczi (2012), assim como Elam (2010), a fachada principal do Parthenon
guase se encaixa no retdngulo aureo, mesmo considerando os degraus, também os topos dos
capiteis aproximar-se-iam do ponto &ureo da altura total. O Parthenon tem 30,8m de largura,
69,51m de comprimento e 13,72m de altura, ndo satisfazendo exatamente e sim se aproximando
da razdo aurea, pois as unidades de medida utilizadas antigamente eram partes do corpo, € a

heterogeneidade dos corpos confunde o uso do namero de ouro.
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Coliseu de Roma e 0 Arco do Triunfo de Constantino

Os estilos das grandes obras arquitetonicas dos romanos (herdadas dos gregos, mas com
maior escala), ambas as arquiteturas grega e romana, estdo unidas pelo uso da proporcao aurea,
isto pode ser visto no Coliseu de Roma e no Arco do Triunfo de Constantino.

No Coliseu de Roma (70-80 d.C.): na Figura 18, na planta baixa eliptica onde 0s eixos
maior e menor medem aproximadamente 190 metros por 155 metros respectivamente, pode ser
observado que a elipse se encaixa em dois retangulos aureos, ou seja , 155:95 = 1,63~®.
Também pode ser observado que a razao dos eixos maior e menor da arena se aproxima da
razdo &urea, ou seja, 87,5:55 = 1,59~@. Consta na literatura que existe divergéncia nas
medidas da altura da fachada do coliseu, talvez porgue inicialmente o coliseu foi construido
com apenas trés pisos sendo que o quarto piso foi um acréscimo a obra no reinado de Alexandre
Severo Gordiano I11. Assim pode ser verificado que ocorre a proporcao aurea nos trés primeiros
andares ao longo da vertical como é mostrado na Figura 19, e também as 80 arcadas de cada

piso se encaixam em retangulos aureos.

Figura 18 — Planta eliptica do Coliseu de Roma com dois retdngulos aureos
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Fonte: Adaptado de Sepulveda, 2007.

Figura 19 - Proporcdo aurea no Coliseu de Roma
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Fonte: Os autores, 2024.

Na Figura 20, o Arco do Triunfo de Constantino (315 d.C.) é encaixado em dois

retangulos aureos.

Figura 20 — Arco do triunfo de Constantino, Roma

Fonte: Caneba, 013; Adaptado de Hipple, 2016. '

O Homem Vitruviano

Marcos Vitruvio (80-15 a.C.), arquiteto romano, acreditava que o corpo humano tinha
uma analogia com tudo o que era perfeito na natureza e que, a partir das ideias de Pitagoras e
Platdo, os nimeros perfeitos poderiam ser vistos nas propor¢fes da forma humana. Segundo
Doczi (2012, p. 93), “quando a Renascenga redescobriu as ruinas classicas de Grécia e de Roma,

Leonardo da Vinci (1452-1519) ilustrou a versao da ideia de Vitruvio”, como se pode verificar
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na Figura 21. O circulo e o quadrado, os dois combinados no corpo humano, representavam a
unido das diversidades do céu e da terra, ideia compartilhada por muitas religides, tradi¢oes

espirituais e mitologias na Antiguidade.

Figura 21 — O Homem Vitruviano por Leonardo da Vinci

Fonte: Elam, 2010.

O Modulor

Posteriormente, Le Corbusier (1887-1965) usou a proporgao aurea criando “O modulor”
como sistema de medida com o objetivo de harmonizar ambientes em relacdo ao corpo humano.
Considerou a altura média de uma pessoa em torno de 1,75 a 1,83m, como é mostrado na Figura

22. Outras obras de Le Corbusier também contém a proporcao divina (Figura 23).
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Figura 22 — O Modulor, propor¢des do individuo
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Fonte: Fascione, [201-?].

Figura 23 — Prédio do secretariado da ONU com retangulos aureos, 1952

Fonte: Sede da Organizagdo das Nac¢des Unidas, 2024.
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Catedrais de Notre-Dame e Chartres

Na era medieval, segundo o livro de Luca Pacioli, a proporg¢éo divina influenciou na
construcdo de catedrais como Notre-Dame e Chartres, conforme planta, fachada e pilares das

Figuras 24 e 25.

Figura 24 — Raz&o aurea na fachada da catedral de Notre-Dame (1345) e na planta baixa
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Fonte: Adaptado de Lima, 2018.

Figura 25 — Catedral Chartres e planta baixa
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Fonte: Adaptado de Catedral de Chartres 2024
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Taj Mahal
O Mausoléu Taj Mahal, construido entre 1632 e 1653 em Agra, na india, pelo imperador

Shah Jahan em memdria de sua esposa favorita Mumtaz Mahal, tem a propor¢do aurea no

triangulo, conforme se pode ver na Figura 26, a seguir.

Figura 26 — Taj Mahal e propor¢éo aurea

Fonte: Adatado de Taj aal, 2025.

O que mais fascina é que o retangulo aureo esta relacionado com a sequéncia de nimeros

inteiros chamada sequéncia de Fibonacci.

Sequéncia de Fibonacci

No século XIII d.C., Leonardo Fibonacci (1170-1250) prop6s um problema sobre a
multiplicacdo de coelhos. O problema € o seguinte: colocando um par de coelhos cercados,
guantos pares de coelhos serdo gerados em um ano, sendo que todos os meses cada par da a luz

um novo par, que se torna fértil a partir do segundo més?

Quadro 1 — Coelhos e sequéncia de Fibonacci

Mésl 1ro | 2do | 3ro | 4to 5to 6to 7mo
Casal bebé: ¢ c C | Cc | CcC | CcCCc | CcCCcCcC | CcCCcCc
Casal adulto: C CCcCCc
NUmero pares 1 1 2 3 5 8 13

Fonte: Os autores, 2024.

;‘)#%

POLEMICA | LaBore: (%

Polémica - Revista Eletronica da Uerj - Rua Sao Francisco Xavier, 524, 1° andar
bloco D, sl.1001 e Tels.: +55 21 2334-4088 / 4087 e http://www.e-publicacoes.uerj.br/index.php/polemica/index
http://www.labore.uerj.br ¢ polemicauerj@gmail.com



Polém!ca, v. 22, n. 3, p. 073-116, set./dez. 2022 — DOI: 10.12957/polemica.2022.90176 93

No Quadro 1, a representacdo do casal bebé é denotada por ¢ e do casal adulto por C. A
sequéncia obtida—1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, 233,377, ...—, na qual cada termo € a
soma dos dois numeros anteriores, é chamada sequéncia de Fibonacci. Com esta sequéncia
resolveriamos o problema dos coelhos, mas este problema é apenas hipotético. Na natureza, no
mundo das abelhas, pode ser observada essa sequéncia na arvore genealdgica do zangao, pois
para 0 zangdo ser gerado seria preciso apenas o gene da fémea (mé&e) e para gerar uma abelha
fémea hé necessidade dos genes macho e fémea, ou seja, do pai e da méae, como é mostrado na

Figura 27.

Figura 27 — Diagrama da sequéncia genealdgica do zangéo
/m R—

P F e

m—f m : gene macho

\f /m —f :i: f: gene fémeo

W HT

1 1 2 3 5
Fonte: Os autores, 2024.

Assim como as abelhas, outros insetos como as vespas, formigas, etc. seguem a mesma

sequéncia.

Relacdo entre sequéncia de Fibonacci e nimero dureo
Seja1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ... denotada por Fy, F,, F5, F,, Fs, ..., E,, ... a sequéncia de

Fibonacci, onde F,,,; é soma de seus dois nimeros antecessores, isto é, F,,.; = F, + F,,_in =
2 , também observemos que a razdo entre um termo e o termo anterior, quando n cresce, se

aproxima do numero aureo, isto €:

Fy, 1

Fio1 0
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Fs_2_,
F,o1
F, 3
Fo2-
F5—5—16&3
F, 3 "
Fy 8
Foo5- 10

F

Verificando, se

0<L<oo, L=?

Naigualdade F,,,; = F, + F,,_; podemos dividir pelo termo F, e levando para o limite:

Fn+1 Fn Fn—l

F, F, @ F,

Fo_
L=1+—2=
Fn
L=142
L
L>=L+1
Assim LZ — I, — 1 = 0 entdo [, = S _ 12
2 2
Como L > 0 temos L = 1+f = 1,6180....

% —1,6180... = P.

n

Portanto:

Geometricamente, vamos considerar cada termo da sequéncia de Fibonacci

F, F,,F3,F,, Fs, ..., E,, ... como o comprimento do lado de um quadrado. Desenhando a

sequéncia de quadrados, obtemos o retangulo mostrado na Figura 28 e claramente

Ty
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Fn+1
Fy

n—-o - ¢ =16180..

Figura 28 — Sequéncia de quadrados de Fibonacci

13

Fonte: Os autores, 2024.

Figura 29 — Espiral de Fibonacci

\

_/

Fonte: Os autores, 2024.

7T

Ainda pode ser construido usando compasso centrado num vértice dos quadrados 0s
arcos sequenciais em cada quadrado; dessa forma obtemos a espiral logaritmica acima, na
Figura 29, chamada espiral de Fibonacci. Esta espiral também pode ser obtida diretamente a
partir do retdngulo aureo. Para isto, primeiramente desenhamos a sequéncia de retangulos
aureos fazendo uso da razéo 4urea para uma primeira particdo, e assim sucessivamente para
cada retdngulo dureo menor. Posteriormente, com a ajuda das diagonais principais do retangulo
principal e do menor, podemos avangar conectando os arcos equiangulares com os Vvértices
alternados de cada quadrado formado, como mostra a Figura 30, obtendo assim a espiral de

Fibonacci.
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Figura 30 — Construcdo do espiral aureo de Fibonacci

Fonte: Os autores, 2024.

A proporcéo aurea esta presente na natureza atraves da série de Fibonacci, na lei mais
simples de crescimento dos seres vivos, num simples acréscimo. Um exemplo bem notado é o
caso dos moluscos em que o belo crescimento espiral logaritmico mostra que a concha cresce
aumentando o tamanho em comprimento e largura, mantendo sempre as proporgdes iniciais.
Como exemplos, na Figura 31 temos o Nautilos e o Argonauta, nas Figuras 32 e 33, que se

aproximam da proporcao aurea.

Figura 31 — Corte da concha Nautilus

Fonte: Nautilus (Género), 2024.

Figura 32 — Concha Argonauta Figura 33 — Aproximacao do espiral

logaritmico

Fonte: Os autores, 2024. Fonte: Os autores, 2024,
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Veremos posteriormente que a série de Fibonacci esta presente também nos padrées
espirais de sementes na cabecga do girassol, nas pétalas de margarida, nas cascas de pinhas,

abacaxi, e outros padrdes presentes nas plantas.

Qual a formula fechada para a sequéncia de Fibonacci?

Voltando ao problema original dos coelhos, ainda se a questéo fosse quantos pares de
coelhos serdo gerados em 24 meses, precisariamos encontrar F,, = F,5 + F,, € por recorréncia
teriamos que conhecer os dois termos anteriores e assim sucessivamente para cada termo.
Portanto, precisamos de uma férmula fechada onde a expresséo seja capaz de calcular os termos
em funcéo de sua posicao.

Para n € N,n>1, a sequéncia de Fibonacci que satisfaz F,,,, = F, + F,4; tem

<1 +\/§>" ~ <1 —\/§>n
7 7
V5

Prova: Por indugéo, vamos supor que se cumpre para F,e Fj., , entdo mostraremos que

<1 + \/§>k . (1 - \/§>k (1 + @)"“ . <1 - \/§>k“
2 2 2 2

férmula fechada:

E, =

Fy + Fpq = Fyo

Fi + Fq = N + 7
k k
<1 +2\/§> <1+1+2\/§>_<1 —2\/§> <1+1—2\/§>
- NG
<1+«§>"<3+¢§>_<1_«§>"<3_v§>
B 2 2 2 2
B NG
Mas 3+V8 = (Hf)z , entao
(1 +\/§)k<1 wg)z ~ <1 _¢§>" <1 _«3)2
B 2 2 2 2
B V5

w

Do o
w4
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(1 4 \/§>k+2 B (1 _\/§>k+2
2 2

V5

Portanto,
F + Fi+1 = Fiqo.

Numeros e espirais de Fibonacci na natureza

Na Figura 34, observe o centro das margaridas. O botdo central de sementes forma o
padréo que cresce na forma de dois grupos de espirais que se movem em dire¢fes opostas, uma
no sentido horario e a outra no sentido anti-horario, como mostra a Figura 35. Segundo autores
reconhecidos (DOCZI, 2012; OLSEN, 2006), essas espirais foram reconstruidas com uma série
de circulos concéntricos e foi verificado que elas sdo logaritmicas e equiangulares, ou seja, 0s
angulos que formam com o0s raios permanecem sempre 0S mesmos. Assim, 0S estagios
consecutivos de crescimento podem girar ao redor do centro até que se sobreponham

perfeitamente, como um leque fechado, mostrando os mesmos angulos e a mesma proporcao

em cada estagio de crescimento.

Figura 34 — Bot&o central da Margarida

y &
Fonte: Os autores, 2024.
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Figura 35 — Diagrama do botdo da margarida. As espirais que se movimentam em direcdes
opostas sdo logaritmicas e equiangulares

Fonte: Olsen, 2006; Doczi, 2012; os autores, 2024.

Os mesmos comportamentos sdo observados no centro do girassol (Figura 36), onde 0s
flésculos que vao se transformar em sementes, crescem em espirais equiangulares, logaritmicas,

gue se movem em direcBes opostas.

Figura 36 — Fldsculos do Girassol em espirais logaritmicas e movimentos em dire¢des opostas

-~ )
Fonte: Adaptado de Olsen, 2006.

E curioso observar que os nimeros de Fibonacci podem ser encontrados no niimero de
pétalas da familia das margaridas; podem ocorrer também nos padrées do mercado de acdes,
nas nuvens dos furacdes e ainda estdo presentes em algumas tartarugas com 13 placas no casco,

cinco centrados e oito nas bordas, como mostrado na Figura 37.

R 4))# %
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Figura 37 — Espiral logaritmica nos furacGes e nimeros-aureos na natureza

Como mostra a Figura 38, 0s numeros e as relacBes aureas presentes nas formas
pentagonais também podem ser encontrados em todas as flores que tém cinco pétalas ou
qualquer multiplo de cinco, como a familia das rosas e flores das plantas que déo frutos

comestiveis.

Figura 38 — NUmeros e formas aureas na natureza

g

Fonte: Compilacéo de autores.
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Como observado, na natureza existem diversos elementos que apresentam as
caracteristicas da propor¢cdo aurea, mas nem sempre isso ira ocorrer, seja pelas condi¢Ges

evolutivas ou outros fatores.

A divina proporcao nos poliedros regulares

Na geometria dos poliedros regulares, os poliedros platbénicos — cubo, tetraedro,
octaedro, dodecaedro e icosaedro — tém neles imersa a razdo aurea. Em particular, podemos
observar que os doze vértices do icosaedro regular sdo vertices de trés retangulos aureos em

planos mutuamente perpendiculares, como é mostrado na Figura 39.

Figura 39 — Retangulos aureos e o Icosaedro

Fonte: Os autores, 2024.

Na natureza, poliedros platénicos podem ser encontrados na forma de cristais, como
minerais (Figura 40), e formas icosaédricas em alguns tipos de virus, e ainda em radiolarias

(protozoarios unicelulares) (Figuras 41 e 42).

Figura 40 — Cristais

Fonte: Porto Editora, [202-7].
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Figura 41 — Radiolaria na forma Icosaédrica

Fonte: Circogonia Icosahedra, 2005.

Figura 42 — Radiolarias

Segundo Lawlor (1996) e Arranz (2010), é interessante notar que com o icosaedro
podemos gerar os outros poliedros platonicos inscritos nele; ao unirmos os pontos médios de
suas faces construimos o dodecaedro com faces pentagonais. Com as diagonais dos pentagonos
gue se encontram num ponto, construimos as arestas do cubo inscrito no dodecaedro. Podemos
agora gerar um tetraedro com aresta a diagonal do cubo, e finalmente o octaedro com vértice

nos pontos medios das faces do tetraedro.
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Figura 43 — Poliedros platonicos inscritos
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Fonte: Os autores, 2024.

Os poliedros estrelados também podem ser obtidos a partir dos prolongamentos das
faces dos poliedros regulares, como € o caso do grande icosaedro estrelado (Figura 44), que é
obtido pelo prolongamento dos raios que surgem das arestas das faces pentagonais do

dodecaedro regular.

Figura 44 — Icosaedro estrelado

Fonte: Lawlor, 1996; os autores, 2024.

Outras configuracBes estreladas das formas platbnicas estdo presentes em diversos
elementos da natureza. Algumas podem ser encontradas nas formas das espiculas das esponjas

do mar, como aponta Barcellos (2017).
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Figura 45 — Espiculas de esponjas esféricas

Fonte: Barcellos, 2017.

Algumas aplicacfes do numero de ouro na Arte e no Design

Historicamente, antes da invencdo da imprensa, a arquitetura permanecia ainda sob um
“manto” esotérico, pois com a auséncia de textos impressos acessiveis a todos, a transmissao
dos principios e procedimentos iniciais se dava por via oral, passando do mestre ao aprendiz.
Com o surgimento da imprensa, a proporg¢ao aurea nao poderia permanecer escondida em certas
obras de arte famosas, e entdo a necessidade da veiculacdo da proporcdo divina passa a ser
perfeitamente compreendida pelos primeiros comentadores de Vitruvio, arquitetos e
matematicos (GHYKA, 1968). Facilmente sdo identificados, hoje em dia, exemplos no campo

artistico em pesquisas na internet e buscadores de imagens marcando a presenca da razao aurea:
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Figura 46 — “Anunciagdo” (1472), por Leonardo da Vinci

Fonte: Adaptado de Anunciacéo, 2005. '

Figura 47 — “A Ultima Ceia” (1495-1497), por Leonardo da Vinci

Fonte: Adaptado de Consiglio, 2021.
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Figura 48 — “Mona Lisa” ou “Gioconda” (1500-1506), por Leonardo da Vinci

[FHE GOLDEN SECTION

Fonte: Adaptado de Bocatto, 2015.

Desde ja, podemos afirmar que a tela da Mona Lisa ndo € um retangulo &ureo, basta
verificar as dimensdes do quadro (aprox. 77x53). Sem divida podem ser encontradas se¢des
aureas em diferentes lugares da obra, entretanto Leonardo da Vinci ndo registrou o uso da

proporcao em nenhum lugar, mas a sua presenca consta na maioria das obras por ele realizadas.

Figura 49 — “Um banho em Asniéres” (1884), Georges Seurat

Fonte: Adaptado de Um banho em Asniéres, 2020.
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Figura 50 — “O desfile do Circo” (1887-88), Georges Seurat

———
L ] =

"

- S

'

Fonte: Parada de circo, 2015.

Figura 51 — “A cria¢ao de Adao” (1508-12), Michelangelo

Fonte: Adaptacdo dos autores, 2024.
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Raz&o 4urea na atualidade

Hoje em dia, encontramos a propor¢cdo aurea em fotografias, logotipos, esculturas,
convites e outros itens como mostram as Figuras 52 a 60. Ainda podemos construir grids
(malhas aureas) para harmonizar alguns trabalhos, pois um contetdo bem equilibrado implica
na criagdo de composi¢des agradaveis que se relacionam entre si em belas proporcées. A seguir,

alguns exemplos de grid &urea.

Figura 52 — Harmonia na arte
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Fonte: Os autores, 2024; iPhoto, 2021.

Figura 53 — Refinamento da grid aurea partindo do retangulo aureo.
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Fonte: Os autores, 2024.

Figura 54 — Fotografias encaixadas na grid aurea.

Fonte: Meisner, 2013.
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Figura 55 — Fotografias recortadas na proporcao aurea

Figura 56 — Convites e cartdes obedecendo a proporcéo aurea

Comn 83 bengdas de Deus

smalise

o+

Coaio

Tem o prazer de convidar para S0u CIZAMRN0
17 DE AGOSTO DE 2023

5 190035, NAIGIEId vrrvrrrrrsrsaransansass

sequindo-Se 3 recepdo No ...

Confirmag3o da presenca até 166 jubho,
Maria 9993999, Rogeno 93838383

Fonte: Compilacéo de autores.

Aproveitando o pentdgono reqular

Figura 57 — Logotipos a partir da grid pentagonal
O\WTION,

Fonte: Compilacéo de autores.
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Criando Logotipos

Podem-se criar logotipos utilizando a proporcéo &urea agrupando as componentes da
mesma forma ou de diferentes formas harmoniosamente, como foram desenvolvidos por
diferentes designers (Figuras 58-60). Podemos reconhecer que, hoje em dia, existem logotipos
de marcas famosas que usam a razao aurea.

Para as mais diversas inspiracbes devemos lembrar que a razdo aurea utiliza a

pProporcao: % =2=1618..

C

Figura 58 — Construcdo de logotipos utilizando a razdo aurea

oljielRe)

Fonte: Os autores, 2024.
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Figura 59 — Diversas cores e formas utilizando a propor¢éao divina

I
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Fonte: Adaptacdo dos autores, 2024.

Figura 60 — Composicdes das formas utilizando a proporc¢éo divina
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Fonte: Compilacéo de autores.
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No design de produtos

Para além dos logotipos, que se situam no campo do design gréfico, temos diversos
outros exemplos, tanto 0s que se encontram ainda na area grafica, como cartazes e tipografia,
como aqueles que demonstram aplica¢6es no campo do design de produtos. A autora Kimberly
Elam traz alguns exemplos em seu livro Geometria do Design (2010). Dentre outros, um deles
diz respeito a um produto que alcangou grande sucesso na época em que foi langado, ao final
dos anos 1990: o “Novo Fusca” da Volkswagen, projeto dos designers Jay Mays, Freeman

Thomas e Peter Schreyer.
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Figura 61 — Composicoes de formas utilizando elipses aureas

Fonte: Adaptado de Elam, 2010, p. 99-100.

Sdo feitas algumas anélises quanto a como as linhas do veiculo, que definem a sua forma
como um todo — estdo enquadradas em uma composi¢do de elipses, circulos, 0s seus eixos e
alinhamentos, o retangulo aureo, os detalhes, as transi¢cdes de superficies — e que estabelecem
uma determinada “Gestalt” do produto, ganhando coeréncia, harmonia e coesdo entre as partes;
Indo além, menciona que a forma gerada evocou tanto os modelos mais antigos do “fusca”,
trazendo certa dose de nostalgia; quanto adquiriu, a0 mesmo tempo, um ar futurista (ELAM,
2010).

Concluséo

Este artigo procurou registrar, na sua parte inicial, quais eram as bases matematicas
relacionadas com o numero aureo, a razao aurea e a sequéncia de Fibonacci. A seguir, de modo
ndo estangue e sem um limite estritamente definido no corpo do texto, passou a ilustrar de que
modo, nas grandes obras faradnicas do Egito Antigo, ha milhares de anos, a razdo aurea foi
considerada nessas edificacdes. Em seguida, como foi estudada e explorada pelos gregos, e 0
seu posterior desenvolvimento em diversas aplica¢fes dessa ordem, alcangando maior auge no
século XIlII, e no periodo do Renascimento europeu, assim como na Modernidade.

Em outra vertente abordada no texto, foi verificado que existem diversos modelos da

natureza que possuem uma beleza, harmonia e perfeicdo. Estes modelos apresentam na forma
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a divina proporcao ou a sequéncia de Fibonacci ou espiral logaritmica. E importante destacar
que ndo necessariamente existirda em todo modelo da natureza, pois as formas ou modelos
naturais se transformam dependendo das diferentes situacdes ambientais em que estas evoluem
ao longo do tempo, e ainda das condicdes estabelecidas pela selecdo natural. Do mesmo modo
0s canones das proporcdes ideais do corpo humano apresentados por Leonardo da Vinci e, mais
recentemente, Le Corbusier (que tanto num caso como no outro se voltaram de modo
preponderante para questdes de natureza estética), conforme indicam pesquisas no campo da
ergonomia e antropometria, ndo sao necessariamente validas para diferentes etnias, sexos e
faixas etérias. Todavia, é importante ressaltar que foi a partir da aplicacdo da propor¢édo aurea,
de modo intencional e evidente, pelos artistas renascentistas, que se abriu caminho para diversas
aplicacdes na arte, na arquitetura, na engenharia e no design na idade moderna.

NOs, seres humanos, procuramos sempre encontrar ordem e significado na natureza.
Através do intelecto e do nosso entendimento, tentamos identificar determinados padrdes,
proporcdes e configuracbes que correspondem a conceitos abstratos associados a geometria, a
matematica e aos campos com que se relacionam (topologia, fractais e similares). Assim,
enxergamos o0 numero aureo, a fracdo aurea e a sequéncia de Fibonacci em diversos fenbmenos
e formas da natureza em nosso meio ambiente. Ao mesmo tempo, ao longo da histéria da
humanidade, pode-se constatar a aplicacdo desses principios em diversas construgdes, artefatos
e objetos fisicos tangiveis que resultaram do esfor¢o e engenhosidade de diversos grupos,
coletividades e mesmo civilizacdes nessa trajetoria.

Entretanto, se observarmos com maior cuidado, um outro aspecto que merece ser
considerado é o de que nem sempre existe uma precisao absoluta e cristalina naquilo que é
observado no mundo natural. As propor¢des verificadas muitas vezes sao aproximacoes
bastante satisfatdrias, mas que ndo podem ser associadas a uma precisdo total e inquestionavel.
Contudo, isso de maneira alguma destrdi aquilo que € percebido, abstraido e visualizado na
construcdo geométrica elaborada a partir da captacdo pelos nossos sentidos. No terreno da
percepcao visual (assim como em outros campos perceptivos), o todo é mais do que a soma das
partes, indo além daquilo que estabelece a matematica bésica. Assim, a percep¢do se da
definindo conjuntos coerentes e consistentes de informag0es, que fazem sentido para 0 nosso

entendimento.
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O género humano, desde os seus primordios, sempre buscou se situar no meio ambiente
de modo a garantir a sua sobrevivéncia e continuidade (reprodugdo) com minimo gasto de
energia. Certamente que o0 seu aparato perceptivo, desde entao, serviu a esse proposito, com um
cuidado especial em selecionar de modo rapido, eficiente e eficaz, qual a informacéo relevante
a ser utilizada. A percepcdo de padrdes significativos, enquanto totalidades coerentes e
consistentes, esta dentro desse modus operandi desde a aurora da humanidade.
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