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OS NÚMEROS HIPERBÓLICOS DE LEONARDO

LEONARDO’S HYPERBOLIC NUMBERS
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Resumo

Visando dar continuidade ao processo de evolução da sequência de Leo-
nardo, tem-se a complexificação dessa sequência por meio da introdução dos
números hiperbólicos de Leonardo. Diante disso, são estudados conceitos ma-
temáticos dando ênfase a sua respectiva função geradora, fórmula de Binet e
forma matricial. Tão logo, é realizada a extensão para os números inteiros
não positivos, generalizando assim os números hiperbólicos de Leonardo.
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Abstract

In order to continue the evolution process of Leonardo’s sequence, there
is a complexification of this sequence through the introduction of Leonardo’s
hyperbolic numbers. Therefore, mathematical concepts are studied, empha-
sizing their respective generating function, Binet formula and matrix form. As
soon as, the extension to non-positive integers is performed, thus generalizing
Leonardo’s hyperbolic numbers.
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1 Introdução

A sequência de Leonardo foi introduzida por Catarino e Borges [2], ocorrendo uma

evolução matemática desta sequência presente em outros trabalhos matemáticos

[1, 5, 8, 9].

Dessa forma, tem-se a sequência de Leonardo satisfazendo a seguinte relação de

recorrência:

Ln = Ln−1 + Ln−2 + 1, n ≥ 2. (1.1)

Tão logo, para n+ 1 pode-se reescrever essa relação de recorrência como Ln+1 =

Ln + Ln−1 + 1. E ainda, subtraindo Len − Len+1 obtêm-se uma outra relação de

recorrência equivalente para esta sequência.

Ln − Ln+1 = Ln−1 + Ln−2 + 1− Ln − Ln−1 − 1

Ln+1 = 2Ln − Ln−2 (1.2)

onde L0 = L1 = 1 são as condições iniciais.

Com o viés de realizar uma evolução matemática desses números, tem-se o pro-

cesso de complexificação com o estudo dos números hiperbólicos. Assim, tem-se que

o anel hiperbólico, H pertencente à algébra bidimensional de Clifford [4], pode ser

chamados de números de Lorentz. Esses números possuem aplicação na medição de

distâncias no plano do espaço-tempo de Lorentz [6].

Assim, os números hiperbólicos são descritos por H = {z = x+ hy|h /∈ R, h2 = 1,

x, y ∈ R}. A adição e multiplicação de dois desses números hiperbólicos n1 e n2,

são dadas por [3, 7]:

n1 ± n2 = (x1 + hy1)± (x2 + hy2) = (x1 ± x2) + h(y1 ± y2)

n1n2 = (x1 + hy1)(x2 + hy2) = (x1x2) + h(y1y2) + h(x1y2 + x2y1)

O seu polinômio caracteŕıstico é dado por x3 − 2x2 − 1 = 0, apresentando como

soluções três ráızes, onde duas são semelhantes as ráızes de Fibonacci.

Ao tudo, tem-se a introdução dos números hiperbólicos de Leonardo, realizando

ainda o seu processo de generalização. Logo, a partir da definição desses números,

são obtidos alguns conceitos matemáticos discutidos mais adiante.
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2 Os números hiperbólicos de Leonardo

Nesta seção, são estudados os números referente à sequência hiperbólica de Leo-

nardo, abordando os aspectos matemáticos referentes a esses números.

Definição 2.1. A sequência hiperbólica de Leonardo, L̃n, é definida por:

L̃n = Ln + hLn+1,

com L̃0 = 1 + h, P̃1 = 1 + 3h e P̃2 = 3 + 5h, em que h = 1.

Dessa forma, tem-se os primeiros termos dessa sequência: 1+h, 1+3h, 3+5h, 5+

9h, 9 + 15h, 15 + 25h, . . .

Definição 2.2. A fórmula de recorrência dos hiperbólicos de Leonardo, é dada por:

L̃n = 2L̃n−1 − L̃n−3,

onde n > 3, n ∈ N.

Propriedade 2.3. A função geradora dos números hiperbólicos de Leonardo é dada

por:

g(L̃n, x) =
1 + h+ (1− h)(−x+ x2)

(1− 2x+ x3)
.

Demonstração. Realizando a multiplicação da função por 2x, x3 nas equações abaixo,

tem-se:

g(L̃n, x) =
∞∑
n=0

L̃nx
n = L̃0 + L̃1x+ L̃2x

2 + . . .+ L̃nx
n + . . . (2.3)

2xg(L̃n, x) = 2L̃0x+ 2L̃1x
2 + 2L̃2x

3 + . . .+ 2L̃n−1x
n + . . . (2.4)

x3g(L̃n, x) = L̃0x
3 + L̃1x

4 + L̃2x
5 + . . .+ L̃n−3x

n + . . . (2.5)

Adicionando as equações (2.3) e (2.5) e subtraindo (2.4) tem-se que:

(1− 2x + x3)g(L̃n, x) = L̃0 + (L̃1 − 2L̃0)x + (L̃2 − 2L̃1)x2 + (L̃3 − 2L̃2 + L̃0)x3 + . . .+

+ (L̃n − 2L̃n−1 + L̃n−3)xn + . . .

Com base nos valores iniciais: L̃0 = 1 + h, L̃1 = 1 + 3h, L̃2 = 3 + 5h e em sua

respectiva fórmula de recorrência, pode-se obter:

(1− 2x+ x3)g(L̃n, x) = 1 + h+ (−1 + h)x+ (1 + h)x2

g(P̃n, x) =
1 + h+ (1− h)(−x+ x2)

1− 2x+ x3
.
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Teorema 2.4. A fórmula de Binet dos números hiperbólicos de Leonardo, com

n ∈ Z, é descrita por:

L̃n = Ah(1 + hx1)x
n
1 +Bh(1 + hx2)x

n
2 + Ch(1 + hx3)x

n
3 ,

em que: Ah = (x2−1)(x3−1)
(x1−x2)(x1−x3)

, Bh = (x1−1)(x3−1)
(x2−x1)(x2−x3)

, Ch = (x1−1)(x2−1)
(x3−x1)(x3−x2)

e x1, x2 e x3 as

ráızes do polinômio caracteŕıstico de Leonardo (x3 − 2x2 − 1 = 0).

Demonstração. Utiliza-se a recorrência da sequência hiperbólica (Definição 2.2) com

os seus valores iniciais (L̃0 = 1 + h, L̃1 = 1 + 3h, L̃2 = 3 + 5h). Dessa forma, tem-se

o sistema de equação: 
α + β + γ = 1 + h

αx1 + βx2 + γx3 = 1 + 3h

αx21 + βx22 + γx23 = 3 + 5h

Resolvendo o sistema, tem-se que:

α =
(3 + 5h) + (−x2 − x3)(1 + 3h) + x2x3(1 + h)

x21 − x1x2 − x1x3 + x2x3
,

β =
(3 + 5h) + (−x1 − x3)(1 + 3h) + x1x3(1 + h)

x22 − x2x3 − x1x2 + x1x3
,

γ =
(3 + 5h) + (−x1 − x2)(1 + 3h) + x1x2(1 + h)

x23 + x1x2 − x1x3 − x2x3
.

Através das relações de Girard: x1x2x3 = −1, x1 + x2 + x3 = 2 e x1x2 + x2x3 +

x1x3 = 0, é fácil ver que:

αh =
(x2x2 − x2 − x3 + 1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
(1 + hx1) =

(x2 − 1)(x3 − 1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
(1 + hx1) = Ah(1 + hx1),

βh =
(x1x3 − x1 − x3 + 1)

(x2 − x1)(x2 − x3)
(1 + hx2) =

(x1 − 1)(x3 − 1)

(x2 − x1)(x2 − x3)
(1 + hx2) = Bh(1 + hx2),

γh =
(x1x2 − x1 − x2 + 1)

(x3 − x1)(x3 − x2)
(1 + hx3) =

(x1 − 1)(x2 − 1)

(x3 − x1)(x3 − x2)
(1 + hx3) = Ch(1 + hx3).

Baseado no trabalho de Vieira et al. [8], em que trata da forma matricial uni-

dimensional, tem-se o estudo da forma matricial dos números hiperbólicos de Leo-

nardo.
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Teorema 2.5. Para n ≥ 1 e n ∈ N, a forma matricial da sequência hiperbólica de

Leonardo é dada por:

[
3 1 1

]
2 1 0

0 0 1

−1 0 0


n 

1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1

 =
[
Ln+2 Ln+1 Ln

]
1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1


=

[
L̃n+2 L̃n+1 L̃n

]
.

Demonstração. Pelo prinćıpio da indução finita, tem-se que para n = 1:

[
3 1 1

]
2 1 0

0 0 1

−1 0 0




1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1

 =
[
5 3 1

]
1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1


=

[
5 + 9h 3 + 5h 1 + 3h

]
=

[
L̃3 L̃2 L̃1

]
.

Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k ∈ N:

[
3 1 1

]
2 1 0

0 0 1

−1 0 0


k 

1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1

 =
[
L̃k+2 L̃k+1 L̃k

]
.
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Por fim, verifica-se a validade para n = k + 1:

[
3 1 1

]
2 1 0

0 0 1

−1 0 0


k+1 

1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1



=
[
Lk+2 Lk+1 Lk

]
2 1 0

0 0 1

−1 0 0




1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1



=
[
Lk+3 Lk+2 Lk+1

]
1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1


=

[
Lk+3 + 2hLk+3 − hLk+1 hLk+3 + Lk+2 hLk+2 + Lk+1

]
=

[
Lk+3 + hLk+4 L̃k+2 L̃k+1

]
=

[
L̃k+3 L̃k+2 L̃k+1

]
.

3 Generalização da sequência hiperbólica de Leo-

nardo

Na presente seção, estuda-se o comportamento dos números hiperbólicos de Leo-

nardo para os termos com ı́ndices inteiros não positivos, generalizando assim esses

números.

Definição 3.1. Para todo n > 0 e n ∈ N, a fórmula de recorrência dos hiperbólicos

de Leonardo para ı́ndice inteiro não positivo, é dada por:

L̃−n = 2L̃−n+2 − L̃−n+3.

Definição 3.2. Para todo n > 0 e n ∈ N, o hiperbólico de Leonardo, para ı́ndice

inteiro não positivo, é definido pela equação:

L̃−n = L−n + hL−n+1.

Propriedade 3.3. A função geradora dos hiperbólicos de Leonardo para ı́ndice in-
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teiro não positivo, é expressa por:

g(L̃−n, x) =
1 + h+ (−1 + h)x+ (−1− 3h)x2

x3 − 2x2 + 1
,

com os respectivos valores iniciais: L̃−2 = 1− h, L̃−1 = −1 + h e L̃0 = 1 + h.

Demonstração. Realizando a multiplicação da função por 2x2 e x3, tem-se que:

g(L̃−n,x) =
∞∑
n=0

L̃−nx
n = L̃0 + L̃−1x+ L̃−2x

2 + . . .+ L̃−nx
n + . . .

2x2g(L̃−n, x) = 2L̃0x
2 + 2L̃−1x

3 + 2L̃−2x
4 + . . .+ 2L̃−n−2x

n + . . .

x3g(L̃−n, x) = L̃0x
3 + L̃−1x

4 + L̃−2x
5 + . . .+ L̃−n−3x

n + . . .

Assim, ao realizar a operação x3g(L̃−n, x)−2x2g(L̃−n, x)+g(L̃−n, x), tem-se que:

(x3 − 2x2 + 1)g(L̃−n, x) = L̃0 + L̃−1x+ (−2L̃0 + L̃−2)x
2

(x3 − 2x2 + 1)g(L̃−n, x) = 1 + h+ (−1 + h)x+ (−1− 3h)x2

g(L̃−n, x) =
1 + h+ (−1 + h)x+ (−1− 3h)x2

x3 − 2x2 + 1

Teorema 3.4. Para n > 0 e n ∈ N, a forma matricial dos hiperbólicos de Leonardo,

com ı́ndice inteiro não positivo, é dada por:

[
3 1 1

]
0 0 −1

1 0 2

0 1 0


n 

1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1

 =
[
L−n+2 L−n+1 L−n

]
1 + 2h h 0

0 1 h

−h 0 1


=

[
L̃−n+2 L̃−n+1 L̃−n

]
.

Demonstração. De modo similar à demonstração realizada no Teorema 2.5, pode-se

validar esta propriedade.

4 Algumas propriedades

Doravante, são investigadas alguns conceitos matemáticos referentes aos números

hiperbólicos de Leonardo e a sua generalização.
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Propriedade 4.1. A soma dos n primeiros números dos hiperbólicos de Leonardo

é dada por:

n∑
m=3

L̃m = 2L̃n−2 + 2L̃n−1 − (2 + 3h) +
n−3∑
s=2

L̃s

Demonstração. Por meio da relação de recorrência dos hiperbólicos de Leonardo,

com n ∈ N, tem-se que:

L̃n = 2L̃n−1 − L̃n−3 (4.6)

Assim, avaliando a relação dada na Equação 4.6, em valores de n ≥ 3, obtemos:

L̃3 = 2L̃2 − L̃0

L̃4 = 2L̃3 − L̃1

L̃5 = 2L̃4 − L̃2

L̃6 = 2L̃5 − L̃3

L̃7 = 2L̃6 − L̃4

...

L̃n−2 = 2L̃n−3 − L̃n−5

L̃n−1 = 2L̃n−2 − L̃n−4

L̃n = 2L̃n−1 − L̃n−3

Por meio de cancelamentos sucessivos, obtêm-se:

n∑
m=3

L̃m = L̃2 − L̃0 + L̃3 − L̃1 + L̃4 + · · ·+ L̃n−3 + 2L̃n−2 + 2L̃n−1

= 2L̃n−2 + 2L̃n−1 − (L̃0 + L̃1) +
n−3∑
s=2

L̃s

= 2L̃n−2 + 2L̃n−1 − (2 + 3h) +
n−3∑
s=2

L̃s

Propriedade 4.2. A soma dos números de ı́ndices pares dos hiperbólicos de Leo-

nardo é dada por:

n∑
m=3

L̃2m = 2L̃2n−1 − (1 + 2h) +
2n−3∑
s=3

L̃s
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Demonstração. Com base na relação de recorrência dos hiperbólicos de Leonardo,

com n ∈ N, tem-se que:

L̃n = 2L̃n−1 − L̃n−3

Assim, avaliando a relação de recorrência, em valores de n ≥ 3, obtemos:

L̃4 = 2L̃3 − L̃1

L̃6 = 2L̃5 − L̃3

L̃8 = 2L̃7 − L̃5

...

L̃2n−2 = 2L̃2n−3 − L̃2n−5

L̃2n = 2L̃2n−1 − L̃2n−3

Através de cancelamentos sucessivos, obtêm-se:

n∑
m=3

L̃2m = L̃3 − L̃1 + L̃5 + · · ·+ L̃2n−3 + 2L̃2n−1

= 2L̃2n−1 − L̃1 +
2n−3∑
s=3

L̃s

= 2L̃2n−1 − (1 + 2h) +
2n−3∑
s=3

L̃s

Propriedade 4.3. A soma dos números de ı́ndices ı́mpares dos hiperbólicos de

Leonardo é dada por:

n∑
m=3

L̃2m−1 = 2L̃2n−2 − (1 + h) +
2n−4∑
s=2

L̃s

Demonstração. Utilizando a relação de recorrência dos hiperbólicos de Leonardo,

com n ∈ N, tem-se que:

L̃n = 2L̃n−1 − L̃n−3
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Dessa forma, com base na relação de recorrência, com valores de n ≥ 3, tem-se:

L̃3 = 2L̃2 − L̃0

L̃5 = 2L̃4 − L̃2

L̃7 = 2L̃6 − L̃4

...

L̃2n−3 = 2L̃2n−4 − L̃2n−6

L̃2n−1 = 2L̃2n−2 − L̃2n−4

Através de cancelamentos sucessivos, obtêm-se:

n∑
m=3

L̃2m−1 = L̃2 − L̃0 + L̃4 + · · ·+ L̃2n−4 + 2L̃2n−2

= 2L̃2n−2 − L̃0 +
2n−4∑
s=2

L̃s

= 2L̃2n−2 − (1 + h) +
2n−4∑
s=2

L̃s

Teorema 4.4. A soma dos inteiros hiperbólicos com ı́ndice inteiro não positivo de

Leonardo é descrita por:

n∑
j=1

L̃−j = 2L̃−n+2 − (1 + h) +
−n+3∑
k=−1

Lk.

Demonstração. Utilizando a relação de recorrência (Definição 2.2), tem-se que:

L̃−3 = 2L̃−1 − L̃0

L̃−4 = 2L̃−2 − L̃−1
L̃−5 = 2L̃−3 − L̃−2
L̃−6 = 2L̃−4 − L̃−3

...

L̃−n+1 = 2L̃−n+3 − L̃−n+4

L̃−n = 2L̃−n+2 − L̃−n+3
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Através de cancelamentos sucessivos, é posśıvel obter:

n∑
j=1

L̃−j = 2L̃−n+2 − L̃0 +
−n+3∑
k=−1

Lk

= 2L̃−n+2 − (1 + h) +
−n+3∑
k=−1

Lk

5 Conclusão

A pesquisa apresentou uma evolução em torno do processo de complexificação

dos números de Leonardo. Assim, foram introduzidos os números hiperbólicos de

Leonardo, inserindo a unidade hiperbólica na referida sequência unidimensional.

Ao tudo, foram estudados aspectos matemáticos, ressaltando a fórmula de Binet,

função geradora e forma matricial dos números hiperbólicos de Leonardo e da sua

generalização para os números inteiros não positivos.

Por fim, para trabalhos futuros destaca-se a aplicação desses números, bem como

a sua utilização em outras áreas e formas de visualização.
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