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Abstract

O Teorema de Baire é de grande importancia no campo da Anélise e
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1 Introducao

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um importante resultado de
Espagos Métricos, o Teorema de Baire. Sua demonstracao é fundamentada em
uma propriedade que consiste em uma generalizagao do Principio de Intervalos En-
caixados na Reta, e por conta disso, o Teorema de Baire fornece uma caracterizagao
para uma importante classe de Espagos Métricos, os Espacos Completos.

O Teorema principal desse texto também sera utilizado para mostrar que o con-
junto das fungoes reais continuas sem derivada nenhum ponto ¢ denso no conjunto
das fungoes continuas e limitadas de mesmo dominio e imagem em R. Provar a den-
sidade desse conjunto é muito interessante, pois traduz a nogao de que o universo de
funcoes continuas sem derivada em nenhum ponto ¢ maior do que o das continuas
que possuem derivada. Este ¢ um resultado contra-intuitivo, ja que construir fungoes
continuas sem derivada em nenhum ponto nao é um exercicio trivial.

Além disso, esta aplicagao é responsavel por quebrar a falacia de que derivacao
e integracao sao operagoes inversas, uma vez que garantimos a existéncia de fungoes
integraveis e nao derivaveis, visto que toda funcao continua é integravel.

A organizacao deste trabalho foi dividida da seguinte forma: Na Secao 1, de-
screvemos parte da Biografia de René-Louis Baire, autor do teorema central apre-
sentado neste artigo. Na Secao 2, nos dedicamos a estabelecer defini¢oes basicas
que compoem o ferramental necessario para demonstrar os principais resultados do
trabalho. Deste modo, definimos e apresentamos alguns exemplos espacos métricos,
elucidando Espagos Completos e Espacos de Fungoes, ambientes onde se desenvolvem
os resultados principais do texto. Na Secao 3, demonstramos o Teorema de Baire e
as proposicoes interligadas a esse resultado, enquanto a Secao 4 foi reservada para
a aplicacao do Teorema de Baire no espacgo de funcgoes continuas. Por fim, a Secao

5 foi destinada as conclusoes.

1.1 Biografia

Antes de abordarmos o Teorema de Baire a luz de sua riqueza Matematica, vamos
expor uma breve biografia sobre seu autor, René-Louis Baire, baseada em [9].

René-Louis Baire (Figura [1)) nasceu em 21 de Janeiro de 1874 em Paris, na
Franca, cidade onde cresceu. Nessa época, a capital francesa eclodia uma atmosfera
de modernizagao, simbolizada pela construcao da torre Eiffel e caracterizada pelo
movimento cultural desabrochado em 1871, a Belle Epoque.

No entanto, o desenvolvimento parisiense nao refletiu a infancia de René, que
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foi marcada por dificuldades financeiras, ja que seu pai era alfaiate. Os empecilhos
monetarios nao impediram o bom rendimento escolar de René, que em 1886, aos
doze anos, foi premiado com uma bolsa de estudos no Lycée Lakanal. Em 1881,
Baire foi admitido na Ecole Polytechnique e na Ecole Normale Supérieure.

Baire optou por ingressar na Ecole Normale Supérieure, onde trabalhou com a
teoria de fungoes e determinou condic¢oes sob as quais uma fungao é o limite de uma
sequéncia de fungoes continuas. Posteriormente estabeleceu sua prépria classificagao
de funcoes. As funcoes ditas de classe 1 eram aquelas que eram o limite de uma
sequéncia de fungoes continuas. Fungoes de classe 2 eram aquelas que eram o limite
de uma sequéncia de fungoes de classe 1, enquanto fungoes de classe 3 eram aquelas

que eram o limite de uma sequéncia de funcoes de classe 2.

Figure 1: René-Louis Baire (1874 - 1932)

po

Fonte: [9]

A notoriedade de seu trabalho lhe garantiu uma bolsa de estudos na Italia, onde
escreveu uma tese de doutorado sobre fungoes descontinuas, que foi examinada e
aprovada por um conselho formado por Darboux, Appell e Emile Picard em 1899.

Apés se tornar doutor, Baire teve a oportunidade de divulgar mais amplamente
seu trabalho e por conta disso, a Fundacao Peccot lhe concedeu uma bolsa para
que lecionasse no College de France em 1904. Ele também ingressou em um cargo
universitario na Faculdade de Ciéncias de Dijon, onde se tornou professor de Anélise.

Entretanto, problemas de satide impossibilitaram Baire de dar continuidade as
suas pesquisas. Apesar disso, Baire escreveu uma série de importantes livros de
andlise, incluindo Théorie des nombres irrationels, limites e continuidade (1905) e
Lecons sur lesories générales of 1'analyse 2, 2 Vols. (1907-8).

Baire se aposentou no ano de 1925 e faleceu no dia 05 de Julho de 1932 em

Chambéry, Franca.
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2 Resultados Preliminares

Nesta secao definimos e apresentaremos definicoes, exemplos e propriedades de
espagos métricos, ambiente central de estudo deste trabalho. O leitor interessado em
se aprofundar seus conhecimentos ou ansioso por outros exemplos, deve consultar

as referéncias [4] [6] e [10].

Definigao 1. Seja M um conjunto qualquer, com M # 0 ed : M x M — R uma

funcao que satisfaz as sequintes condig¢oes para quaisquer x,y,z € M:

1. d(z,y) > 0; (nao-negatividade)

2. d(z,y) =0 x=y; (condi¢ao de distancia nula)
3. d(z,y) = d(y,z); (simetria)

4. d(z,z) <d(z,y) +d(y, z). (desigualdade triangular)

Nestas condigoes dizemos que d € uma métrica sobre M e que o valor real d(zx,y)

€ a distancia entre os elementos x e y.
Definigao 2. O par (M,d) € o que definimos como um Espagco MEétrico.

Por comodidade, diremos simplesmente “o espaco métrico M”, deixando subenten-
dida qual a métrica d que esta sendo considerada.

Indicaremos por dj; a métrica correlacionada ao espago métrico (M, d).

Exemplo 1. Seja R o conjunto dos numeros reais. A fungao

d: RxR—R
d(z,y) = |z = y|

¢ chamada de métrica usual da reta.

2.1 Conjuntos de Funcoes

Definicao 3. Sejam M, N espagos métricos e X C M. O conjunto denotado por
F(X;N) € o conjunto de todas aplicagoes f: X — N, ou seja,

F(X;N)={f: X — N: f¢€ funcao} .
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Definicao 4 (Fungdo continua). Sejam (M, dy) e (N,dy) espagos métricos e X
subconjunto do espaco métrico M. Uma funcao f : X — N € dita continua
em um ponto a € X quando dado € > 0 pode-se encontrar um 6 > 0, tal que
dy(z,a) < 6 implica dy(f(z), f(a)) < e.

Uma aplicacao f é dita continua quando é continua em todo seu dominio.

Definicao 5. Sejam M, N espacos métricos e X C M. O conjunto denotado por

% (X;N) € o conjunto de todas aplicagées f: X — N que sdo continuas.
C(X;N)={feF(X;N): fé continua}.

Definigao 6 (Fungao limitada). Dizemos que uma aplicagao f : X — N € limitada
quando o seu conjunto imagem, f(X), é um subconjunto limitado de N, ou seja,
f(X) estd contido em alguma bola em N.

Em outras palavras, se f € limitada, entdo podemos garantir a existéncia de uma
constante ¢ > 0 que cota superiormente o conjunto formado pelas distancias entre
elementos de X, ou seja, ¢ € tal que d(x,y) < ¢ para quaisquer z,y € X.

No caso de funcoes reais, dizer que um conjunto € limitado € equivalente a dizer

que existe ¢ € R tal que |f(z)| < ¢, Vo € M.

Exemplo 2. A func¢io f : R — R definida por f(x) =
f(R) = (0,1}, ou seja, f(R) C B(0,¢), para todo € > 1.

T2 ¢ limitada, pois
x

Definigao 7 (Diametro). Seja M um espa¢o métrico. Podemos definir o diametro

de um conjunto limitado X C M como

diam(X) = sup {d(z,y)}.

z,yeX

Esse nimero real representa a menor das cotas superiores do conjunto formado pelas

distancias entre elementos de X.

Definigao 8. Seja M um espago métrico e X C M. Denotamos B(X; N) como o

conjunto das aplicacoes limitadas com dominio X e contradominio N.
B(X;N)={feF(X;N): félimitada} .

Definicao 9. Sejam M, N espacos métricos e X C M. O conjunto denotado por

C(X;N) é o conjunto das aplicagbées continuas e limitadas com dominio X
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e contradominio N.

C(X;N)={feF(X;N): fé continua e limitada} .

2.2 Espacos Métricos Formados por Conjuntos de Funcgoes

Sejam f,g € B(X; N). Para cada z € X, considere o valor dado por dx(f(x), g(x)).
Como (f(X)Ug(X)) C N é limitado, o conjunto

S={yeR:y=dy(f(x),g(x)) para algum x € X }.

¢ um conjunto limitado por ser a uniao de conjuntos limitados. Além disso, como dy
é uma métrica bem definida, o conjunto S é constituido por valores nao negativos.
Portanto, pelo Axioma do supremo é natural considerarmos a distancia entre

duas funcgoes limitadas f,g: X — N, como

d(f.g) = sup {dn(f(x),9(x))}.

zeX

Essa métrica definida no espaco de fungoes limitadas é conhecida como métrica

do supremo.
Se considerarmos f uma funcao tal que f € B([a,b];R), entao a bola aberta de

raio r centrada em f na métrica do sup é dada por
B(f;r) ={h € B([a,0];R) : d(f,g9) <r}.

A condicao para que g € B([a,b]; R) pertenca a bola aberta B (f;r) é a seguinte:

O numero real sup {|f(z) — g(z)|} precisa ser necessariamente menor do que r,
z€[a,b]
isto ¢, | f(z) — g(z)| < r,Va € [a,b]. Podemos ilustrar esse fato na Figura 2]

Figure 2: Bola aberta no espaco de fungoes.
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Fonte: Autoral.
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Definicao 10. Seja uma aplicacio f: X — N, o conjunto
Bi(X;N)={g:X — N :d(g, f) estd bem definida }

¢ definido como congunto de funcoes que estao a uma distancia finita de
f. Portanto, em cada By(X; N) temos um espaco métrico definido com a métrica

do sup.

Exemplo 3. Seja
f:R — R

r —

Seque que
Bi(R;R) ={g:R—=R:d(g, f) estd bem definida }

Note que qualquer fungdo da forma h(z) = x? + ¢, onde ¢ é uma constante real,

pertence a Bf(R;R).

Apés a construcao do conjunto By(X;N), podemos enxergar F(X;N) como uma

reuniao de espagos métricos, uma vez que F(X; N) = U Bi(X;N) .
feF
A igualdade dos conjuntos se verifica a partir da dupla inclusao. Cada funcao

f € F(X;N) tem um representante By(X; N), portanto F(X; N) C U B (X;N).
feF
Por outro lado, U B(X;N) é a unido de conjuntos de funcoes que estao definidas
feF
em X com contradominio N, entao, necessariamente, U Bi(X;N)C F(X;N).
fer

Definicao 11. Seja f: X — N uma aplicagao. O conjunto
Ci(X;N)={g€C(X;N):d(g, f) estd bem definida }

¢ definido como o conjunto de funcoes continuas que estao a uma distancia
finita de f.

Pela definicao dos conjuntos definidos acima, podemos perceber que para cada f :

X — N, o conjunto Cy(X; N) constitui um subespago métrico de B (X; N).

Observacao 1. Ao considerarmos f = ¢, uma funcdo constante no espagco métrico

N, isto €, f(x) = ¢, Yx € X, formamos o conjunto

B.(X;N)={g€ F(X;N):d(g,c) estd bem definida }
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que possui como elementos todas as fungoes g € F(X; N), tais que g(X) estd contida
numa bola centrada na funcao f = ¢, mas estas sao exatamente todas as funcgoes

limitadas de dominio X e contradominio N, de onde concluimos que

B.(X;N)=B(X;N).

Fazendo as mesmas ponderagoes, temos também a identifica¢ao: C.(X; N) = C(X; N).

2.3 Breves nocoes de Topologia

Dedicamos essa subsecao para apresentar a relagao entre Espacos Métricos e Topolo-
gia Geral, conceitos primordiais para o desenvolvimento do texto. Os resultados aqui

descritos também podem ser encontrados nas referéncias [6] e [10].

2.3.1 Conjuntos Abertos

Definicao 12. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a €
X ¢é chamado de ponto interior de X quando é centro de alguma bola aberta
contida em X, ou seja, quando existe v > 0 tal que se d(x,a) < r entio v € X.
Denominamos interior de X em M e denotamos por intX, o conjunto formado

por todos os pontos interiores de X.

Definigao 13 (Conjunto Aberto). Um subconjunto X de um espago métrico M é
dito aberto em M quando intX = X, ou seja, todos os seus pontos sao interiores.
Assim, se um conjunto X C M ¢é aberto em M significa que para cada x € X, existe

um raio v > 0 tal que B(z;r) C X.

Dizemos que um ponto b € X nao ¢é interior ao subconjunto X significa entao,

dizer que toda bola aberta de centro b contém algum ponto que nao pertence a X.

Definicao 14. A fronteira de X em M, simbolizada por X € o conjunto formado
pelos pontos b € M tais que toda bola aberta centradas em b contém pelo menos um

ponto de X e um ponto do complementar de X, M \ X.

Proposicao 2. Seja C a colecao dos subconjuntos abertos de um espaco métrico M

e L uma colecao de indices. Entao:
1. MeCeleC. (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos);

2. Se Ay, ..A, € C, entdo Ay N...NA, € C. (A intersecdo de um nimero finito

de conjuntos abertos é um conjunto aberto);
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3. Se Ay € C paratodo A € L, entao A = U Ay € C. (A reuniao de uma familia

AeL
qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto).

Proof.

1. O espago métrico M é, evidentemente, aberto em M. Este fato por si sé, ja
exemplifica o quanto a propriedade de X ser um conjunto aberto é relativa.
Argumentaremos por vacuidade. O conjunto vazio () é aberto em qualquer
espaco métrico que o contenha. Com efeito, para provar que um determinado
conjunto X nao é aberto, devemos exibir um ponto z € X que nao seja interior
a X. Isso é evidentemente impossivel quando X = (). Logo, conclui-se que ()

é aberto.

2. Sejaa e A;N..NA,. Como os conjuntos A;, 1 < i < n sao abertos, existem
ry > 0,...r, > 0 tais que B(a;r) C Ay, ...B(a;r,) C A,. Seja r o menor dos

ndameros 71, ...r,. Entao
B(a;r) C B(a;ry) C Ay, ... ,B(a;r) C B(a;r,) C Ay,
e portanto,
B(a;r) C AN ... NA,.

Logo A1 N...N A, é aberto.

3. Seja a € A. Existe um indice A € L tal que a € Ay. Como A, é aberto, é
sabido que existe uma bola B(a;r) contida em Ay, e portanto, contido em A.

Logo A é aberto.

2.3.2 Conjuntos Fechados

Definicao 15. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € dito
aderente a X quando d(a,X) = 0, isto €, existem pontos de X arbitrariamente
prozimos de a. Em outras palavras, a é aderente a X quando para cada € > 0,

podemos encontrar x € X tal que d(x,a) < €.

Analogamente podemos dizer que a é aderente a X das seguintes formas:

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, n. 16, 2021 — DOI: 10.12957/cadmat.2021.56996



14 R.A.C Schneider, V.S.Costa O Teorema de Baire e uma aplicagdo ...
1. Para todo € > 0, tém-se B(a;e) N X # (;
2. Para todo aberto A que contém a, tém-se AN X # 0.
3. Toda vizinhanca de a tem pontos em comum com X

Observacao 3. Todo ponto a € X € aderente a X. Além disso, os pontos perten-

centes a fronteira de X, 0X, também sdao aderentes a X.

Definigao 16 (Fecho de um conjunto). Seja M um espago métrico e X C M.
conjunto de pontos de M que sao aderentes a X € chamado de fecho de um conjunto

X num espago M, denotado por X.

Exemplo 4. Tém-se M = M, 0 =0, e X C X, para todo X C M. Também, se
X CYentioXCY.

Definigao 17 (Conjunto Denso). Um subconjunto X C M se diz denso em M
quando X = M, ou seja, quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X .
Ainda, para cada aberto A # O em M, tem-se AN X # ().

Isto significa que fixados arbitrariamente um ponto a € M e um raio r > 0, a bola
B(a;r) N X # 0. Ou seja, sempre encontramos um ponto de X arbitrariamente

proximo de a.

Defini¢ao 18 (Conjunto Fechado). Um conjunto F C M ¢€ dito fechado quando o

seu complementar, M \ X, € aberto em M.

Proposicao 4. Sejam M espaco métrico e F C M. Entio F = F se, e somente
se, M\ F ¢ aberto. Ou seja, um conjunto € fechado se, e somente se, contém todos

0s seus pontos aderentes.

Proof. Suponhamos que F' = F. Entdo, dado a € M \ F, temos que a nio é ponto
aderente a F'. Logo, existe r > 0 tal que B(a;r) C M \ F, o que prova que M \ F é
um conjunto aberto.

Reciprocamente, suponhamos que M \ F é aberto. Seja a € F. Note que a ¢ M\ F,
pois caso contrario, existiria r > 0 tal que B(a;r) C M \ F, o que contraria o fato
de a ser ponto de aderéncia a F. Logo, a € F e portanto F C F. Como a outra

inclusdo é trivial, tem-se que F = F. O

Observacao 5. X ¢ o menor subconjunto fechado de M que contém X, no sequinte
sentido: se F € fechado e X C F, entdo X C F. De fato, X C F implica X C F,
ou seja, X C F.
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Definicao 19. Seja X um subconjunto do espago métrico M. Um ponto a € M
chama-se ponto de acumulagcao de X quando toda bola de centro a contém algum
ponto de X, diferente do ponto a. Usaremos a notacio X o conjunto de pontos
de acumulacio de X em M. O conjunto X' chama-se derivado do conjunto X.

Assim, a € X < a € X — {a}.

. , ~ — .

E claro que se a € X', entao a € X. No entanto, enfatizamos que nem todo
ponto aderente é um ponto de acumulacao. Se considerarmos um conjunto formado
por um tunico elemento, digamos X = {a}, como a € X entao é aderente, mas nao

¢ de acumulacao, ja que nao existe nenhum outro elemento diferente de a em X.

Observagao 6. A partir da definicao de fecho e derivado, € possivel explicitar a
sequinte relacao entre esses conjuntos: Se X € subconjunto de um espaco métrico
M, entao

X=XuUX

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [0].

Proposigao 7 (Critérios um conjunto ser fechado). Suponha que X é um subcon-

gunto de um espaco métrico M. As sequintes condigcoes sao equivalentes:
1. 9(X)C X

2.

SR

=X
3. cX

A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [10)].

Proposicao 8. Os subconjuntos fechados de um espa¢o métrico M usufruem das

sequintes propriedades:

1. O conjunto @ e o espaco inteiro M sao fechados;

2. A reuniao F = F; U ...U F,, de um ntimero finito de subconjuntos fechados

Fy,...F, C M é um subconjunto fechado de M,

3. A intersegao F' = m F\ de uma familia (F))aer (finita ou infinita) de subcon-

AEL
juntos fechados F\ C M é um subconjunto fechado de M.

Proof.
1. Segue diretamente da Proposi¢ao
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2. Os conjuntos Ay = M\ Fy,...,A, = M \ F, sao abertos em M. Assim,
AN.NA, =M\F)N..N(M\F,) =M\ (FLU..UF,) é aberto, e
portanto, F; U ... U F}, é fechado em M.

3. Ponhamos Ay = M\ F), para cada A € L. Entao, cada A, é aberto, e portanto,
sua reuniao UAy = U(M \ F)) = M \ (NF)) é um aberto em M. Logo NF) é
fechado.

]

Proposicao 9. O diametro do fecho de um conjunto € igual ao diametro do proprio

conjunto.

Proof. Seja M um espaco métrico qualquer e X C M. Mostraremos que

diam(X) = diam(X).

Segue diretamente da definicao de diametro que:

X Cc X = diam(X) < diam(X) <= diam(X) > diam(X).

Para concluirmos a demonstracao, resta provarmos que diam(X) < diam(X).

De fato, seja ¢ > 0. Pela definicdo de diam(X), existem g, yo € X, tal que
diam(X) < d(zo,0) +¢/3.

Além disso, pela definigao de fecho podemos encontrar z1,y; € X tais que d(xg, x1) <

e/3 e d(yo, 1) < /3.
Pela desigualdade triangular, segue que

d(xo,yo) < d(x0, 1) + d(21,y1) +d(y1,y0) < /3 + diam(X) +¢/3

Assim, diam/(X) < diam(X) + «.
Pela arbitrariedade do ¢, segue que diam(X) < diam(X). O

Proposicao 10. Sejam M, N espacos métricos e X C M. O conjunto das fungoes
continuas e limitadas C(X; N) € subconjunto fechado do espago B(X; N).

Proof. Para provar esse resultado, mostraremos que o conjunto das fungoes limitadas
e descontinuas (complementar de C(X; N)) é aberto em B(X; N).

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, n. 16, 2021 — DOI: 10.12957/cadmat.2021.56996



R.A.C Schneider, V.S.Costa O Teorema de Baire e uma aplicagdo ... 17

Iniciaremos essa demonstracao abordando a descontinuidade localmente. Para tanto,
definimos D, como o conjunto das fungoes limitadas e descontinuas no ponto a € X.
Seja f: X — N tal que f € D,, isto é, f é descontinua no ponto a € X.

Pela negacao da continuidade, existe um ¢ > 0 tal que para todo > 0 encontramos
x5 € X tal que dpy(xs5,a) < 0 = dy(f(xs), f(a)) > 3e.

Afirmagao: Se g € B(X; N) é uma aplicacdo tal que d(f,g) < e, entdo g € D,.

De fato, ¥6 > 0, tome x5 € B(a;6) C X. Portanto,

3e < dn(f(x5), f(a))
< dn(f(w5), 9(25)) + dn(9(5), 9(a)) + dn(f(a), g(a))
< sup{dN(f(%')’g( )} + dn(g(zs )g(a))+ig§{dw(f($)7g(iv))}

(f 9) +dn(g(zs), 9(a)) +d(f,g)
< e+dn(g(s),9(a)) +

De onde se conclui que € < dy(g(zs), g(a)). Ouseja, g € B(f,e) C D,
Seja D o conjunto das aplicacoes limitadas descontinuas f : X — N.
Afirmagao: D = U D,.

aceM
De fato, se f € U D,, entao f é descontinua em pelo menos um ponto a pertencente

aeM
a M, portanto, f € D.

Por outro lado, se f € D, entao existe A um conjunto de pontos ay € X, no qual
a fungao nao é continua. Para cada um desses pontos a) de descontinuidade, existe

ex > 0 tal que para todo § > 0 encontramos x5 € X tal que

dM({E(;,a)\) <= dN(f(JZ(;), f(a)\) > €.

Portanto f € U D,, C U D,. Logo, D = B(X; N)\ C(X;N) é aberto, por ser a
ay€A aeM
uniao arbitraria de conjuntos abertos. O

Corolario 1. O conjunto das aplicagoes continuas g : X — N que distam finita-
mente de f, denotado por C¢(X; N) € fechado em By (X; N).

Proof. Dada f : X — N, denotamos o conjunto Dy, como:

Dy, ={h: X — N :d(h, f) estd bem definida , h é descontinua em a}
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Também simbolizaremos o conjunto Dy como
Dy={h:X — N :d(h, f) estd bem definida , h é descontinua em}

Analogamente & construgao anterior, se ¢ € Bf(X;N) é uma aplicagdo tal que
d(f,g) < e, entdo g também pertence a Dy,. Assim, B(f;e) C Dy,, e portanto, Dy,
é um conjunto aberto em B;(X; N). Além disso, fazendo as mesmas consideragoes da

Proposicao conclui-se que Dy = U Dy, é aberto, por ser a uniao de abertos. [l
aceM

2.4 Espacgos Métricos Completos

Exibiremos alguns resultados importantes desses espacos, ambiente onde se desen-

volve o Teorema de Baire.

Definigao 20. Uma sequéncia (x,) definida em um espa¢o métrico M é chamada
uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 existe ng € N tal que para

todo m,n > ng tem-se d(x,,, x,) < €.

Definigao 21 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico M € dito Espago

Completo quando toda sequéncia de Cauchy em M € também convergente em M.

Proposicao 11. O espago (R,d), onde d é a métrica usual da reta

d(x7y> = |ZE - y| )
¢ um espago completo.

Proof. A demonstracao desse fato pode ser encontrado nos livros classicos de Analise
Real, como [2], [5] e [12]. O

Proposicao 12. Todo subconjunto fechado de um espago métrico completo € também

completo.

Proof. Suponha F' C M fechado, e M completo.

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy definida em F. Em particular (z,) estd definida
em M, portanto, existe L € M tal que limx,, = L. Mas F' é um conjunto fechado,
portanto, L € F, assim, toda sequéncia de Cauchy em F' converge em F', portanto,

F é completo. O

Proposicao 13. Sejam M, N espagcos métricos e X C M. Se N é um espago
métrico completo, entao para toda aplicacio g : X — N, o espaco By(X;N) é

completo.
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Proof. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B,(X; N). Esta sequéncia é limitada,

portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo n € N e todo x € X vale

dn(fulz), 9(x)) < supdy(fu(z), 9(x)) = d(fn, 9) < ¢

zeX

Para qualquer que seja = € X, a sequéncia (f,(z)) é uma sequéncia de Cauchy em
N, que é completo por hipdtese, logo, para cada x € X, o limite de f,(z) existe e é
unico.

Definimos assim, uma aplicacao f : X — N que é o limite pontual da sequéncia
(fn). Escrevemos lim f,(z) = f(x) € N.

Afirmagao: f, — f uniformemente em X.

De fato, como f, é de Cauchy, dado € > 0, existe ny € N tal que

m,n > ng = d(fm, fn) <

)

DO ™

de onde segue diretamente da definicao de supremo que para todo x € X vale:

d(fm(z), fulz)) <

DO ™

Fazendo m — oo nesta desigualdade, conclui-se que n > ng = d(f(z), fo(z)) < = <

DO | ™

¢ para todo z € X, portanto a convergéncia de f,, para f é uniforme.
Como d(f,(z),g(x)) < ¢ para todo n € N e todo x € X, concluimos a partir de
n — oo, que d(f(z),g(z)) < ¢ para todo x € X. Logo, f € B,(X;N) O

Corolario 2. Sejam M, N espacos métricos e X C M. Se N é completo, entao
para toda aplicagiao g : X — N, o espago C,(X; N) € completo.

Proof. Pela Proposicao , o conjunto Cy(X; N) é um subespaco fechado em B, (X; V)
que por sua vez, ¢ um espaco completo, podemos concluir a partir da Proposi¢ao
que o conjunto Cy(X; N) é completo.

Em particular, C(X; N) é completo. Para verificar essa firmagao tome ¢ € N. Se
considerarmos g = ¢ uma aplicagdo constante, o conjunto C.(X;N) = C(X;N)

(Observacao 1)), portanto, concluimos que C(X; N) é completo. ]

2.5 Conjuntos Magros

Definicao 22 (Conjuntos Magros). Seja M um espaco métrico. Dizemos que um

subconjunto X C M € magro em M quando X pode ser expresso como uma uniao
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enumerdvel, X = U X, tal que, para cada n € N, intX,, = 0.

n=1

o0

Equivalentemente, X é magro em M quando X C U F,, onde cada F,, € fechado
n=1

com interior vazio em M.

A partir da definicao, pode-se observar que ser magro é uma propriedade hereditaria

por subconjuntos.
Proposicao 14. Toda uniao enumerdvel de conjuntos magros é um conjunto magro.

Proof. Segue do fato de que a uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é também

enumeravel. O

Exemplo 5. Seja (M,d) um espago métrico e X C M aberto. A fronteira de X,
denotada por O(X) forma um subconjunto fechado com interior vazio e, portanto,

magro em M.

Exemplo 6. Seja (Q,d), onde d é a métrica usual da reta. Se X C Q, entdo X é

um conjunto magro em Q.

3 Teorema de Baire

Destinamos esta parte do texto para apresentar e demonstrar detalhadamente o
Teorema de Baire. Vale ressaltar que os resultados descritos nesta secao estao em
conformidade com os textos cldssicos de Espacos Métricos e Anélise funcional, como
por exemplo [3], [6] e [§].

Para demonstrarmos o Teorema de Baire, faremos uso da seguinte proposigao:

Proposicao 15. Um espaco métrico M é completo se, e somente se, para toda

sequéncia Fy D Fy D ... D F, D ... de subconjuntos fechados encairados nao vazios

F, ¢ M, com lim diamF, =0, existe a € M tal que ﬂ F, ={a}.
n—oo
n=1

Proof. (=): Suponhamos que M seja completo e que (F},) seja uma sequéncia que
satisfaz as condigoes descritas no enunciado.
Para cada n € N, escolhemos x,, € F,,. Isto define uma sequéncia (z,,) C M tal que

dado ngy € N, para todo m,n > ng temos z,, z, € F,, (Figura .
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Figure 3: Generalizacao do Principio de Intervalos encaixados na reta.

s ™\
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T2
"« J
I
. J

Fonte: Autoral.

Como lim diamF,, = 0, entao para todo € > 0, existe ng tal que diam#F,,, < ¢.
Logo, m, 7;_;00710 = dy(zm, x,) < €, e portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy.
Como o espaco M é completo, (x,) é convergente, isto é, existe a € M tal que
T, — a.

Dado qualquer p € N, temos z,, € F},, para todo n > p, donde a = lim z, € F,
n—oo

para todo p, o que implica que a € ﬂ F,. Agora mostraremos que a é unico.

n=1

[o.¢]
De fato, se existisse b € ﬂ F,, com b # a entao dy(a,b) < diamF, para todo

n=1

n € N. Logo, ﬂ F, ={a}
n=1

(<=): Seja uma sequéncia (z,) de Cauchy em M.

Para todo n € N considere
X, ={xn, Tps1,..pentdao X3 D Xo D ... D X, D ...

e, consequentemente (X,) é uma sequéncia de subconjuntos fechados encaixados

nao-vazios. Além disso, temos 0 = lim diamX,, = lim diamX,,.
n—o0 n—o0

o
Entao, por hipdtese, existe a € M tal que ﬂ X, =1{a}.
n=1
Afrimacao: =, — a.
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De fato, fixado ny € N, tal que diamX,,, < ¢, para todon € N, tem-se que Z,,; 4, a €

Xno
d(Tpgin,a) < diamX,, < e,

e portanto, z,, — a. ]

Teorema 16 (Teorema de Baire). Seja M um espago métrico completo. Todo
conjunto magro em M possui interior vazio. FEquivalentemente: se F' = U F,,
n=1

onde cada F, € fechado em M e tem interior vazio, entao intF = (). Ou entdo:

se A1, Ao, ..., A, ... sao abertos densos em M, entdao a intersecao enumerdvel A =
oo

ﬂ A, € subconjunto denso em M.

n=1
Proof. Seja M um espago métrico completo.

Como cada A, é denso em M, temos que toda bola aberta em M contém algum
ponto de A,,.

Dada uma bola aberta B C M, mostraremos que B N A é nao-vazio.

Por A; ser denso, tem-se que B N A; é nao-vazio e aberto. Logo, existe uma bola
By € BN Ay, a qual podemos supor tao pequena que seu raio nao exceda % e
B, C BN A,.

Como A, é também aberto e denso garantimos que B; N Ay é nao-vazio e aberto,
portanto, By N Ay contém uma bola aberta By cujo raio € inferior a % e By C BiNA,.
Define-se indutivamente, B,, 1 da seguinte forma:

B, N A, é (aberto) ndo vazio, por A, ser denso, portanto, podemos tomar uma

Boy1 CB,N A -
(n—l—l)e +1 +1

bola aberta B, 1 C B, N A, 1 com raio menor que

Assim obtemos a sequéncia

B, DBy D B;s... DB, D ..., onde B,i1 C B,N A, e diamB, — 0.

o0
Como M é completo, segue que ﬂ B, = {a}, ou seja, a € B, C A,, para todo

n=1
n € N, e em particular, a € By C B. Logo, a € BN A. m

4 Uma aplicacao: A existéncia de funcoes continuas

sem derivada em nenhum ponto

4.1 Funcao de Weierstrass

No ano de 1872, o matemético Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) pub-

licou um trabalho, onde construiu um exemplo de uma funcao continua que nao
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era diferencidvel em nenhum ponto de seu dominio [I4]. A funcao de Weierstrass
foi responsavel pela quebra de um grande paradigma na comunidade matematica e
abriu caminho para que outros matematicos pudessem construir novos exemplos de
funcoes com tais propriedades.

Em linhas gerais, ao observarmos o grafico de uma funcao real f, percebemos
que os pontos onde f nao é derivavel sao aqueles em que o grafico apresenta “bicos”,
ja que é impossivel tragar uma reta tangente nestes pontos. O processo de construir
funcoes continuas nao derivaveis em nenhum de seus pontos pode ser resumido em
criar fungoes cujos graficos possuem “bicos” em todos os pontos. Esse comporta-
mento é representado nos graficos das iteradas da fungao de Weierstrass [13], que

é definida como

flz) = Z a" cos(b"mx)

37
onde 0 < a <1 ebéum nimero impar tal que ab > 1 + >

1
Tomamos como exemplo o caso particular onde a = 3 e b= 15 (Figura H)

Neste caso, temos

) = i <%>ncos(15"7rx).

n=0

Figure 4: Iteragoes da funcao de Weierstrass.

IVERV

Indice: n =0 Indice: n =1 Indice: n =2

Fonte: Autoral.

4.2 A surpreendente aplicacao do Teorema de Baire

De maneira ainda mais surpreendente, se considerarmos um conjunto fechado e
limitado da reta I, entao o Teorema de Baire pode ser utilizado para mostrarmos

que existem mais funcoes reais com dominio em I, continuas e sem derivada em
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nenhum ponto do que fungoes reais com dominio em [, continuas e que possuem
derivada.

A demonstragao que exibiremos consiste em uma generalizacao da construcao
descrita em [§], j& que consideramos o dominio da fungao formado por qualquer

conjunto compacto da reta (fechado e limitado).

Proposicao 17. Sejam I = [a,b] C R, C = C(I;R) o conjunto das func¢oes
continuas e limitadas f : I — R, com a métrica do supremo e 9 o conjunto das

fungées continuas sem derivada em ponto algum de [a,b]. Entdo, 9 € denso em

C =C(;R).

Proof. A métrica do supremo define a distancia entre duas fungoes f,g € C' como

d(f,g) = sup {dn(f(x),9(x))} .

zeX

Pelo Teorema de Baire, é suficiente provar que o conjunto das fungoes continuas
f: I — R, que nao possuem derivada em ponto algum de I contém uma intersecao
enumeravel de abertos densos em C'.

No que se segue, sempre que escrevermos f(t + h), estaremos fazendo a suposi¢ao
de que h é suficientemente pequeno, de forma que ¢t + h € I.

Para cada n € N, consideraremos o conjunto

An:{fEC': vVt € I, 3h tal que

f(t+h2_f(t)’>n}.

Segue diretamente da definicao de derivada que se f € A, para todo n € N, entao

f nao possui derivada em ponto algum do intervalo I.

Dessa forma, basta mostrar que cada conjunto A, é aberto e denso em C, pois
oo

sabemos que C' é um espac¢o métrico completo, logo, pelo Teorema de Baire, ﬂ A,

n=1
e

serd um conjunto denso em C sendo ¥ = ﬂ Ap.

n=1
1. Afirmagao: Cada A, é aberto em C.
De fato, seja f € A,,. Para todo t € I, existe h tal que

ft+h) - f()
h

> n, portanto, |f(t + h) — f(t)| > n|hl|.

Consideremos entao:

p(t,h) = |f(t+h) = f)] =nlnl,
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note que ¢(t, h) > 0.
Podemos obter € > 0 tal que, para todo t € [ existe h com ¢(t,h) > e. Caso
contrério, existiria para k € N, algum ponto t; € I tal que p(tx, h) < %, para
qualquer que seja h.

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que t, — ty, €

[a, b]. Como ¢ é continua, concluimos que para todo h, ¢(tg, h) = klim o(tg, h) <
—00

1
klim 7= 0, o que é uma contradicao, pois ¢(t, h) > 0, para todo ¢ € I.
—00

Obtido e > 0, afirmamos que g € C, d(g, f) < 5 implica que g € A,.
Com efeito, para todo t € I, existe h tal que

nlhl+e <[f(t+h)— f(1)]
< [fE+h) =gt + )|+ gt + h) = g(t)] +1g(t) = f(D)]
<5 +lgt+h) —g()]+ 3

=lglt+h) —g(®) +e,

lg(t +h) — g(t)]
Al

e assim, n <

. Afirmagao: Cada A,, é denso em C.

Sejae > 0,n € Ne f € C, mostraremos que existe g € A4, tal que d(g, f) < €.
Dados f € C' e a > n, vamos construir a funcao poligonal g, cujo grafico é
formado por segmentos retilineos, onde seu coeficiente angular é, em maodulo,
maior ou igual do que a. Em primeiro lugar, utilizamos a continuidade uni-

forme da f para escolher uma particao do intervalo
a=th<ti <ty <..<t,=0b

com a propriedade de que f restrita a cada I; = [t;_1,t;] da parti¢do produz
€
imagem com variacao menor ou igual a 7 Para cada i € [1,...,m], elegemos

um ponto a; € (t;_1,t;) a escolher, tal que defina uma fungao poligonal g;:

(x) = f(tis1), se x € [ti1,aqi
P f(tic1) +mi(r —a;), se x € (a;ti),

f(t;) — f(ti—l).

ti—ai

onde m; =
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Para escolher q; temos certa flexibil-

idade. Figure 5: Construcao de ¢;.
Se f(t;) # f(ti—1), escolhemos a;
suficientemente préximo de t;, de ! )
modo que Allts timl < 5
t;) — f(ti— ) o
oo W)~ £l \
a
Entao, o gréafico de g; sera formado
por segmentos horizontais (com co- R RS
eficiente angular 0) e segmentos “' ‘
com coeficiente angular, em maédulo,
maior ou igual a a. (Figura [5) Fonte: Autoral.
£ €
Além disso, d(g1, f) < 3 Pois, para cada = € I, |gi(x) — f(t;)]| < 1°©
€ , €
7(x) — F(1)] < = assim, d(gr, /)| < =

A funcao g que procuramos consiste em substituir cada segmento horizontal
, A , €
de ¢g; por um grafico de “serra” com distancia até ¢g; menor do que 5 e o

coeficiente angular de cada segmento da serra é maior ou igual a o. (Figura

&)

Com efeito, a funcao g se da a partir de uma nova particao para cada intervalo
]i:

Seja P; a particao que buscamos para cada I;
i1 =81 < 89 < 83<...< Sm; — t;.

Consideramos

t;i_1), set=s;, jimpar
f( gy J

19 .
g(t) = fltic1) + 1 set=sj jpar

g(sj—1) +n(t —s;—1), set€ (sj-1,S))

onde  _ 982) = 9(s51)
Sj — Sj—-1
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Figure 6: Construcao da funcao g.

a| ay

—e

Fonte: Autoral.

Cada par de pontos s; e s;_; é tomado de forma que estejam suficientemente

préximos, de modo que

l9(s;) —g(sj—)| _ [f(tic1) = f(tic)) +e/4] 4

|sj — sj-1] |sj — sj-1] |85 — sj-1]

Para cada t € I;, pela defini¢ao de particao existe j tal que ¢ € [s;_1, s;], podemos

tomar h suficientemente pequeno, afim de que (¢+h) pertenca ao intervalo [s;_1, s;].

Sob estas condigoes,

gt +h) —g@] _ lg(s;) — g(sj-1)]
Al |85 — 81l

Essa estrutura das “serras” estd ilustrada na Figura [7]
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Figure 7: “Serras” da fungao

g
9(sj) = 9(s5-1) + f(t) = g(sm,)

IS

>~ ——=-===

ti-1 Sj—1t t+h S Sj+1 Sm;

Fonte: Autoral.

~ A ~ , . €
Pela construgao que fizemos a distancia entre as fungdes g e g; é majorada por 7
Assim,

d(f,g) < d(f,q) + d(g1, g) < g n Z <.

5 Conclusao

Neste trabalho mostramos que René-Louis Baire foi responsavel por contribuir de
maneira decisiva para caracterizar Espagos Métricos Completos.

A demonstracao do Teorema de Baire apresentada neste artigo foi integralmente
construida a partir dos conceitos de Espacos Métricos. As defini¢bes bésicas apre-
sentadas nos capitulos iniciais objetivam tornar o texto acessivel e autossuficiente,
com a finalidade de garantir o entendimento de alunos que estejam cursando o curso
de graduacao em Matematica.

Além disso, o Teorema de Baire mostrou-se determinante para a quebra de um
paradigma: a ideia de que fungoes continuas sem derivada em nenhum ponto sao
raras. A forca da construcao dessa prova é notoéria, pois é feita sem o uso de uma
funcao especifica.

O Teorema de Baire também possui aplicacao em diversas outras areas da matema-
tica e pode ser utilizado para abordar o Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema do
Grafico Fechado e Aplicacao Aberta, considerados o marco fundador da Anéalise Fun-
cional e tém grande importancia, uma vez que podem ser usados para comprovar a
existéncia de solucao de Equacoes Diferenciais, além de suas aplicagoes na Teoria do
Controle Otimo e Controlabilidade Exata. O leitor interessado em aprofundar seus

conhecimentos nessas areas pode consultar as referéncias [1] [3], [7], [11].

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, n. 16, 2021 — DOI: 10.12957/cadmat.2021.56996



R.A.C Schneider, V.S.Costa O Teorema de Baire e uma aplicagdo ... 29

References

1]

[14]

BACHMAN, G; NARICI, L. Functional Analysis, rev. ed. Mineola, NY:
Dover, 2000.

BARTLE, R. G. Elementos de Analise Real; Ed. Campus Ltda, 1983.

BREZIS, H. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential

equations. Springer Science & Business Media, 2010.
COPSON, E. T. Metric spaces. No. 57. CUP Archive, 1988.

LIMA, E. L. Curso de Andlise, Volume 1. 14? edicao. Rio de Janeiro:
IMPA-Projeto Euclides, 2013.

LIMA, E. L. Espagos métricos. 4* Edigao, Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA,
20009.

MOURA, C. A. Analise funcional e aplicagoes. Posologia. Editora Ciéncia Mod-
erna, 2002.

MUNKRES, J. Topology. Pearson New International Edition. Pearson, 2013.

O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F., René-Louis Baire. School of Mathe-
matics and Statistics University St Andrews, Scotland 2000. Disponivel em: https:

//mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Baire/.
O’SEARCOID, M. Metric spaces. Springer Science and Business Media, 2006.
RIESZ, F.; NAGY, S. B. Functional Analysis. Vol. 3. 1955.

RUDIN, W. Principles of mathematical analysis. Vol. 3. New York: McGraw-
hill, 1976.

SALZER, H. E.; Levine, N. Table of a Weierstrass continuous non-
differentiable function. Mathematics of Computation, v. 15, n. 74, p. 120-130,
1961.

WEIERSTRASS, K. Uber continuirliche functionen eines reellen arguments,
die fur keinen worth des letzteren einen bestimmten differentailqutienten
besitzen, Akademievortrag. Math. Werke (1872): 71-74.

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, n. 16, 2021 — DOI: 10.12957/cadmat.2021.56996


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Baire/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Baire/

	Introdução
	Biografia

	Resultados Preliminares
	Conjuntos de Funções
	Espaços Métricos Formados por Conjuntos de Funções
	Breves noções de Topologia
	Conjuntos Abertos
	Conjuntos Fechados

	Espaços Métricos Completos
	Conjuntos Magros

	Teorema de Baire
	Uma aplicação: A existência de funções contínuas sem derivada em nenhum ponto
	Função de Weierstrass
	A surpreendente aplicação do Teorema de Baire

	Conclusão

