EXPLICANDO PORQUE A MEDIANA PERTENCE A CLASSE MEDIANA
EM UM HISTOGRAMA

R. C. SANTOS!

Resumo

Costuma-se dizer que a mediana ¢ o valor que “divide” o conjunto em dois subconjuntos de mesmo
tamanho, ou de mesma ordem. Essa interpretacdo nem sempre é esclarecida nos livros. Vejamos
como deve ser entendida essa divisdo em dois subconjuntos para cada caso, n par e n impar. Vamos
explorar também o conceito de mediana a partir de dados agrupados em classes, isto €, a partir de um
histograma. Além disso, sera demonstrado que a Mediana de fato pertence a Classe Mediana em um
Histograma.

1 Definicdo de Mediana a partir de um conjunto numérico finito

De acordo com [LEONARDECZ — 2004], a mediana de um conjunto numérico finito e ordenado
v v =9 = = w16 por definicéo:
¢ O elemento de ordem 11 se n for impar, ou seja, ¥4/

2+

o A média aritmética dos elementos de ordem n/2 e (n/2) + 1, se n for par, ou seja, Inf2

¥im/21#1

Sendo a Mediana o valor que divide um conjunto ordenado em dois subconjuntos de mesma ordem,
considere os trés exemplos: o conjunto A = {2, 2, 3}, cuja ordem n = 3, é impar, que possui mediana
¥, = 2; 0 conjunto B = {1, 2, 2, 5}, com n = 4 par, que possui mediana (2 +2) /2 =2, e o conjunto C =
{1, 3, 6, 7}, n = 4 também par, que possui mediana (3 +6) /2 = 4,5.

Em A, a mediana é 2, e a quantidade de elementos menores ou iguais a ela é a mesma quantidade de
elementos que sdo maiores ou iguais, por isso a mediana “divide” A em dois subconjuntos. Mas, a
interseccdo destes conjuntos ndo é vazia, e isso acontece toda vez que n é impar.

No caso em que n € par, a mediana pode coincidir com algum elemento do conjunto (como em B e
em C). Observe que M = Yz OU ¥ineay 2, S€ € SOMENE S€, ¥y iz = Vinasy/z-

Em B, ha trés valores menores ou iguais do que a mediana e trés valores maiores ou iguais a ela, 0s
dois subconjuntos tém um elemento em comum: a prdpria mediana. Além disso, ha apenas um valor
maior do que a mediana, 0 que caracteriza a assimetria do conjunto.

Em C, ha dois valores menores do que a mediana 4,5 e dois valores maiores do que 4,5, os dois

subconjuntos sdo disjuntos.
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Em resumo, se n for impar, os subconjuntos ndo sdo disjuntos, mas quando n € par, 0s subconjuntos
podem ser disjuntos ou ndo. Em todo caso, os dois subconjuntos tém mesma ordem ou tamanho.

2 Dados agrupados em classes, através de um Histograma

Ao ministrar uma aula de estatistica, pedi para meus alunos calcularem a mediana a partir do histograma
ilustrado abaixo:

Q2
»

O 5 10 15 O 5 X10 15

Como os dados estdo organizados em classes através de um histograma, a mediana é o valor x que
deixa a soma das areas dos retdngulos hachurados, a esquerda do histograma, igual & soma das areas dos
retangulos ndo hachurados a direita.

Entdo, os alunos deveriam fazer a seguinte conta: a soma das areas dos retdngulos hachurados, na
figura da direita, é igual a soma das areas dos demais retangulos. Observe que o valor x deve pertencer a
classe mediana, cujo conceito sera falado adiante. A classe mediana nesse exemplo € a classe de intervalo
15, 10]. No entanto, um dos alunos encontrou um valor x que ndo pertencia a classe mediana, ou seja,
estava entre 0 e 5, e ndo entre 5 e 10 como deveria. Dai pode surgir a seguinte questdo: o valor x que
divide a area do histograma sempre pertencera a classe mediana?

Considere o histograma abaixo, onde o Vértice inferior esquerdo do primeiro retangulo da esquerda
foi colocado na origem do semi-eixo x positivo. Para tanto, considere que:

o fy, f,, fs, ..., f, SA0 as frequéncias de cada classe, que coincidem com as alturas dos retangulos;

e C¢é o comprimento de cada classe, que coincide com o tamanho da base dos retangulos;

e 0s valores 0, 2¢c, 3c, ..., ke, ..., nc sdo as abscissas correspondentes aos vértices dos retangulos,
localizados no semi-eixo X positivo;
os valores observados coincidentes com o extremo esquerdo de cada intervalo ou classe pertencem a
classe da esquerda, e 0s correspondentes ao extremo direito pertencem a propria classe correspondente,
isto é, se hd uma observacdo y = ic para algum i, entdo y pertence a classe da esquerda, isto é, a classe
correspondente ao intervalo semi-aberto ] (i—1)c, ic] parai=1,...,n.
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Fig. 1 Histograma
Nota: Em cada intervalo semi-aberto ](i — 1)c, ic] ha f; valores, parai=1, ..., n.

3 Definicado de Classe Mediana

De acordo com a definicéo, a classe mediana € a primeira das classes, da esquerda para a direita, ou
da direita para a esquerda, cuja frequéncia acumulada é maior ou igual do que a metade da soma S das
frequéncias. Isto é, se 5 = ZIL, f, entdo a classe mediana, que na figura 1 ser& por suposicdo o intervalo
semi-aberto J(k — 1)c, kc], é tal que Zfzi £ < 5/2 e TE,f = §/2.

4 Definicdo de Mediana para Distribuicdo de Frequéncia

Dado o histograma, a mediana é o valor x tal que a soma das areas dos retangulos hachurados na
figura abaixo (os da esquerda) é igual @ soma das dos retdngulos a direita. A nossa pergunta é: existe um
tal valor x? E se existe, ele se localiza obrigatoriamente na classe mediana, ou seja, (k — 1)c < x < kc?

O valor x que divide a area do histograma em dois subconjuntos de igual frequéncia pertence a classe
mediana?
De fato, a mediana sempre pertence a classe mediana, como serd demonstrado a seguir:

Proposi¢cdo. Suponha que a classe ] (k— 1)c, kc] seja a classe mediana, isto €, suponha

k-1 5
PN
=1 £
k 3
Entdo, o valor x que deixa metade da area do histograma a sua esquerda e metade da area a sua
direita pertence a classe mediana. Em outras palavras a equagao
cfi+ef+ o tefy +lx—(k—1)e)fs = (ke —x)f + cfiry + +cfy, (1)
tem solugdo x pertencente ao intervalo semiaberto J(k — 1)c, kc].
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Demonstracéo:
Primeiro, observe que a hipotese () é equivalente a

DINEDWN
Z:;_iﬁ = ZL h-ﬁ '

Também, a hipotese (1) € equivalente a

2 leﬁ = Z;ﬁ-,
Z:ﬂf[ Ezlku‘ﬁl

Agora, resolvendo a equacéo (I11) para x, temos:

ou seja,

ou seja,

cfitom b cfi st xfi —kef + of Sk —x-fi +cfisnt o H oy
ou,

_ 2kef, + e Xper f — e XECE — cf
_ . |

Esse x satisfaz (k — 1}¢ < x = ke, como veremos a seguir:
A desigualdade da esquerda,

2kcfy + cElpe i —c XSt fi—cf

(k—1)c =< of,

Il

¢ equivalente a:

2kef, + € Z ﬁ—ch—cﬁl}7ﬁlkc—7ﬁlc¢}

L—n+1.

Z Zﬁ k+i2f=0s

i=k+1
n

Z fi —Zﬁ +H=0=
i=k+1 i=1
n -1
PREDN
i=k i=1

que é verdadeira pela hipétese (1).

Jé a desigualdade da direita,

2kefy + ¢ Eipin fr —c NSt f — cf
2f;
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Eka_f;‘.+c.i _ﬁ—cE_ﬁ—cﬁiizﬂccﬁ

i=k+1

=1
n k-1
Z ﬁ—Zﬁ—ﬁ “0e
i=k+1 i=t
RN
[ i=1

i=k+1

que é verdade pela hipotese (I1). O

5 Conclusao

A demonstracdo aqui apresentada ndo deixa duvidas. A mediana sempre pertencerd & classe
mediana. N&o tenham receio, professores, se o valor encontrado por algum aluno estiver fora desta classe,
com certeza houve algum erro de célculo.
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