
Grupos Abelianos Bornológicos ∗

d. p. pombo jr. †

Conteúdo
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Introdução

Como Hogbe-Nlend observou em seu artigo de divulgação [10], vários aspectos importantes da Análise

Funcional nos quais o conceito de limitação desempenha um papel central motivaram a introdução da

noção de bornologia convexa em um espaço vetorial real ou complexo, que apareceu explicitamente pela

primeira vez nos artigos pioneiros [20] e [21] de Waelbroeck. A importância das bornologias convexas na

Análise Funcional clássica foi enfatizada nos livros [11], [12] e [22], embora também tenha sido natural

considerar a noção de bornologia em outros contextos, como pode ser visto, por exemplo, em [1], [13],

[15], [16], [18] e [19].

O ponto de partida para o presente trabalho é a observação de que a maioria das estruturas bor-

nológicas estudadas até o momento satisfaz a propriedade comum de ser compat́ıvel com uma estrutura

de grupo abeliano. Esse fato nos motivou a introduzir a noção de grupo abeliano bornológico, onde um

grupo abeliano bornológico é simplesmente um grupo abeliano munido de uma bornologia de grupo (ou

seja, de uma bornologia compat́ıvel com a sua estrutura de grupo). Nas seções 3, 4 e 5 deste trabalho

discutimos as construções fundamentais na classe dos grupos abelianos bornológicos e as propriedades

universais satisfeitas pelos grupos abelianos bornológicos constrúıdos, estabelecemos uma versão do teo-

rema de isomorfismo de Noether no nosso contexto e provamos a exatidão de certas sequências de grupos

∗Palavras-chave: grupos abelianos bornológicos, sequências exatas, bornologia da equilimitação, bornologia da equicon-

tinuidade
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abelianos bornológicos. Os pré-requisitos sobre conjuntos bornológicos e grupos abelianos são inclúıdos,

respectivamente, nas seções 1 e 2. Cabe também mencionar que vários resultados deste trabalho foram

inspirados em resultados básicos de Álgebra Linear [6].

1 Conjuntos bornológicos

Nesta seção nos limitaremos aos resultados sobre conjuntos bornológicos necessários ao desenvolvimento

do presente trabalho. Uma exposição mais completa sobre o assunto pode ser encontrada em [12] ou

[18].

Definição 1.1. Sejam G um conjunto e B um conjunto de partes de G. B é dita uma bornologia em G

quando as seguintes condições são satisfeitas:

(a) se B1, B2 ∈ B, então B1 ∪B2 ∈ B;

(b) se B1 ∈ B e B2 ⊂ B1 , então B2 ∈ B;

(c) {x} ∈ B para todo x ∈ G.

Os elementos de B são ditos os limitados de B. Um conjunto bornológico é um par (G,B), onde G é um

conjunto e B é uma bornologia em G. Dados dois conjuntos bornológicos (G,B) e (H, C), diz-se que uma

aplicação u : (G,B)→ (H, C) é limitada se u(B) ∈ C para todo B ∈ B.

Definição 1.2. Sejam G um conjunto e B1 , B2 duas bornologias em G. Diz-se que B1 é mais fina do

que B2 (ou que B2 é menos fina do que B1) se a aplicação identidade

1G : (G,B1) −→ (G,B2)

é limitada.

Exemplo 1.3. Se G é um conjunto, então o conjunto de todas as partes finitas de G é uma bornologia

em G, dita a bornologia discreta em G, a qual é a bornologia mais fina em G. Se G é um conjunto

munido da sua bornologia discreta e H é um conjunto bornológico arbitrário, então toda aplicação de G

em H é limitada.

Exemplo 1.4. Se G é um conjunto, então o conjunto de todas as partes de G é uma bornologia em G,

dita a bornologia trivial em G, a qual é a bornologia menos fina em G. Se G é um conjunto bornológico

arbitrário e H é um conjunto munido de sua bornologia trivial, então toda aplicação de G em H é

limitada.

Exemplo 1.5. Se G é um espaço topológico de Hausdorff e B é o conjunto de todas as partes relativa-

mente compactas de G, então (G,B) é um conjunto bornológico. Se u é uma aplicação cont́ınua do espaço

topológico de Hausdorff G no espaço topológico de Hausdorff H e B (respectivamente C) é o conjunto de

todas as partes relativamente compactas de G (respectivamente H), então u : (G,B)→ (H, C) é limitada.
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Exemplo 1.6. Se G é um espaço uniforme e B é o conjunto de todas as partes precompactas de G, então

(G,B) é um conjunto bornológico. Se u é uma aplicação uniformemente cont́ınua do espaço uniforme

G no espaço uniforme H e B (respectivamente C) é o conjunto de todas as partes precompactas de G

(respectivamente H), então u : (G,B)→ (H, C) é limitada.

Exemplo 1.7. Sejam (G,B) e (H, C) dois conjuntos bornológicos. Diz-se que um conjunto X de

aplicações de G em H é equilimitado (ou, mais precisamente, B − C-equilimitado) se, para todo B ∈ B,

o conjunto

X(B) =
{
u(x);x ∈ B, u ∈ X

}
∈ C.

Então o conjunto de todos os conjuntos equilimitados de aplicações de G em H é uma bornologia no

conjunto de todas as aplicações limitadas de (G,B) em (H, C), dita a bornologia da equilimitação.

Exemplo 1.8. Sejam G um espaço topológico e H um espaço uniforme. Então o conjunto de todos os

conjuntos equicont́ınuos de aplicações de G em H é uma bornologia no conjunto de todas as aplicações

cont́ınuas de G em H, dita a bornologia da equicontinuidade.

Definição 1.9. Sejam (G,B) um conjunto bornológico e B1 ⊂ B. Diz-se que B1 é um sistema fundamental

de limitados para B se todo elemento de B está contido em algum elemento de B1 .

Proposição 1.10. Sejam G um conjunto e B1 um conjunto de partes de G. Para que exista uma

(necessariamente única) bornologia em G para a qual B1 seja um sistema fundamental de limitados, é

necessário e suficiente que as seguintes condições sejam satisfeitas:

(a)
⋃

B∈B1

B = G;

(b) para quaisquer B1, B2 ∈ B1 existe B3 ∈ B1 tal que B1 ∪B2 ⊂ B3 .

Demonstração. Seja B uma bornologia em G para a qual B1 é um sistema fundamental de limitados.

Se x ∈ G é arbitrário, {x} ∈ B, e então existe B ∈ B1 com {x} ⊂ B, mostrando a validade de (a). Se

B1, B2 ∈ B1 , B1 ∪B2 ∈ B. Logo, existe B3 ∈ B1 com B1 ∪B2 ⊂ B3 , mostrando a validade de (b).

Reciprocamente, suponhamos que B1 satisfaça as condições (a) e (b) e definamos B como o conjunto

das partes de G contidas em algum elemento de B1 . É fácil ver que B é uma bornologia em G e, por

construção, B1 é um sistema fundamental de limitados para B.

Teorema 1.11. Sejam G um conjunto,
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de conjuntos bornológicos e, para cada

i ∈ I, seja ui uma aplicação de G em Gi . Então existe uma única bornologia B em G inicial para a

famı́lia
(
(Gi,Bi), ui

)
i∈I , no seguinte sentido: para todo conjunto bornológico (H, C) e para toda aplicação

u : H → G, tem-se que u : (H, C)→ (G,B) é limitada se e somente se ui ◦u : (H, C)→ (Gi,Bi) é limitada
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para todo i ∈ I.

(H, C) u−→ (G,B)

ui ◦ u↘ ↙ ui

(Gi,Bi)

Demonstração. É fácil ver que

B = {B ⊂ G; ui(B) ∈ Bi para todo i ∈ I}

é uma bornologia em G. E, pela definição de B, ui : (G,B)→ (Gi,Bi) é limitada para todo i ∈ I. Sejam

(H, C) e u como no enunciado. É claro que, se u : (H, C) → (G,B) é limitada, então ui ◦ u : (H, C) →
(Gi,Bi) é limitada para todo i ∈ I. Reciprocamente, admitamos que cada ui◦u seja limitada e seja C ∈ C
arbitrário. Logo, u(C) ∈ B, pois ui

(
u(C)

)
= (ui ◦ u)(C) ∈ Bi para todo i ∈ I; assim, u : (H, C)→ (G,B)

é limitada. Portanto, a existência está provada.

Finalmente, para mostrar a unicidade, seja B′ uma bornologia em G tal que ui : (G,B′) → (Gi,Bi)
é limitada para todo i ∈ I. Então 1G : (G,B′) → (G,B) é limitada, já que ui ◦ 1G : (G,B′) → (Gi,Bi) é

limitada para todo i ∈ I. Consequentemente, B é a bornologia menos fina em G que torna todas as ui

limitadas, e a unicidade está estabelecida.

Observação 1.12. Nas condições do Teorema 1.11, se Bi é a bornologia trivial em Gi para todo i ∈ I,

então B é a bornologia trivial em G.

Definição 1.13. Sejam (G,B) um conjunto bornológico e K ⊂ G. A bornologia induzida por B em K,

denotada por BK , é a bornologia inicial para o par
(
(G,B), u

)
, onde u designa a inclusão de K em G.

Definição 1.14. Sejam G um conjunto e (Bi)i∈I uma famı́lia de bornologias em G. A bornologia

interseção da famı́lia (Bi)i∈I , denotada por
⋂
i∈I
Bi , é a bornologia inicial para a famı́lia

(
(G,Bi), ui

)
i∈I ,

onde ui = 1G para todo i ∈ I.

É claro que B ∈
⋂
i∈I
Bi se e somente se B ∈ Bi para todo i ∈ I.

Definição 1.15. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de conjuntos bornológicos, G o conjunto produto∏

i∈I
Gi e, para cada i ∈ I, seja pri a projeção de G em Gi . A bornologia produto em G, denotada por∏

i∈I
Bi , é a bornologia inicial para a famı́lia

(
(Gi,Bi),pri

)
i∈I .

Observação 1.16. É fácil ver que todos os conjuntos da forma∏
i∈I

Bi (Bi ∈ Bi)

constituem um sistema fundamental de limitados para a bornologia
∏
i∈I
Bi .
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Proposição 1.17. Sejam (G,B) um conjunto bornológico, H um conjunto e u : G→ H uma aplicação

sobrejetora. Então

C =
{
u(B); B ∈ B

}
é uma bornologia em H.

Demonstração. É claro que C satisfaz as condições (a) e (c) da Definição 1.1. Finalmente, se B ∈ B
e T ⊂ u(B), então T = u

(
u−1(T ) ∩ B

)
, sendo que u−1(T ) ∩ B ∈ B, pois u−1(T ) ∩ B ⊂ B. Portanto,

T ∈ C, e a condição (b) da Definição 1.1 também se verifica.

Definição 1.18. Nas condições da Proposição 1.17, C é dita a bornologia imagem direta de B por u e é

denotada por u(B).

Exemplo 1.19. Sejam G um conjunto, B1 (respectivamente B2) a bornologia discreta (respectivamente

trivial) em G e H e u como na Proposição 1.17. Então a bornologia u(B1) (respectivamente u(B2)) é a

bornologia discreta (respectivamente trivial) em H.

2 Grupos abelianos: algumas construções básicas

Esta seção é dedicada, essencialmente, aos conceitos de limite projetivo e limite indutivo no contexto dos

grupos abelianos. Nossas principais referências foram [6] e [14].

Todos os grupos considerados neste trabalho serão supostos abelianos e denotados aditivamente; o

elemento neutro de qualquer grupo será denotado por 0. Para qualquer homomorfismo de grupos u, seu

núcleo será representado por Ker(u) e sua imagem por Im(u).

Lembremos que, para quaisquer grupos G e H, o conjunto Hom(G;H) de todos os homomorfismos

de grupos de G em H é um grupo abeliano.

Definição 2.1. Sejam (Gi)i∈I uma famı́lia de grupos e G o conjunto produto
∏
i∈I

Gi . Então a aplicação

(
(xi)i∈I , (yi)i∈I

)
∈ G×G 7−→ (xi + yi)i∈I ∈ G

torna G um grupo abeliano, dito o grupo produto da famı́lia (Gi)∈I .

Para cada i ∈ I, a projeção pri : G→ Gi é um homomorfismo de grupos.

Observação 2.2. Nas condições da Definição 2.1, a seguinte propriedade universal se verifica: para todo

grupo H, a aplicação

u ∈ Hom

(
H;
∏
i∈I

Gi

)
7−→ (pri ◦ u)i∈I ∈

∏
i∈I

Hom
(
H;Gi

)
é um isomorfismo de grupos.
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Definição 2.3. Seja (I,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Diz-se que
(
Gi, uij

)
i∈I é um sistema

projetivo de grupos se Gi é um grupo para todo i ∈ I, uij é um homomorfismo de grupos de Gj em Gi

para i, j ∈ I com i ≤ j, uii = 1Gi para todo i ∈ I e uij ◦ ujk = uik para i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k. Seja G

o grupo produto da famı́lia (Gi)i∈I . Então

lim←−Gi =
{
x ∈ G; (uij ◦ prj)(x) = pri(x) para i, j ∈ I com i ≤ j

}
é um subgrupo de G, dito o limite projetivo do sistema

(
Gi, uij

)
i∈I . Para cada i ∈ I, seja ui a restrição

de pri a lim←−Gi ; ui : lim←−Gi → Gi é dito o homomorfismo de grupos canônico. Assim, para i, j ∈ I com

i ≤ j, o diagrama

lim←− Gi

uj ↙ ↘ ui

Gj −→
uij

Gi

é comutativo.

Observação 2.4. Seja (Gi)i∈I uma famı́lia de grupos. Munamos I da relação de igualdade e definamos

uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
Gi, uii

)
i∈I é um sistema projetivo de grupos e lim←− Gi =

∏
i∈I

Gi .

Exemplo 2.5. Consideremos o grupo aditivo Z dos números inteiros. Para cada inteiro m ≥ 1 definamos

Gm = Z e, para quaisquer inteiros 1 ≤ m ≤ n, definamos umn : x ∈ Gn 7→ 3n−mx ∈ Gm . Então(
Gm, umn

)
m≥1

é um sistema projetivo de grupos e, portanto, podemos considerar o grupo lim←− Gm .

Proposição 2.6. Seja
(
Gi, uij

)
i∈I como na Definição 2.3. Então a seguinte propriedade universal é

válida: para todo grupo H e para toda famı́lia (αi)i∈I tal que αi é um homomorfismo de grupos de H em

Gi para i ∈ I e uij ◦αj = αi para i ≤ j, existe um único homomorfismo de grupos u de H em lim←− Gi tal

que ui ◦ u = αi para todo i ∈ I, onde ui é o homomorfismo de grupos canônico.

Gj
uij−→ Gi

αj ↖ ↗ αi

H

H
u−→ lim←− Gi

αi ↘ ↙ ui

Gi

Demonstração. Para cada y ∈ H, ponhamos u(y) =
(
αi(y)

)
i∈I ∈

∏
i∈I

Gi . Como, por hipótese,

uij ◦ αj = αi para i ≤ j, u(y) ∈ lim←− Gi para todo y ∈ H. Logo, u é um homomorfismo de grupos de H

em lim←− Gi tal que ui ◦ u = αi para todo i ∈ I, provando assim a existência. Finalmente, a unicidade é

clara.

Corolário 2.7. Sejam
(
Gi, uij

)
i∈I e

(
Hi, vij

)
i∈I dois sistemas projetivos de grupos e, para cada i ∈ I,
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seja βi um homomorfismo de grupos de Gi em Hi de modo que, para i ≤ j, o diagrama

Gj
βj−→ Hj

uij ↓ ↓ vij

Gi −→
βi

Hi

é comutativo. Então existe um único homomorfismo de grupos u de lim←− Gi em lim←− Hi de modo que, para

todo i ∈ I, o diagrama

lim←− Gi
u−→ lim←− Hi

ui ↓ ↓ vi

Gi −→
βi

Hi

é comutativo, onde ui e vi são os homomorfismos de grupos canônicos.

Demonstração. Para cada i ∈ I, ponhamos αi = βi ◦ ui . Como, para i ≤ j,

vij ◦ αj = vij ◦ (βj ◦ uj) = (vij ◦ βj) ◦ uj = (βi ◦ uij) ◦ uj

= βi ◦ (uij ◦ uj) = βi ◦ ui = αi ,

segue da Proposição 2.6 que existe um único homomorfismo de grupos u de lim←− Gi em lim←− Hi tal que

vi ◦ u = αi = βi ◦ ui para todo i ∈ I. Assim, a demonstração está conclúıda.

Definição 2.8. Seja (Gi)i∈I uma famı́lia de grupos. Seja G o grupo produto
∏
i∈I

Gi e, para cada i ∈ I,

seja pri a projeção de G em Gi . Então o conjunto⊕
i∈I

Gi = {x ∈ G; pri(x) = 0 exceto para um número finito de ı́ndices}

é um subgrupo de G, dito a soma direta da famı́lia (Gi)i∈I . Para cada i ∈ I, a injeção canônica de Gi

em
⊕
i∈I

Gi é o homomorfismo de grupos ui : xi ∈ Gi 7→ (yj)j∈I ∈
⊕
i∈I

Gi , onde yj = 0 se j 6= i e yi = xi .

No caso em que I é finito, tem-se
∏
i∈I

Gi =
⊕
i∈I

Gi .

Observação 2.9. Nas condições da Definição 2.8, a seguinte propriedade universal se verifica: para todo

grupo H, a aplicação

u ∈ Hom

(⊕
i∈I

Gi;H

)
7−→

(
u ◦ ui

)
i∈I ∈

∏
i∈I

Hom
(
Gi;H

)
é um isomorfismo de grupos.

Definição 2.10. Seja (I,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Diz-se que
(
Gi, uji

)
i∈I é um sistema

indutivo de grupos se Gi é um grupo para todo i ∈ I, uji é um homomorfismo de grupos de Gi em Gj

para i, j ∈ I com i ≤ j, uii = 1Gi para todo i ∈ I e ukj ◦ uji = uki para i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k.
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Proposição 2.11. Seja
(
Gi, uji

)
i∈I um sistema indutivo de grupos. Sejam G =

⊕
i∈I

Gi e N o subgrupo

de G formado por todas as somas finitas de elementos da forma
(
uj ◦uji

)
(xi)−ui(xi), onde ui : Gi → G

é a injeção canônica, xi ∈ Gi e i ≤ j. Seja π : G → G/N a sobrejeção canônica e, para cada i ∈ I,

seja vi = π ◦ ui o homomorfismo de grupos canônico (por construção, vj ◦ uji = vi para i ≤ j). Então

vale a seguinte propriedade universal: para todo grupo H e para toda famı́lia (αi)i∈I tal que αi é um

homomorfismo de grupos de Gi em H para i ∈ I e αj◦uji = αi para i ≤ j, existe um único homomorfismo

de grupos u de G/N em H tal que u ◦ vi = αi para todo i ∈ I.

Gi
uji−→ Gj

αi ↘ ↙ αj

H

G/N
u−→ H

vi ↖ ↗ αi

Gi

Demonstração. Pela Observação 2.9, existe um único homomorfismo de grupos w : G → H tal que

w ◦ ui = αi para todo i ∈ I. Notemos ainda que, para xi ∈ Gi e i ≤ j arbitrários, tem-se w
(
(uj ◦

uji)(xi) − ui(xi)
)

= (w ◦ uj)
(
uji(xi)

)
− (w ◦ ui)(xi) =

(
αj ◦ uji

)
(xi) − αi(xi) = αi(xi) − αi(xi) = 0,

mostrando que N ⊂ Ker(w). Logo, pelo teorema do isomorfismo, existe um único homomorfismo de

grupos (injetor) u : G/N → H tal que u ◦ π = w. Finalmente, para i ∈ I e xi ∈ Gi arbitrários, tem-se

(u ◦ vi)(xi) = (u ◦ π ◦ ui)(xi) = (w ◦ ui)(xi) = αi(xi). Portanto, a existência está provada.

Finalmente provemos a unicidade. Com efeito, seja ũ : G/N → H um homomorfismo de grupos tal

que ũ ◦ vi = αi para todo i ∈ I. Para y ∈ G arbitrário, existe um subconjunto finito J de I e, para cada

i ∈ J , existe xi ∈ Gi de modo que y =
∑
i∈J

ui(xi). Logo,

(ũ ◦ π)(y) =
∑
i∈J

ũ
(
(π ◦ ui)(xi)

)
=
∑
i∈J

(ũ ◦ vi)(xi) =
∑
i∈J

αi(xi)

=
∑
i∈J

(w ◦ ui)(xi) = w

(∑
i∈J

ui(xi)

)
= w(y).

Consequentemente, ũ = u, e a unicidade está provada.

Definição 2.12. Nas condições da Proposição 2.11, o grupo G/N é dito o limite indutivo do sistema(
Gi, uji

)
i∈I e denotado por lim−→ Gi .

Observação 2.13. Seja (Gi)i∈I uma famı́lia de grupos. Munamos I da relação de igualdade e definamos

uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
Gi, uii

)
i∈I é um sistema indutivo de grupos e lim−→ Gi =

⊕
i∈I

Gi .

Exemplo 2.14. Seja G um grupo e seja (Gi)i∈I a famı́lia de todos os subgrupos finitamente gerados

de G. Definamos a seguinte relação de ordem parcial ≤ em I: para i, j ∈ I, i ≤ j se Gi ⊂ Gj . Para

i ≤ j, seja uji a inclusão de Gi em Gj . Então
(
Gi, uji

)
i∈I é um sistema indutivo de grupos e, portanto,

podemos considerar lim−→ Gi .
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Corolário 2.15. Sejam
(
Gi, uji

)
i∈I e

(
Hi, vji

)
i∈I dois sistemas indutivos de grupos e, para cada i ∈ I,

seja βi um homomorfismo de grupos de Gi em Hi de modo que, para i ≤ j, o diagrama

Gi
βi−→ Hi

uji ↓ ↓ vji

Gj −→
βj

Hj

é comutativo. Então existe um único homomorfismo de grupos u de lim−→ Gi em lim−→ Hi de modo que, para

todo i ∈ I, o diagrama

lim−→ Gi
u−→ lim−→ Hi

vi ↑ ↑ wi

Gi −→
βi

Hi

é comutativo, onde vi e wi são os homomorfismos de grupos canônicos.

Demonstração. Basta argumentar como na demonstração do Corolário 2.7, aplicando a Proposição

2.11 em lugar da Proposição 2.6.

3 Grupos abelianos bornológicos

Nesta seção, cujo embrião foi [17], consideraremos uma noção já impĺıcita na Definição 2.1 da página 45

de [22].

Definição 3.1. Uma bornologia B em um grupo G é dita uma bornologia de grupo, e (G,B) é dito um

grupo bornológico, se a aplicação

(x, y) ∈ (G×G,B × B) 7−→ x− y ∈ (G,B)

é limitada.

É claro que uma bornologia B em um grupo G é uma bornologia de grupo se e somente se as aplicações

(x, y) ∈ (G×G,B × B) 7→ x+ y ∈ (G,B) e x ∈ (G,B) 7→ −x ∈ (G,B) são limitadas.

Exemplo 3.2. Se G é um grupo, a bornologia discreta em G é uma bornologia de grupo.

Exemplo 3.3. Se G é um grupo, a bornologia trivial em G é uma bornologia de grupo.

Exemplo 3.4. Sejam G um grupo e || · || uma seminorma em G ([23], Definição 6.7). Consideremos

o conjunto B formado pelos subconjuntos B de G satisfazendo a seguinte propriedade: B ∈ B se existe

M > 0 tal que ||x|| ≤M para todo x ∈ B. Então (G,B) é um grupo bornológico.



26 Cadernos do IME – Série Matemática Vol. 24 (impresso)/Vol. 6 (online) (2012)

Exemplo 3.5. Se G é um grupo topológico de Hausdorff, então a bornologia em G formada pelas partes

relativamente compactas de G (Exemplo 1.5) é uma bornologia de grupo em G.

Exemplo 3.6. Sejam (G,B) e (H, C) dois grupos bornológicos e Homb

(
(G,B); (H, C)

)
o grupo abeliano

de todos os homomorfismos de grupos limitados de (G,B) em (H, C) (se u ∈ Homb

(
(G,B); (H, C)

)
, seu

simétrico −u ∈ Homb

(
(G,B); (H, C)

)
é dado por (−u)(x) = −(u(x)) para x ∈ G). Então a bornologia

ECB induzida pela bornologia da equilimitação (Exemplo 1.7) em Homb

(
(G,B); (H, C)

)
é uma bornologia

de grupo. De fato, para quaisquer X1,X2 ∈ ECB e B ∈ B, tem-se

(X1 − X2)(B) ⊂ X1(B)− X2(B),

e dáı resulta que (X1 − X2)(B) ∈ C. Logo, X1 − X2 ∈ ECB .

Exemplo 3.7. Sejam (G, τ) e (H, θ) dois grupos topológicos e Homc

(
(G, τ); (H, θ)

)
o grupo abeliano

de todos os homomorfismos de grupos cont́ınuos de (G, τ) em (H, θ) (se u ∈ Homc

(
(G, τ); (H, θ)

)
, seu

simétrico −u ∈Homc

(
(G, τ); (H, θ)

)
é dado exatamente como no Exemplo 3.6). Então a bornologia Eθτ

induzida pela bornologia da equicontinuidade (Exemplo 1.8) em Homc

(
(G, τ); (H, θ)

)
é uma bornologia

de grupo. De fato, sejam X1,X2 ∈ Eθτ arbitrários e seja V uma θ-vizinhança arbitrária de 0 em H.

Tomemos uma θ-vizinhança V1 de 0 em H tal que V1−V1 ⊂ V e uma τ -vizinhança U de 0 em G tal que

X1(U) ⊂ V1 e X2(U) ⊂ V1 . Então

(X1 − X2)(U) ⊂ X1(U)− X2(U) ⊂ V1 − V1 ⊂ V,

provando a equicontinuidade de X1 − X2 em 0. Logo, X1 − X2 ∈ Eθτ pela Proposição 5, p. 28 de [4].

Exemplo 3.8. Sejam R um anel topológico com elemento unidade e (E,B) um R-módulo bornológico

[16], onde E é um R-módulo à esquerda unitário. Se (E,+) é o grupo aditivo subjacente a E, então(
(E,+),B

)
é um grupo bornológico. Em particular, se (E, τ) é um R-módulo topológico à esquerda

unitário, então
(
(E,+),B(τ)

)
é um grupo bornológico, onde B(τ) denota a bornologia de R-módulo

formada por todos os subconjuntos τ -limitados de E ([23], Definição 15.1).

Exemplo 3.9. Seja R como no Exemplo 3.8, com R linearmente topologizado ([9], (7.1.1)), e seja (E,B)

um R-módulo linearmente bornologizado [15]. Para quaisquer B1, B2 ∈ B, tem-se B1 + B2 ⊂ [B1 ∪ B2]

e RB1 ⊂ [B1]; assim, B1 + B2 , RB1 ∈ B pela Proposição 1 de [15]. Portanto, (E,B) é um R-módulo

bornológico, e então
(
(E,+),B

)
é um grupo bornológico pelo Exemplo 3.8.

Exemplo 3.10. SejaK um corpo não trivialmente valorizado. Se (E,B) é um espaço vetorial bornológico

sobre K ([18], p.43, Definição 1), então
(
(E,+),B

)
é um grupo bornológico em virtude do Exemplo 3.8.

Em particular, se K é um corpo ultramétrico não trivialmente valorizado e (E,B) é um espaço vetorial

bornológico K-convexo [1], então
(
(E,+),B

)
é um grupo bornológico.
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Exemplo 3.11. Se (E,B) é um espaço vetorial bornológico convexo sobre R ou C ([12], p.19 e Exerćıcio

2.E.1), então
(
(E,+),B

)
é um grupo bornológico pelo Exemplo 3.8.

Teorema 3.12. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos, G um grupo e, para cada i ∈ I,

seja ui : G→ Gi um homomorfismo de grupos. Se B é a bornologia inicial para a famı́lia
(
(Gi,Bi), ui

)
i∈I

(Teorema 1.11), então (G,B) é um grupo bornológico.

Demonstração. Sejam B1,B2 ∈ B arbitrários. Como

ui(B1 −B2) = ui(B1)− ui(B2) ∈ Bi

para todo i ∈ I, então B1 −B2 ∈ B. Portanto, (G,B) é um grupo bornológico.

Corolário 3.13. Se (G,B) é um grupo bornológico e K é um subgrupo de G, então (K,BK) é um grupo

bornológico.

Demonstração. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Corolário 3.14. Se (Bi)i∈I é uma famı́lia de bornologias de grupo em um grupo G, então

(
G,
⋂
i∈I
Bi
)

é um grupo bornológico.

Demonstração. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Corolário 3.15. Se
(
(Gi,Bi)

)
i∈I é uma famı́lia de grupos bornológicos, então

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi
)

é um

grupo bornológico.

Demonstração. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Observação 3.16. Nas condições do Corolário 3.15, a seguinte propriedade universal se verifica: para

todo grupo bornológico (H, C), a aplicação

u ∈ Homb

(
(H, C);

(∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi

))
7→
(
pri ◦ u

)
i∈I ∈

∏
i∈I

Homb

(
(H, C); (Gi,Bi)

)
é um isomorfismo de grupos, onde pri é a projeção de G em Gi .

Proposição 3.17. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I e

(
(Hi, Ci)

)
i∈I duas famı́lias de grupos bornológicos. Para cada

i ∈ I seja ui : Gi → Hi um homomorfismo de grupos e seja
∏
i∈I

ui :
∏
i∈I

Gi →
∏
i∈I

Hi o homomorfismo

de grupos dado por
∏
i∈I

ui
(
(xi)i∈I

)
=
(
ui(xi)

)
i∈I . Então Ker

( ∏
i∈I

ui

)
=
∏
i∈I

Ker(ui) e Im

( ∏
i∈I

ui

)
=∏

i∈I
Im(ui). Além disso,

∏
i∈I

ui ∈ Homb

((∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi

)
;

(∏
i∈I

Hi,
∏
i∈I
Ci

))
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se e somente se ui ∈ Homb

(
(Gi,Bi); (Hi, Ci)

)
para todo i ∈ I.

Demonstração. As igualdades Ker

( ∏
i∈I

ui

)
=
∏
i∈I

Ker(ui) e Im

( ∏
i∈I

ui

)
=
∏
i∈I

Im(ui) são óbvias.

Para cada j ∈ I seja prj a projeção de
∏
i∈I

Hi em Hj e seja wj : Gj →
∏
i∈I

Gi o homomorfismo de grupos

dado por wj(xj) = (ti)i∈I , onde ti = 0 se i 6= j e tj = xj . Como wj ∈ Homb

(
(Gj ,Bj);

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi
))

,

prj ∈ Homb

(( ∏
i∈I

Hi,
∏
i∈I
Ci
)

; (Hj , Cj)
)

e uj = prj ◦
( ∏
i∈I

ui

)
◦ wj , a limitação de

∏
i∈I

ui implica a de

uj . (∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi

) ∏
i∈I

ui

−→

(∏
i∈I

Hi,
∏
i∈I
Ci

)
wj ↑ ↓ prj

(Gj ,Bj) −→
uj

(Hj , Cj)

Reciprocamente, admitamos que ui ∈ Homb

(
(Gi,Bi); (Hi, Ci)

)
para todo i ∈ I. Como

∏
i∈I

ui

(∏
i∈I

Bi

)
=
∏
i∈I

ui(Bi),

onde Bi ∈ Bi para i ∈ I, segue que

∏
i∈I

ui ∈ Homb

((∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi

)
;

(∏
i∈I

Hi,
∏
i∈I
Ci

))

(lembrar a Observação 1.16). Assim, a demonstração está conclúıda.

Corolário 3.18. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I ,

(
(Hi, Ci)

)
i∈I e

(
(Li,Di)

)
i∈I três famı́lias de grupos bornológicos

e, para cada i ∈ I, sejam ui : Gi → Hi e vi : Hi → Li homomorfismos de grupos. Para que(∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi

) ∏
i∈I

ui

−→

(∏
i∈I

Hi,
∏
i∈I
Ci

) ∏
i∈I

vi

−→

(∏
i∈I

Li,
∏
i∈I
Di

)
seja uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, é necessário e suficiente que

(Gi,Bi)
ui−→ (Hi, Ci)

vi−→ (Li,Di)

seja uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados para todo i ∈ I.

Demonstração. Imediata a partir da Proposição 3.17.

Nas Proposições 3.19, 3.20, 3.21 e 3.36, a seguir, o grupo reduzido ao elemento neutro munido da sua

única bornologia (de grupo) será representado por 0.

Proposição 3.19. Sejam (G,B) um grupo bornológico e K, M dois subgrupos de G. Então

0→
(
K ∩M,BK∩M

) u−→
(
K ×M,BK × BM

) v−→
(
K +M,BK+M

)
→ 0
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é uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u é o homomorfismo de grupos dado

por u(x) = (x, x) e v é o homomorfismo de grupos dado por v(x, y) = x− y.

Demonstração. É fácil ver que u é injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Se B ∈ BK∩M é arbitrário,

B ∈ BK e B ∈ BM , e então u(B) ∈ BK × BM (pois u(B) ⊂ B × B); portanto, u ∈ Homb

(
(K ∩

M,BK∩M
)
;
(
K ×M,BK × BM

))
. E, se B1 ∈ BK e B2 ∈ BM são arbitrários, B1 −B2 ∈ B e B1 −B2 ⊂

K+M , e então v(B1×B2) = B1−B2 ∈ BK+M ; portanto, v ∈ Homb

(
(K×M,BK×BM ); (K+M,BK+M )

)
.

É fácil ver que se (G,B) é um grupo bornológico, H é um grupo e u : G → H é um homomorfismo

de grupos sobrejetor, então (H,u(B)) é um grupo bornológico. Em particular, se K é um subgrupo de

G e π : G→ G/K é a sobrejeção canônica, então
(
G/K, π(B)

)
é um grupo bornológico.

Proposição 3.20. Sejam (G,B) um grupo bornológico e K, M dois subgrupos de G. Então

0→
(
G/(K ∩M), C

)
u−→
(
G/K ×G/M, C′ × C′′

)
v−→
(
G/(K +M), C′′′

)
→ 0

é uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u é o homomorfismo de grupos dado

por u
(
x+(K∩M)

)
= (x+K,x+M), v é o homomorfismo de grupos dado por v(x+K, y+M) = (x−y)+

(K +M), C = π(B) (respectivamente C′ = π′(B), C′′ = π′′(B), C′′′ = π′′′(B)), sendo π : G→ G/(K ∩M)

(respectivamente π′ : G→ G/K, π′′ : G→ G/M , π′′′ : G→ G/(K +M)) a sobrejeção canônica.

Demonstração. É fácil ver que u é injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Se B ∈ B é arbitrário,

u(π(B)) ⊂ π′(B) × π′′(B), e dáı resulta que u ∈ Homb

(
(G/(K ∩M), C); (G/K × G/M, C′ × C′′)

)
. E,

se B1, B2 ∈ B são arbitrários, v
(
π′(B1)× π′′(B2)

)
= π′′′(B1 − B2); logo, v ∈ Homb

(
(G/K ×G/M, C′ ×

C′′); (G/(K +M), C′′′)
)
.

Proposição 3.21. Sejam (G,B) um grupo bornológico, (Mi)i∈I uma famı́lia de subgrupos de G e

M =
⋂
i∈I

Mi . Para cada i ∈ I sejam vi : G→ G/Mi a sobrejeção canônica e Bi = vi(B). Então

0→ (M,BM )
u−→ (G,B)

v−→
(∏
i∈I

(G/Mi),
∏
i∈I
Bi
)
→ 0

é uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u é a inclusão de M em G e

v(x) =
(
vi(x)

)
i∈I .

Demonstração. É claro que u é injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Finalmente, v é limitada,

pois cada vi : (G,B)→ (G/Mi,Bi) é limitada e v(B) ⊂
∏
i∈I

vi(B) para todo B ∈ B.

Definição 3.22. Seja
(
(Gi,Bi), uij

)
i∈I um sistema projetivo de grupos bornológicos (isto significa que

I é um conjunto munido de uma relação de ordem parcial ≤, (Gi,Bi) é um grupo bornológico para todo

i ∈ I, uij ∈ Homb((Gj ,Bj); (Gi,Bi)) para i, j ∈ I com i ≤ j, uii = 1Gi para todo i ∈ I e uij ◦ ujk = uik

para i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k. Para cada i ∈ I seja ui : lim←− Gi → Gi o homomorfismo de grupos
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canônico (Definição 2.3). Se B é a bornologia inicial para a famı́lia
(
(Gi,Bi), ui

)
i∈I ,

(
lim←− Gi,B

)
é um

grupo bornológico pelo Teorema 3.12, dito o limite projetivo bornológico do sistema
(
(Gi,Bi), uij

)
i∈I .

É fácil ver que B coincide com a bornologia induzida por
∏
i∈I
Bi em lim←− Gi .

Observação 3.23. Seja
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos. Consideremos I munido de

sua relação de igualdade e ponhamos uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
(Gi,Bi), uii

)
i∈I é um sistema

projetivo de grupos bornológicos cujo limite projetivo bornológico coincide com

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi
)

.

Proposição 3.24. Nas condições da Definição 3.22,
(

lim←− Gi,B
)

satisfaz a seguinte propriedade uni-

versal: para todo grupo bornológico (H, C) e para toda famı́lia (αi)i∈I (onde αi ∈ Homb((H, C); (Gi,Bi))
para todo i ∈ I) tal que uij ◦ αj = αi para i ≤ j, existe um único u ∈ Homb

(
(H, C);

(
lim←−Gi,B)

)
tal que

ui ◦ u = αi para todo i ∈ I.

(Gj ,Bj)
uij−→ (Gi,Bi)

αj ↖ ↗ αi

(H, C)

(H, C) u−→
(

lim←− Gi,B
)

αi ↘ ↙ ui

(Gi,Bi)

Demonstração. Pela Proposição 2.6, existe um único homomorfismo de grupos u : H → lim←− Gi tal que

ui ◦ u = αi para todo i ∈ I. Assim, ui ◦ u ∈ Homb((H, C); (Gi,Bi)) para todo i ∈ I, e o Teorema 1.11

garante que u ∈ Homb

(
(H, C);

(
lim←− Gi,B

))
.

Corolário 3.25. Sejam
(
(Gi,Bi), uij

)
i∈I e

(
(Hi, Ci), vij

)
i∈I dois sistemas projetivos de grupos bor-

nológicos e sejam
(

lim←− Gi,B
)

e
(

lim←− Hi, C
)

os correspondentes limites projetivos bornológicos. Para

cada i ∈ I seja βi ∈ Homb((Gi,Bi); (Hi, Ci)) tal que vij ◦ βj = βi ◦ uij para i ≤ j. Então existe um único

u ∈ Homb

((
lim←− Gi,B

)
;
(

lim←− Hi, C
))

tal que vi ◦ u = βi ◦ ui para todo i ∈ I, onde ui : lim←− Gi → Gi e

vi : lim←− Hi → Hi são os homomorfismos de grupos canônicos.

(Gj ,Bj)
βj−→ (Hj , Cj)

uij ↓ ↓ vij

(Gi,Bi) −→
βi

(Hi, Ci)

(lim←− Gi,B)
u−→ (lim←− Hi, C)

ui ↓ ↓ vi

(Gi,Bi) −→
βi

(Hi, Ci)

Demonstração. Para cada i ∈ I ponhamos

αi = βi ◦ ui ∈ Homb

((
lim←− Gi,B

)
; (Hi, Ci)

)
.

Como

vij ◦ αj = (vij ◦ βj) ◦ uj = (βi ◦ uij) ◦ uj = βi ◦ (uij ◦ uj) = βi ◦ ui = αi

para i ≤ j, a Proposição 3.24 garante a existência de um único u ∈ Homb

((
lim←− Gi,B);

(
lim←− Hi, C

))
tal

que vi ◦ u = αi para todo i ∈ I, concluindo assim a demonstração.
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O próximo resultado é uma versão do teorema do isomorfismo para grupos bornológicos. Antes de

enunciá-lo mencionemos que uma aplicação entre dois grupos bornológicos é um isomorfismo de grupos

bornológicos quando é um isomorfismo de grupos limitado cuja inversa é limitada, e que dois grupos

bornológicos são isomorfos quando há um isomorfismo de grupos bornológicos entre eles.

Teorema 3.26. Sejam (G,B) e (H, C) dois grupos bornológicos e u ∈ Homb((G,B); (H, C)), com u

sobrejetor. Para que exista um (necessariamente único) isomorfismo ũ :
(
G/Ker(u),D

)
→ (H, C) de

grupos bornológicos tal que u = ũ ◦ π, onde π : G → G/Ker(u) é a sobrejeção canônica e D = π(B), é

necessário e suficiente que para cada C ∈ C exista B ∈ B tal que u−1(C) ⊂ B + Ker(u).

(G,B)
u→ (H, C)

π ↘ ↗ ũ

(G/Ker(u),D)

Demonstração. Estabeleçamos a necessidade da condição. Com efeito, seja C ∈ C arbitrário. Como,

por hipótese, (ũ)−1(C) ∈ D, existe B ∈ B tal que (ũ)−1(C) = π(B), e dáı resulta que u−1(C) =

B + Ker(u).

Estabeleçamos, agora, a suficiência da condição. Primeiramente, vejamos que u(B) = C. É claro que

u(B) é mais fina do que C, pois u : (G,B) → (H, C) é limitada. Por outro lado, se C ∈ C é arbitrário,

existe B ∈ B tal que u−1(C) ⊂ B + Ker(u). Consequentemente, C = u(u−1(C)) ⊂ u(B), e C ∈ u(B).

Logo, C é mais fina do que u(B), e u(B) = C. Seja ũ : G/Ker(u)→ H o único isomorfismo de grupos tal

que u = ũ ◦ π. Então ũ : (G/Ker(u),D) → (H, C) é um isomorfismo de grupos bornológicos. De fato,

ũ é limitada, pois ũ(π(B)) = u(B) ∈ C para qualquer B ∈ B. E (ũ)−1 é limitada, pois u(B) = C e

(ũ)−1(u(B)) = π(B) ∈ D para qualquer B ∈ B.

Isto conclui a demonstração do teorema.

Corolário 3.27. Seja
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos. Para cada i ∈ I, sejam Mi um

subgrupo de Gi , ui : Gi → Gi/Mi a sobrejeção canônica e Ci = ui(Bi). Então os grupos bornológicos(∏
i∈I

(Gi/Mi),
∏
i∈I
Ci

)
e

((∏
i∈I

Gi

)/(∏
i∈I

Mi

)
, C

)

são isomorfos, sendo
∏
i∈I

Gi munido da bornologia produto
∏
i∈I
Bi e C a imagem direta de

∏
i∈I
Bi pela

sobrejeção canônica de
∏
i∈I

Gi em

(∏
i∈I

Gi

)/(∏
i∈I

Mi

)
.

Demonstração. Pela Proposição 3.17, Ker

(∏
i∈I

ui

)
=
∏
i∈I

Ker(ui) =
∏
i∈I

Mi , Im

(∏
i∈I

ui

)
=
∏
i∈I

Im(ui) =∏
i∈I

(Gi/Mi) (logo,
∏
i∈I

ui é sobrejetor) e
∏
i∈I

ui ∈ Homb

((∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi
)

;

(∏
i∈I

(Gi/Mi),
∏
i∈I
Ci
))

. Além
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disso, para i ∈ I e Bi ∈ Bi arbitrários, tem-se(∏
i∈I

ui

)−1(∏
i∈I

ui(Bi)

)
=
∏
i∈I

u−1
i (ui(Bi)) =

∏
i∈I

Bi +
∏
i∈I

Mi =

=
∏
i∈I

Bi + Ker

(∏
i∈I

ui

)
.

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 3.26.

Corolário 3.28. Sejam (G,B) um grupo bornológico e M ⊂ N dois subgrupos de G. Seja u : G/M →
G/N o homomorfismo de grupos sobrejetor dado por u(x + M) = x + N , cujo núcleo é N/M , e sejam

π : G → G/M e π′ : G → G/N as sobrejeções canônicas. Sejam C = π(B), C′ = π′(B) e D a imagem

direta de C pela sobrejeção canônica de G/M em (G/M)/(N/M). Então os grupos bornológicos(
(G/M)/(N/M),D

)
e (G/N, C′)

são isomorfos.

Demonstração. Primeiramente, u ∈ Homb

(
(G/M, C); (G/N, C′)

)
, pois u(π(B)) = π′(B) para todo B ∈

B. Se C ′ ∈ C′ é arbitrário, existe B ∈ B tal que C ′ = π′(B). Afirmamos que u−1(C ′) = π(B) + Ker(u).

Realmente, se x + M ∈ u−1(C ′), x + N = u(x + M) = π′(b) = b + N para algum b ∈ B, e então existe

y ∈ N tal que x = b + y. Logo, x + M = π(x) = π(b) + π(y), onde π(y) ∈ N/M = Ker(u), mostrando

que u−1(C ′) ⊂ π(B) + Ker(u). Analogamente, π(B) + Ker(u) ⊂ u−1(C ′). Portanto, o resultado segue

imediatamente do Teorema 3.26.

Teorema 3.29. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos, G um grupo e, para cada

i ∈ I, seja ui : Gi → G um homomorfismo de grupos. Então existe uma única bornologia de grupo

B em G que é final para a famı́lia
(
(Gi,Bi), ui

)
i∈I , no seguinte sentido: para todo grupo bornológico

(H, C) e para todo homomorfismo de grupos u : G → H, u ∈ Homb((G,B); (H, C)) se e somente se

u ◦ ui ∈ Homb((Gi,Bi); (H, C)) para todo i ∈ I.

(G,B)
u→ (H, C)

ui ↖ ↗ u ◦ ui

(Gi,Bi)

Demonstração. Seja B1 o conjunto de todos os subconjuntos deG da forma T+ui1(Bi1)+· · ·+uim(Bim),

onde T é um subconjunto finito de G, m ∈ N∗, i1, . . . , im ∈ I, Bi1 ∈ Bi1 , . . . , Bim ∈ Bim . Claramente,⋃
B∈B1

B = G. E, para quaisquer dois elementos

B1 = T1 + ui1(Bi1) + · · ·+ uim(Bim) e B2 = T2 + uj1(Cj1) + · · ·+ ujn(Cjn)
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de B1 , tem-se

B1 ∪B2 ⊂ (T1 ∪ T2) + ui1(Bi1 ∪ {0}) + · · ·+ uim(Bim ∪ {0})

+ uj1(Cj1 ∪ {0}) + · · ·+ ujn(Cjn ∪ {0}).

Logo, pela Proposição 1.10, existe uma (única) bornologia B em G para a qual B1 é um sistema funda-

mental de limitados. Além disso, B é uma bornologia de grupo em G, pois

B1 −B2 = (T1 − T2) + ui1(Bi1) + · · ·+ uim(Bim) + uj1(−Cj1) + · · ·+ ujn(−Cjn) ∈ B1 .

Por construção, ui ∈ Homb((Gi,Bi); (G,B)) para todo i ∈ I. Sejam (H, C) e u como no enunciado do

teorema. Então u ◦ ui ∈ Homb((Gi,Bi); (H, C)) para todo i ∈ I se u ∈ Homb((G,B); (H, C)). Reciproca-

mente, se cada u ◦ ui é limitada, então u(B) ∈ C para todo B ∈ B1 ; logo, u ∈ Homb((G,B); (H, C)).

Finalmente, provemos a unicidade. Com efeito, seja B̃ uma bornologia de grupo em G tal que

ui : (Gi,Bi) → (G, B̃) é limitada para todo i ∈ I. Então 1G : (G,B) → (G,B′) é limitada, em vista da

propriedade satisfeita por B. Assim, B é a bornologia de grupo mais fina que torna cada ui limitada,

provando a unicidade.

Isto conclui a demonstração do teorema.

Observação 3.30. (a) Se cada Bi é a bornologia discreta em Gi , B é a bornologia discreta em G.

(b) Se G =

[⋃
i∈I

Im(ui)

]
, todos os conjuntos da forma ui1(Bi1) + · · ·+ uim(Bim) constituem um sistema

fundamental de limitados para B.

Observação 3.31. Se (G,B) é um grupo bornológico, H é um grupo e u : G→ H é um homomorfismo

de grupos sobrejetor, então u(B) coincide com a bornologia de grupo final para o par ((G,B), u). Em

particular, se K é um subgrupo de G e π : G→ G/K é a sobrejeção canônica, então π(B) coincide com

a bornologia de grupo final para o par ((G,B), π).

Definição 3.32. Seja
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos. Seja G o grupo

⊕
i∈I

Gi e, para

cada i ∈ I, seja ui : Gi → G a injeção canônica. Se
⊕
i∈I
Bi é a bornologia de grupo final para a famı́lia(

(Gi,Bi), ui
)
i∈I ,

(
G,
⊕
i∈I
Bi
)

é dita a soma direta bornológica da famı́lia
(
(Gi,Bi)

)
i∈I .

Observação 3.33. Nas condições da Definição 3.32, a seguinte propriedade universal se verifica: para

todo grupo bornológico (H, C), a aplicação

u ∈ Homb

((⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi

)
; (H, C)

)
7→ (ui ◦ u)i∈I ∈

∏
i∈I

Homb((Gi,Bi); (H, C))

é um isomorfismo de grupos.
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Observação 3.34. Se
(
(Gi,Bi)

)
i∈I é uma famı́lia finita de grupos bornológicos,

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I
Bi
)

=(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi
)

.

Proposição 3.35. Sejam (G,B), (Mi)i∈I , M , (vi)i∈I , (Bi)i∈I e v como na Proposição 3.21, e suponha

que exista j ∈ I tal que Mj ∈ B. Então os grupos bornológicos (G/M,D) e (H, C) são isomorfos, onde D
é a imagem direta de B pela sobrejeção canônica de G em G/M , H = Im(v) e C é a bornologia induzida

por
∏
i∈I
Bi em H.

Demonstração. Consideremos v como uma aplicação de G em H; então v é um homomorfismo de

grupos sobrejetor e a Proposição 3.21 assegura que Ker(v) = M e v ∈ Homb((G,B); (H, C)). Agora, para

uma famı́lia arbitrária (Bi)i∈I de elementos de B, tem-se

v−1

(
H ∩

∏
i∈I

vi(Bi)

)
=
⋂
i∈I

(Bi +Mi) ⊂ Bj +Mj ,

sendo Bj + Mj um elemento de B. Consequentemente, v−1(C) ∈ B para todo C ∈ C. Portanto, pelo

Teorema 3.26, (G/M,D) e (H, C) são isomorfos.

Proposição 3.36. Sejam (G,B) um grupo bornológico, (Mi)i∈I uma famı́lia de subgrupos de G e M o

subgrupo de G gerado por
⋃
i∈I

Mi . Para cada i ∈ I seja ui a inclusão de Mi em G, e seja u :
⊕
i∈I

Mi → G

o homomorfismo de grupos dado por u
(
(xi)i∈I

)
=
∑
i∈I

ui(xi). Então

(⊕
i∈I

Mi,
⊕
i∈I
BMi

)
u−→ (G,B)

v−→ (G/M, C)→ 0

é uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, onde v é a sobrejeção canônica de G em

G/M e C = v(B).

Demonstração. É conhecido ([6], A II.16) que Im(u) = Ker(v). Como v ∈ Homb((G,B); (G/M, C)),

resta mostrar que u ∈ Homb

((⊕
i∈I

Mi,
⊕
i∈I
BMi

)
; (G,B)

)
. De fato, sejam j ∈ I arbitrário e λj : Mj →⊕

i∈I
Mi a injeção canônica. Como uj ∈ Homb((Mj ,BMj ); (G,B)) e u ◦ λj = uj , a limitação de u resulta

da arbitrariedade de j em vista do Teorema 3.29.(⊕
i∈I

Mi,
⊕
i∈I
BMi

)
u−→ (G,B)

λj ↖ ↗ uj

(Mj ,BMj
)

Proposição 3.37. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I e

(
(Hi, Ci)

)
i∈I duas famı́lias de grupos bornológicos. Para cada

i ∈ I seja ui : Gi → Hi um homomorfismo de grupos e seja
⊕
i∈I

ui a restrição de
∏
i∈I

ui a
⊕
i∈I

Gi .



D.P. Pombo Jr. Grupos Abelianos Bornológicos 35

Então
⊕
i∈I

ui é um homomorfismo de grupos de
⊕
i∈I

Gi em
⊕
i∈I

Hi tal que Ker

(⊕
i∈I

ui

)
=
⊕
i∈I

Ker(ui) e

Im

(⊕
i∈I

ui

)
=
⊕
i∈I

Im(ui). Além disso,

⊕
i∈I

ui ∈ Homb

((⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi

)
;

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci

))

se e somente se ui ∈ Homb((Gi,Bi); (Hi, Ci)) para todo i ∈ I.

Demonstração. É conhecido ([6], A II.14) que
⊕
i∈I

ui é um homomorfismo de grupos de
⊕
i∈I

Gi em⊕
i∈I

Hi satisfazendo as duas propriedades mencionadas. Para cada j ∈ I, sejam λj : Gj →
⊕
i∈I

Gi e

µj : Hj →
⊕
i∈I

Hi as injeções canônicas.

Suponhamos que
⊕
i∈I

ui ∈ Homb

((⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi
)

;

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci
))

e seja j ∈ I arbitrário. Afirma-

mos que wj , a restrição a
⊕
i∈I

Hi da projeção de
∏
i∈I

Hi emHj , pertence a Homb

((⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci
)

; (Hj , Cj)
)

.

Realmente, como wj ◦µk = 0 para k 6= j e wj ◦µj = 1Hj , então wj ◦µk ∈ Homb((Hk, Ck); (Hj , Cj)) para

todo k ∈ I, o que implica

wj ∈ Homb

((⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci
)

; (Hj , Cj)
)

(Teorema 3.29).

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci
)

wj−→ (Hj , Cj)

µk ↖ ↗ wj ◦ µk

(Hk, Ck)

Finalmente, como uj = wj ◦
(⊕
i∈I

ui

)
◦ λj , segue que uj ∈ Homb((Gj ,Bj); (Hj , Cj)).

(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi

) ⊕
i∈I

ui

−→

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci

)
λj ↑ ↓ wj

(Gj ,Bj) −→
uj

(Hj , Cj)

Reciprocamente, suponhamos que ui ∈ Homb((Gi,Bi); (Hi, Ci)) para todo i ∈ I e seja j ∈ I arbitrário.

Como

(⊕
i∈I

ui

)
◦λj = µj◦uj , então

(⊕
i∈I

ui

)
◦λj ∈ Homb

(
(Gj ,Bj);

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci
))

e da arbitrariedade
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de j resulta a limitação de
⊕
i∈I

ui (Teorema 3.29).

(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi

) ⊕
i∈I

ui

−→

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci

)
λj ↖ ↗

(⊕
i∈I

ui
)
◦ λj

(Gj ,Bj)

Corolário 3.38. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I ,

(
(Hi, Ci)

)
i∈I e

(
(Li,Di)

)
i∈I três famı́lias de grupos bornológicos.

Para cada i ∈ I sejam ui : Gi → Hi e vi : Hi → Li dois homomorfismos de grupos. Para que(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi

) ⊕
i∈I

ui

−→

(⊕
i∈I

Hi,
⊕
i∈I
Ci

) ⊕
i∈I

vi

−→

(⊕
i∈I

Li,
⊕
i∈I
Di

)
seja uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados, é necessário e suficiente que

(Gi,Bi)
ui−→ (Hi, Ci)

vi−→ (Li,Di)

seja uma sequência exata de homomorfismos de grupos limitados para todo i ∈ I.

Demonstração. Imediata a partir da Proposição 3.37.

Definição 3.39. Seja
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I um sistema indutivo de grupos bornológicos (isto significa que

I é um conjunto munido de uma relação de ordem parcial ≤, (Gi,Bi) é um grupo bornológico para

todo i ∈ I, uji : (Gi,Bi) → (Gj ,Bj) é um homomorfismo de grupos limitado para i, j ∈ I com i ≤ j,

uii = 1Gi para todo i ∈ I e ukj ◦uji = uki para i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k). Consideremos o grupo lim−→ Gi ,

limite indutivo do sistema indutivo
(
Gi, uji

)
i∈I de grupos, e seja vi : Gi → lim−→ Gi o homomorfismo de

grupos canônico (i ∈ I); lembrar a Proposição 2.11 e as Definições 2.10 e 2.12. Se B é a bornologia de

grupo final para a famı́lia
(
(Gi,Bi), vi

)
i∈I , (lim−→ Gi,B) é dito o limite indutivo bornológico do sistema(

(Gi,Bi), uji
)
i∈I .

Observação 3.40. Seja
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos. Consideremos I munido de

sua relação de igualdade e ponhamos uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
(Gi,Bi), uii

)
i∈I é um sistema

indutivo de grupos bornológicos cujo limite indutivo bornológico coincide com

(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I
Bi
)

.

Proposição 3.41. Nas condições da Definição 3.39, (lim−→ Gi,B) satisfaz a seguinte propriedade universal:

para todo grupo bornológico (H, C) e para toda famı́lia (αi)i∈I (onde αi ∈ Homb((Gi,Bi); (H, C)) para

todo i ∈ I) tal que αj ◦ uji = αi para i ≤ j, existe um único u ∈ Homb((lim−→ Gi,B); (H, C)) tal que

u ◦ vi = αi para todo i ∈ I.

(Gi,Bi)
uji−→ (Gj ,Bj)

αi ↘ ↙ αj

(H, C)

(lim−→ Gi,B)
u−→ (H, C)

vi ↖ ↗ αi

(Gi,Bi)



D.P. Pombo Jr. Grupos Abelianos Bornológicos 37

Demonstração. Pela Proposição 2.11, existe um único homomorfismo de grupos u : lim−→ Gi → H tal

que u ◦ vi = αi para todo i ∈ I. Finalmente, como αi ∈ Homb

(
(Gi,Bi); (H, C)

)
para todo i ∈ I, o

Teorema 3.29 garante que u ∈ Homb

(
(lim−→ Gi,B); (H, C)

)
.

Exemplo 3.42. Sejam G,
(
Gi
)
i∈I , uji e lim−→ Gi como no Exemplo 2.14. Consideremos a bornologia de

grupo B em G para a qual os subgrupos finitamente gerados de G constituem um sistema fundamental

de limitados e, para cada i ∈ I, seja Bi a bornologia trivial em Gi . Então
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I é um

sistema indutivo de grupos bornológicos. Além disso, usando a Proposição 3.41 e argumentando como

no Exemplo 3.3 de [7], conclui-se que os grupos bornológicos (G,B) e (lim−→ Gi, B̃) são isomorfos, onde

(lim−→ Gi, B̃) designa o limite indutivo bornológico do sistema
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I .

Corolário 3.43. Sejam
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I e

(
(Hi, Ci), vji

)
i∈I dois sistemas indutivos de grupos bor-

nológicos e sejam (lim−→ Gi,B) e (lim−→ Hi, C) os correspondentes limites indutivos bornológicos. Para cada

i ∈ I seja βi ∈ Homb

(
(Gi,Bi); (Hi, Ci)

)
tal que vji ◦ βi = βj ◦ uji para i ≤ j. Então existe um único

u ∈ Homb

(
(lim−→ Gi,B); (lim−→ Hi, C)

)
tal que u ◦ vi = wi ◦ βi para todo i ∈ I, onde vi : Gi → lim−→ Gi e

wi : Hi → lim−→ Hi são os homomorfismos de grupos canônicos.

(Gi,Bi)
βi−→ (Hi, Ci)

uji ↓ ↓ vji

(Gj ,Bj) −→
βj

(Hj , Cj)

(lim−→ Gi,B)
u−→ (lim−→ Hi, C)

vi ↑ ↑ wi

(Gi,Bi) −→
βi

(Hi, Ci)

Demonstração. Basta argumentar como na demonstração do Corolário 3.25, aplicando a Proposição

3.41 em lugar da Proposição 3.24.

Observação 3.44. (a) Sejam G e H dois grupos arbitrários e seja Hom(G;H) o grupo abeliano de

todos os homomorfismos de grupos de G e H. Como

Hom(G;H) = Homb((G, 2
G); (H, 2H)),

onde 2G (respectivamente 2H) é a bornologia trivial em G (respectivamente H), então a Observação

3.16, as Proposições 3.17, 3.19, 3.20, 3.21, 3.24 e 3.35, os Corolários 3.18, 3.25, 3.27 e 3.28, e o Teorema

3.26 implicam os resultados correspondentes para grupos abelianos.

Por outro lado, os resultados que acabamos de mencionar implicam os resultados correspondentes para

R-módulos bornológicos (Exemplo 3.8), R-módulos linearmente bornologizados (Exemplo 3.9), espaços

vetoriais bornológicos sobre K e espaços vetoriais bornológicos K-convexos (Exemplo 3.10), e espaços

vetoriais bornológicos convexos sobre R ou C (Exemplo 3.11), como é fácil verificar.

(b) Sejam G, H e Hom(G;H) como em (a). Como

Hom(G;H) = Homb((G,B); (H, C)),

onde B (respectivamente C) é a bornologia discreta em G (respectivamente H), então a Observação 3.33,

as Proposições 3.36, 3.37 e 3.41 e os Corolários 3.38 e 3.43 implicam os resultados correspondentes para

grupos abelianos.
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4 Uma propriedade universal da bornologia da equilimitação

O objetivo principal desta seção é provar o Teorema 4.2, cuja demonstração é análoga àquela do caso

linear do Teorema 3.6 de [7].

Proposição 4.1. Sejam
(
(Gα,Bα), uβα

)
α∈I um sistema indutivo de grupos bornológicos e

(
(Hλ, Cλ), vλµ

)
λ∈I

um sistema projetivo de grupos bornológicos. Para (α, λ), (β, µ) ∈ I × J , com (α, λ) ≤ (β, µ), seja

Φ
(β,µ)
(α,λ) o homomorfismo de grupos de Homb((Gβ ,Bβ); (Hµ, Cµ)) em Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)) dado por

Φ
(β,µ)
(α,λ)(w) = vλµ ◦ w ◦ uβα . Então((

Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)), ECλBα

)
,Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo de grupos bornológicos.

Demonstração. Φ
(β,µ)
(α,λ) é ECµBβ − E

Cλ
Bα -limitada pois, para X ∈ ECµBβ e Bα ∈ Bα arbitrários, tem-se

Φ
(β,µ)
(α,λ) (X)(Bα) = vλµ

(
X(uβα(Bα))

)
∈ Cλ .

Como as outras condições da Definição 3.22 são facilmente justificáveis, a demonstração está conclúıda.

Nas condições da Proposição 4.1, sejam (G,B) o limite indutivo bornológico do sistema
(
(Gα,Bα), uβα

)
α∈I

e (H, C) o limite projetivo bornológico do sistema
(
(Hλ, Cλ), vλµ

)
λ∈J . Para cada α ∈ I seja uα : Gα → G

o homomorfismo de grupos canônico, e para cada λ ∈ J seja vλ : H → Hλ o homomorfismo de grupos

canônico. Para cada (α, λ) ∈ I × J seja Ψ(α,λ) o homomorfismo de grupos de Homb((G,B); (H, C)) em

Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)) dado por Ψ(α,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ uα . Raciocinando como na demonstração da

Proposição 4.1, verifica-se que Ψ(α,λ) é ECB − E
Cλ
Bα-limitada. Além disso, a famı́lia

(
Ψ(α,λ)(u)

)
(α,λ)∈I×J

pertence ao grupo lim←− Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)) para qualquer u ∈ Homb((G,B); (H, C)). Realmente, se

(α, λ), (β, µ) ∈ I × J e (α, λ) ≤ (β, µ), tem-se

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(
Ψ(β,µ)(u)

)
= vλµ ◦Ψ(β,µ)(u) ◦ uβα = (vλµ ◦ vµ) ◦ u ◦ (uβ ◦ uβα)

= vλ ◦ u ◦ uα = Ψ(α,λ)(u).

(Gβ ,Bβ)
w−→ (Hµ, Cµ)

uβα ↑ ↓ vλµ

(Gα,Bα) −→
Φ

(β,µ)

(α,λ)
(w)

(Hλ, Cλ)

(G,B)
u−→ (H, C)

uα ↑ ↓ vλ

(Gα,Bα) −→
Ψ(α,λ)(u)

(Hλ, Cλ)

Podemos então enunciar o seguinte

Teorema 4.2. Nas condições acima, o homomorfismo de grupos

Γ: u ∈
(

Homb((G,B); (H, C)), ECB
)
7−→ Γ(u) =

(
ψ(α,λ)(u)

)
(α,λ)∈I×J

∈
(

lim←− Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)),D
)
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é um isomorfismo de grupos bornológicos, onde o contradomı́nio de Γ é o limite projetivo bornológico do

sistema dado na Proposição 4.1.

Antes de provar o Teorema 4.2, estabeleçamos um resultado auxiliar:

Lema 4.3. Sejam
(
(Gi,Bi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos bornológicos, G um grupo e, para cada i ∈ I,

seja ui : Gi → G um homomorfismo de grupos. Suponhamos que G =
[ ⋃
i∈I

Im(ui)
]

e seja B a bornologia

de grupo final para a famı́lia
(
(Gi,Bi), ui

)
i∈I . Então, para todo grupo bornológico (H, C) e para todo

conjunto X de homomorfismos de grupos de G em H, as seguintes condições são equivalentes:

(a) X ∈ ECB ;

(b) X ◦ ui = {u ◦ ui ;u ∈ X} ∈ ECBi para todo i ∈ I.

Demonstração do Lema 4.3. Como (a) claramente implica (b), provemos que (b) implica (a). Com

efeito, seja B ∈ B arbitrário. Pela Observação 3.30(b), existem i1, . . . , im ∈ I, Bi1 ∈ Bi1 , . . . , Bim ∈ Bim
tais que B ⊂ ui1(Bi1) + · · · + uim(Bim). Como, por hipótese, (X ◦ uik)(Bik) ∈ C para k = 1, . . . ,m, a

inclusão

X(B) ⊂ (X ◦ ui1)(Bi1) + · · ·+ (X ◦ uim)(Bim)

implica que X(B) ∈ C. Portanto, X ∈ ECB .

Passemos à

Demonstração do Teorema 4.2. Primeiramente, provemos que Γ é um isomorfismo de grupos.

Realmente, seja

g =
(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J ∈ lim←− Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)) arbitrário.

Fixemos λ ∈ J e consideremos a famı́lia
(
g(α,λ)

)
α∈I . Como

g(β,λ) ◦ uβα = vλλ ◦ g(β,λ) ◦ uβα = Φ
(β,λ)
(α,λ)

(
g(β,λ)

)
= g(α,λ)

para α ≤ β, a Proposição 3.41 garante a existência de um único θλ ∈ Homb((G,B); (Hλ, Cλ)) tal que

g(α,λ) = θλ ◦ uα para todo α ∈ I. Por outro lado, tem-se θλ = vλµ ◦ θµ para λ ≤ µ. De fato, para todo

α ∈ I,

θλ ◦ uα = g(α,λ) = Φ
(α,µ)
(α,λ)

(
g(α,µ)

)
= vλµ ◦ g(α,µ) ◦ uαα = vλµ ◦ g(α,µ) = vλµ ◦ θµ ◦ uα ,

e do fato de que todo elemento de G pode ser expresso como uma soma finita de elementos da forma

uα(xα) resulta que θλ = vλµ ◦ θµ . Logo, pela Proposição 3.24, existe um único u ∈ Homb((G,B); (H, C))
tal que θλ = vλ ◦ u para todo λ ∈ J . Além disso,

Γ(u) =
(
vλ ◦ u ◦ uα

)
(α,λ)∈I×J =

(
θλ ◦ uα

)
(α,λ)∈I×J =

(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J = g,

sendo u o único elemento de Homb((G,B); (H, C)) cuja imagem por Γ é g. Portanto, Γ é um isomorfismo

de grupos.
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Provemos que Γ é um isomorfismo de grupos bornológicos. Com efeito, seja X ∈ ECB arbitrário. Como

Γ(X) ∈ D se e somente se Ψ(α,λ)(X) ∈ ECλBα para todo (α, λ) ∈ I × J e como cada aplicação Ψ(α,λ) é

ECB − E
Cλ
Bα -limitada, então Γ(X) ∈ D. Logo, Γ é limitada. Finalmente, verifiquemos que Γ−1 é limitada.

De fato, seja Y um conjunto D-limitado arbitrário. Para cada (α, λ) ∈ I×J , seja G(α,λ) o homomorfismo

de grupos (
g(β,µ)

)
(β,µ)∈I×J ∈ lim←− Homb((Gβ ,Bβ); (Hµ, Cµ)) 7→ g(α,λ)

∈ Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)).

Então G(α,λ)(Y) ∈ ECλBα para todo (α, λ) ∈ I×J . Pela bijetividade de Γ, para cada g =
(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J ∈

Y existe um único ug ∈ Homb((G,B); (H, C)) tal que Γ(ug) = g. Afirmamos que X = {ug ; g ∈ Y}(
= Γ−1(Y)

)
pertence a ECB . Realmente, como C é a bornologia inicial para a famı́lia

(
(Hλ, Cλ), vλ

)
λ∈J ,

X ∈ ECB se e somente se vλ ◦X ∈ ECλB para todo λ ∈ J . Mas, para λ ∈ J fixado, G(α,λ)(Y) = (vλ ◦X)◦uα ∈
ECλBα para todo α ∈ I, e o Lema 4.3 garante que vλ ◦ X ∈ ECλB . Portanto, Γ−1(Y) ∈ ECB , provando que

Γ−1 é limitada.

Isto conclui a demonstração.

Corolário 4.4. Sejam
(
(Gα,Bα)

)
α∈I e

(
(Hλ, Cλ)

)
λ∈J duas famı́lias de grupos bornológicos, (G,B) a

soma direta bornológica da famı́lia
(
(Gα,Bα)

)
α∈I e (H, C) o produto bornológico da famı́lia

(
(Hλ, Cλ)

)
λ∈J .

Então os grupos bornológicos (
Homb((G,B); (H, C)), ECB

)
e ( ∏

(α,λ)∈I×J

Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλBα

)
são isomorfos.

Demonstração. Consideremos I (respectivamente J) munido da relação de igualdade. Como, nesse

caso, os grupos bornológicos (
lim←− Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)),D

)
e ( ∏

(α,λ)∈I×J

Homb((Gα,Bα); (Hλ, Cλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

ECλBα

)
coincidem, o resultado segue imediatamente do Teorema 4.2.

Sejam
(
(Gi,Bi), uij

)
i∈I um sistema projetivo de grupos bornológicos e (H, C) um grupo bornológico

arbitrário. Para i, j ∈ I, i ≤ j, consideremos o homomorfismo de grupos limitado

uHij : vj ∈
(
Homb((H, C); (Gj ,Bj)), E

Bj
C
)
7→ uij ◦ vj ∈

(
Homb((H, C); (Gi,Bi)), EBiC

)
.

Pela Proposição 4.1, ((
Homb((H, C); (Gi,Bi)), EBiC

)
, uHij

)
i∈I
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é um sistema projetivo de grupos bornológicos.

Proposição 4.5. Seja
(
(Gi,Bi), uij

)
i∈I como acima e seja (G,B) o limite projetivo bornológico desse

sistema. Sejam (H, C) e (L,D) dois grupos bornológicos arbitrários e u ∈ Homb((H, C); (L,D)) arbitrário,

e consideremos os homomorfismos de grupos limitados

ũ : v∈
(
Homb((L,D); (G,B)), EBD

)
7→ v ◦ u∈

(
Homb((H, C); (G,B)), EBC

)
e

ũi : vi∈
(
Homb((L,D); (Gi,Bi)), EBiD

)
7→ vi ◦ u∈

(
Homb((H, C); (Gi,Bi)), EBiC

)
(i∈I).

Então
(
ũi
)
i∈I é um sistema projetivo de homomorfismos de grupos limitados de(

(Homb((L,D); (Gi,Bi)), EBiD ), uLij
)
i∈I em

(
(Homb((H, C); (Gi,Bi)), EBiC ), uHij

)
i∈I . Além disso,

(
Homb((L,D); (G,B)), EBD

) RL−→
(

lim←− Homb((L,D); (Gi,Bi)),
≈
D
)

ũ ↓ ↓ lim←− ũi(
Homb((L, C); (G,B)), EBC

)
−→
RH

(
lim←− Homb((H, C); (Gi,Bi)), D̃

)
é um diagrama comutativo de homomorfismos de grupos limitados, onde

(
lim←− Homb((H, C); (Gi,Bi)), D̃

)
(respectivamente

(
lim←− Homb((L,D); (Gi,Bi)),

≈
D
)
) é o limite projetivo bornológico do sistema(

(Homb((H, C); (Gi,Bi)), EBiC ), uHij
)
i∈I (respectivamente

(
(Homb((L,D); (Gi,Bi)), EBiD ), uLij

)
i∈I),

lim←− ũi
(
(vi)i∈I

)
=
(
ũi(vi)

)
i∈I para (vi)i∈I ∈ lim←− Homb((L,D); (Gi,Bi)) (obviamente, lim←− ũi é um ho-

momorfismo de grupos), RH(v) =
(
ui ◦ v

)
i∈I para v ∈ Homb((H, C); (G,B)) e RL(v) =

(
ui ◦ v

)
i∈I para

v ∈ Homb((L,D); (G,B)), sendo ui : G→ Gi o homomorfismo de grupos canônico.

Demonstração. Para provar a primeira afirmação devemos mostrar que o diagrama

Homb((L,D); (Gj ,Bj))
ũj−→ Homb((H, C); (Gj ,Bj))

uLij ↓ ↓ uHij
Homb((L,D); (Gi,Bi)) −→̃

ui
Homb((H, C); (Gi,Bi))

é comutativo para i ≤ j ([5], p.79). Realmente, para qualquer vj ∈ Homb((L,D); (Gj ,Bj)),(
uHij ◦ ũj

)
(vj) = uij ◦ (vj ◦ u) = (uij ◦ vj) ◦ u = ũi(uij ◦ vj) = (ũi ◦ uLij)(vj).

Para provar a segunda afirmação, notemos inicialmente que lim←− ũi é uma aplicação limitada. De fato,

para cada i ∈ I seja THi o homomorfismo de grupos de lim←− Homb((H, C); (Gi,Bi)) em Homb((H, C); (Gi,Bi))
dado por THi

(
(wj)j∈I

)
= wi . Então, pelo Teorema 1.11, lim←− ũi é limitada se e somente se THi ◦ lim←− ũi é

limitada para todo i ∈ I. Mas, para cada i ∈ I,(
THi ◦ lim←− ũi

)(
(vj)j∈I

)
= THi

(
(ũj(vj))j∈I

)
= ũi(vi) = vi ◦ u
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para qualquer (vj)j∈I ∈ lim←− Homb((L,D); (Gi,Bi)), e dáı resulta a limitação de THi ◦ lim←− ũi . Além disso,

RH e RL são isomorfismos de grupos bornológicos em virtude do Teorema 4.2. Finalmente, para qualquer

v ∈ Homb((L,D); (G,B)),(
lim←− ũi ◦RL

)
(v) = lim←− ũi

(
(ui ◦ v)i∈I

)
=
(
ũi(ui ◦ v)

)
i∈I

=
(
(ui ◦ v) ◦ u

)
i∈I =

(
ui ◦ (v ◦ u)

)
i∈I = RH(v ◦ u) = (RH ◦ ũ)(v),

concluindo assim a demonstração da segunda afirmação.

Sejam
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I um sistema indutivo de grupos bornológicos e (H, C) um grupo bornológico

arbitrário. Para i, j ∈ I, i ≤ j, consideremos o homomorfismo de grupos limitado

uHij : γj ∈
(
Homb((Gj ,Bj); (H, C)), ECBj

)
7→ γj ◦ uji ∈

(
Homb((Gi,Bi); (H, C)), ECBi

)
.

Pela Proposição 4.1, ((
Homb((Gi,Bi); (H, C)), ECBi

)
, uHij

)
i∈I

é um sistema projetivo de grupos bornológicos.

Proposição 4.6. Seja
(
(Gi,Bi), uji

)
i∈I como acima e seja (G,B) o limite indutivo bornológico desse

sistema. Sejam (H, C) e (L,D) dois grupos bornológicos arbitrários e u ∈ Homb((H, C); (L,D)) arbitrário,

e consideremos os homomorfismos de grupos limitados

ũ : v ∈
(
Homb((G,B); (H, C)), ECB

)
7→ u ◦ v ∈

(
Homb((G,B); (L,D)), EDB

)
e

ũi : γi ∈
(
Homb((Gi,Bi); (H, C)), ECBi

)
7→u ◦ γi ∈

(
Homb((Gi,Bi); (L,D)), EDBi

)
(i∈I).

Então (ũi)i∈I é um sistema projetivo de homomorfismos de grupos limitados de((
Homb

(
(Gi,Bi); (H, C)), ECBi

)
, uHij

)
i∈I em

((
Homb

(
(Gi,Bi); (L,D)), EDBi

)
, uLij

)
i∈I . Além disso,(

Homb((G,B); (H, C)), ECB
) RH−→

(
lim←− Homb((Gi,Bi); (H, C)), Ẽ

)
ũ ↓ ↓ lim←− ũi(

Homb((G,B); (L,D)), EDB
)
−→
RL

(
lim←− Homb((Gi,Bi); (L,D)),

≈
E
)

é um diagrama comutativo de homomorfismos de grupos limitados, onde
(

lim←− Homb((Gi,Bi); (H, C)), Ẽ
)

(respectivamente
(

lim←− Homb((Gi,Bi); (L,D)),
≈
E
))

é o limite projetivo bornológico do sistema(
(Homb((Gi,Bi); (H, C)), ECBi

)
, uHij

)
i∈I (respectivamente

(
(Homb((Gi,Bi); (L,D)), EDBi

)
, uLij

)
i∈I

)
,

lim←− ũi
(
(γi)i∈I

)
=
(
ũi(γi)

)
i∈I para (γi)i∈I ∈ lim←− Homb((Gi,Bi); (H, C)) (obviamente, lim←− ũi é um ho-

momorfismo de grupos), RH(v) = (v ◦ vi)i∈I para v ∈ Homb((G,B); (H, C)) e RL(v) = (v ◦ vi)i∈I para

v ∈ Homb((G,B); (L,D)), sendo vi : Gi → G o homomorfismo de grupos canônico.

Demonstração. Análoga à da Proposição 4.5.
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5 Uma propriedade universal da bornologia da equicontinui-

dade

O objetivo desta seção é provar o Teorema 5.12, cuja demonstração é análoga àquela do Teorema 4 de

[8]. Mas antes, vejamos alguns preliminares sobre grupos topológicos.

Proposição 5.1 ([23], Teorema 1.9). Sejam ((Gi, τi))i∈I uma famı́lia de grupos topológicos, G um grupo

e, para cada i ∈ I, seja ui : G → Gi um homomorfismo de grupos. Se τ é a topologia inicial para

a famı́lia
(
(Gi, τi), ui

)
i∈I ([3], pp. 28-31), então (G, τ) é um grupo topológico. Logo, para todo grupo

topológico (H, θ) e para todo homomorfismo de grupos u : H → G, tem-se que u ∈ Homc((H, θ); (G, τ))

se e somente se ui ◦ u ∈ Homc((H, θ); (Gi, τi)) para todo i ∈ I.

(H, θ)
u−→ (G, τ)

ui ◦ u↘ ↙ ui

(Gi, τi)

Como consequência imediata da Proposição 5.1, temos o seguinte

Corolário 5.2. (a) Se (G, τ) é um grupo topológico e M é um subgrupo de G, então (M, τM ) é um

grupo topológico, onde τM é a topologia induzida por τ em M .

(b) Sejam
(
(Gi, τi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos topológicos,

∏
i∈I

Gi o grupo produto e
∏
i∈I

τi a topologia

produto em
∏
i∈I

Gi . Então

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I

τi

)
é um grupo topológico.

(c) Se (τi)i∈I é uma famı́lia de topologias de grupo em um grupo G, então
(
G, sup

i∈I
τi
)

é um grupo

topológico.

Definição 5.3. Seja
(
(Gi, τi), uij

)
i∈I um sistema projetivo de grupos topológicos (isto significa que I é

um conjunto munido de uma relação de ordem parcial ≤, (Gi, τi) é um grupo topológico para todo i ∈ I,

uij ∈ Homc((Gj , τj); (Gi, τi)) para i, j ∈ I com i ≤ j, uii = 1Gi para todo i ∈ I e uij ◦ ujk = uik para

i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k). Para cada i ∈ I seja ui : lim←− Gi → Gi o homomorfismo de grupos canônico

(Definição 2.3) e seja τ a topologia inicial para a famı́lia
(
(Gi, τi), ui

)
i∈I . O grupo topológico (lim←− Gi, τ)

(Proposição 5.1) é dito o limite projetivo topológico do sistema
(
(Gi, τi), uij

)
i∈I .

Observação 5.4. Seja
(
(Gi, τi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos topológicos. Munamos I da relação de

igualdade e definamos uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
(Gi, τi), uii

)
i∈I é um sistema projetivo de

grupos topológicos cujo limite projetivo topológico coincide com

( ∏
i∈I

Gi,
∏
i∈I

τi

)
.

Argumentando como na demonstração da Proposição 3.24, usando a Proposição 5.1 em lugar do

Teorema 1.11, obtém-se a seguinte
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Proposição 5.5. Nas condições da Definição 5.3, (lim←− Gi, τ) satisfaz a seguinte propriedade universal:

para todo grupo topológico (H, θ) e para toda famı́lia (αi)i∈I (onde αi ∈ Homc((H, θ); (Gi, τi)) para todo

i ∈ I) tal que uij ◦ αj = αi para i ≤ j, existe um único u ∈ Homc((H, θ); (lim←− Gi, τ)) tal que ui ◦ u = αi

para todo i ∈ I.

(Gj , τj)
uij−→ (Gi, τi)

αj ↖ ↗ αi

(H, θ)

(H, θ)
u−→ (lim←− Gi, τ)

αi ↘ ↙ ui

(Gi, τi)

Como todo grupo abeliano topológico é um Z-módulo topológico (Z munido da topologia discreta),

a Proposição 1.4.2 de [2] fornece o seguinte resultado:

Proposição 5.6. Sejam
(
(Gi, τi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos topológicos, G um grupo e, para cada

i ∈ I, seja ui : Gi → G um homomorfismo de grupos. Então existe uma única topologia de grupo τ em

G que é final para a famı́lia
(
(Gi, τi), ui

)
i∈I , no seguinte sentido: para todo grupo topológico (H, θ) e

para todo homomorfismo de grupos u : G → H, tem-se que u ∈ Homc((G, τ); (H, θ)) se e somente se

u ◦ ui ∈ Homc((Gi, τi); (H, θ)) para todo i ∈ I.

(G, τ)
u−→ (H, θ)

ui ↖ ↗ u ◦ ui

(Gi, τi)

Definição 5.7. Sejam
(
(Gi, τi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos topológicos, G o grupo

⊕
i∈I

Gi e, para cada

i ∈ I, seja ui : Gi → G a injeção canônica. Se
⊕
i∈I

τi é a topologia de grupo final para a famı́lia(
(Gi, τi), ui

)
i∈I ,

(
G,
⊕
i∈I

τi

)
é dita a soma direta topológica da famı́lia

(
(Gi, τi)

)
i∈I .

Definição 5.8. Seja
(
(Gi, τi), uji

)
i∈I um sistema indutivo de grupos topológicos (isto significa que I

é um conjunto munido de uma relação de ordem parcial ≤, (Gi, τi) é um grupo topológico para todo

i ∈ I, uji ∈ Homc((Gi, τi); (Gj , τj)) para i, j ∈ I com i ≤ j, uii = 1Gi para todo i ∈ I e ukj ◦ uji = uki

para i, j, k ∈ I com i ≤ j ≤ k). Para cada i ∈ I seja vi : Gi → lim−→ Gi o homomorfismo de grupos

canônico (lembrar a Proposição 2.11 e a Definição 2.12) e seja τ a topologia de grupo final para a

famı́lia
(
(Gi, τi), vi

)
i∈I . O grupo topológico

(
lim−→ Gi, τ

)
é dito o limite indutivo topológico do sistema(

(Gi, τi), uji
)
i∈I .

Observação 5.9. Seja
(
(Gi, τi)

)
i∈I uma famı́lia de grupos topológicos. Munamos I da relação de

igualdade e ponhamos uii = 1Gi para todo i ∈ I. Então
(
(Gi, τi), uii

)
i∈I é um sistema indutivo de

grupos topológicos cujo limite indutivo topológico coincide com

(⊕
i∈I

Gi,
⊕
i∈I

τi

)
.

Argumentando como na demonstração da Proposição 3.41, usando a Proposição 5.6 em lugar do

Teorema 3.29, obtém-se a seguinte



D.P. Pombo Jr. Grupos Abelianos Bornológicos 45

Proposição 5.10. Nas condições da Definição 5.8, (lim−→ Gi, τ) satisfaz a seguinte propriedade universal:

para todo grupo topológico (H, θ) e para toda famı́lia (αi)i∈I (onde αi ∈ Homc((Gi, τi); (H, θ)) para todo

i ∈ I) tal que αj ◦ uji = αi para i ≤ j, existe um único u ∈ Homc((lim−→ Gi, τ); (H, θ)) tal que u ◦ vi = αi

para todo i ∈ I.

(Gi, τi)
uji−→ (Gj , τj)

αi ↘ ↙ αj

(H, θ)

(lim−→ Gi, τ)
u−→ (H, θ)

vi ↖ ↗ αi

(Gi, τi)

Proposição 5.11. Sejam
(
(Gα, τα), uβα

)
α∈I um sistema indutivo de grupos topológicos e

(
(Hλ, θλ), vλµ

)
λ∈J

um sistema projetivo de grupos topológicos. Para (α, λ), (β, µ) ∈ I × J , com (α, λ) ≤ (β, µ), seja

Φ
(β,µ)
(α,λ) o homomorfismo de grupos de Homc((Gβ , τβ); (Hµ, θµ)) em Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)) dado por

Φ
(β,µ)
(α,λ) (w) = vλµ ◦ w ◦ uβα . Então((

Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)), Eθλτα

)
,Φ

(β,µ)
(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J

é um sistema projetivo de grupos bornológicos.

Demonstração. Mostremos que Φ
(β,µ)
(α,λ) é Eθµτβ − Eθλτα -limitada. De fato, sejam X ∈ Eθµτβ e Vλ uma θλ-

vizinhança de 0 em Hλ . Como vλµ : (Hµ, θµ) → (Hλ, θλ) é cont́ınua, existe uma θµ-vizinhança Vµ de

0 em Hµ tal que vλµ(Vµ) ⊂ Vλ ; e, como X ∈ Eθµτβ , existe uma τβ-vizinhança Uβ de 0 em Gβ tal que

X(Uβ) ⊂ Vµ . Finalmente, como uβα : (Gα, τα)→ (Gβ , τβ) é cont́ınua, existe uma τα-vizinhança Uα de 0

em Gα tal que uβα(Uα) ⊂ Uβ . Portanto,

Φ
(β,µ)
(α,λ) (X)(Uα) =

(
vλµ ◦ X ◦ uβα

)
(Uα) =

(
vλµ ◦ X

)
(uβα(Uα))

⊂
(
vλµ ◦ X

)
(Uβ) ⊂ vλµ(Vµ) ⊂ Vλ ,

e Φ
(β,µ)
(α,λ) (X) ∈ Eθλτα . Como as outras condições da Definição 3.22 são facilmente justificáveis, a demons-

tração está conclúıda.

Nas condições da Proposição 5.11, sejam (G, τ) o limite indutivo topológico do sistema
(
(Gα, τα), uβα

)
α∈I

e (H, θ) o limite projetivo topológico do sistema
(
(Hλ, θλ), vλµ

)
λ∈J . Para cada α ∈ I seja uα : Gα → G

o homomorfismo de grupos canônico, e para cada λ ∈ J seja vλ : H → Hλ o homomorfismo de grupos

canônico. Para cada (α, λ) ∈ I × J seja Ψ(α,λ) o homomorfismo de grupos de Homc((G, τ); (H, θ)) em

Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)) dado por Ψ(α,λ)(u) = vλ ◦ u ◦ uα . Raciocinando como na demonstração da

Proposição 5.11, verifica-se que Ψ(α,λ) é Eθτ − Eθλτα -limitada. Além disso, a famı́lia
(
Ψ(α,λ)(u)

)
(α,λ)∈I×J

pertence ao grupo lim←− Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)) para qualquer u ∈ Homc((G, τ); (H, θ)). Realmente, se

(α, λ), (β, µ) ∈ I × J e (α, λ) ≤ (β, µ), tem-se

Φ
(β,µ)
(α,λ)

(
Ψ(β,µ)(u)

)
= Ψ(α,λ)(u).
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(Gβ , τβ)
w−→ (Hµ, θµ)

uβα ↑ ↓ vλµ

(Gα, τα) −→
Φ

(β,µ)

(α,λ)
(w)

(Hλ, θλ)

(G, τ)
u−→ (H, θ)

uα ↑ ↓ vλ

(Gα, τα) −→
Ψ(α,λ)(u)

(Hλ, θλ)

Podemos então enunciar o

Teorema 5.12. Nas condições acima, o homomorfismo de grupos

Γ: u ∈
(
Homc((G, τ); (H, θ)), Eθτ

)
7→ Γ(u) =

(
Ψ(α,λ)(u)

)
(α,λ)∈I×J

∈
(

lim←− Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)),D
)

é um isomorfismo de grupos bornológicos, onde o contradomı́nio de Γ é o limite projetivo bornológico do

sistema dado na Proposição 5.11.

Antes de provar o Teorema 5.12, estabeleçamos um resultado auxiliar:

Lema 5.13. Sejam ((Gi, τi))i∈I uma famı́lia de grupos topológicos, G um grupo e, para cada i ∈
I, seja ui : Gi → G um homomorfismo de grupos. Seja τ a topologia de grupo final para a famı́lia(
(Gi,Bi)), ui

)
i∈I . Então, para todo grupo topológico (H, θ) e para conjunto X de homomorfismos de

grupos de G em H, as seguintes condições são equivalentes:

(a) X ∈ Eθτ ;

(b) X ◦ ui = {u ◦ ui ;u ∈ X} ∈ Eθτi para todo i ∈ I.

Demonstração do Lema 5.13. Como (a) claramente implica (b), provemos que (b) implica (a). Com

efeito, seja F(X;H) o grupo abeliano das funções de X em H, munido da topologia da convergência

uniforme (τu), a qual o torna um grupo topológico. Consideremos o homomorfismo de grupos g : G →
F(X;H) dado por g(x)(u) = u(x) para x ∈ G e u ∈ X. É claro que X ∈ Eθτ se e somente se g : (G, τ)→
(F(X;H), τu) é cont́ınuo. E, pela Proposição 5.6, g : (G, τ) → (F(X;H), τu) é cont́ınuo se e somente

se g ◦ ui : (Gi, τi) → (F(X;H), τu) é cont́ınuo para todo i ∈ I. Fixemos então i ∈ I e seja V uma

θ-vizinhança de 0 em H. Como, por hipótese, X ◦ ui ∈ Eθτi , existe uma τi-vizinhança Ui de 0 em Gi tal

que (X ◦ ui)(Ui) ⊂ V . Portanto,

(g ◦ ui)(Ui) ⊂ {h ∈ F(X;H);h(X) ⊂ V },

mostrando a continuidade de g ◦ ui e concluindo a demonstração de (a).

Passemos à

Demonstração do Teorema 5.12. Primeiramente, provemos que Γ é um isomorfismo de grupos.

Realmente, seja g =
(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J ∈ lim←− Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)) arbitrário. Fixemos λ ∈ J e

consideremos a famı́lia
(
g(α,λ)

)
α∈I . Como

g(β,λ) ◦ uβα = vλλ ◦ g(β,λ) ◦ uβα = Φ
(β,λ)
(α,λ)(g(β,λ)) = g(α,λ)
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para α ≤ β, a Proposição 5.10 garante a existência de um único θλ ∈ Homc((G, τ); (Hλ, θλ)) tal que

g(α,λ) = θλ ◦ uα para todo α ∈ I. Por outro lado, tem-se θλ = vλµ ◦ θµ para λ ≤ µ. De fato, para todo

α ∈ I,

θλ ◦ uα = g(α,λ) = Φ
(α,µ)
(α,λ)(g(α,µ)) = vλµ ◦ g(α,µ) ◦ uαα = vλµ ◦ g(α,µ) = vλµ ◦ θµ ◦ uα ,

e do fato de que todo elemento de G pode ser expresso como uma soma finita de elementos da forma

uα(xα) resulta que θλ = vλµ ◦ θµ . Logo, pela Proposição 5.5, existe um único u ∈ Homc((G, τ); (H, θ))

tal que θλ = vλ ◦ u para todo λ ∈ J . Além disso,

Γ(u) =
(
vλ ◦ u ◦ uα

)
(α,λ)∈I×J =

(
θλ ◦ uα

)
(α,λ)∈I×J =

(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J = g,

sendo u o único elemento de Homc((G, τ); (H, θ)) cuja imagem por Γ é g. Portanto, Γ é um isomorfismo

de grupos.

Provemos que Γ é um isomorfismo de grupos bornológicos. Com efeito, seja X ∈ Eθτ arbitrário. Como

Γ(X) ∈ D se e somente se Ψ(α,λ)(X) ∈ Eθλτα para todo (α, λ) ∈ I × J e como cada aplicação Ψ(α,λ) é

Eθτ − Eθλτα -limitada, então Γ(X) ∈ D. Logo, Γ é limitada. Finalmente, verifiquemos que Γ−1 é limitada.

De fato, seja Y um conjunto D-limitado arbitrário. Para cada (α, λ) ∈ I×J , seja G(α,λ) o homomorfismo

de grupos (
g(β,µ)

)
(β,µ)∈I×J ∈ lim←− Homc((Gβ , τβ); (Hµ, θµ)) 7→ g(α,λ)

∈ Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)).

Então G(α,λ)(Y) ∈ Eθλτα para todo (α, λ) ∈ I×J . Pela bijetividade de Γ, para cada g =
(
g(α,λ)

)
(α,λ)∈I×J ∈

Y existe um único ug ∈ Homc((G, τ); (H, θ)) tal que Γ(ug) = g. Afirmamos que X = {ug ; g ∈ Y}
(= Γ−1(Y)) pertence a Eθτ . Realmente, como θ é topologia inicial para a famı́lia

(
(Hλ, θλ), vλ

)
λ∈J , X ∈ Eθτ

se e somente se vλ ◦ X ∈ Eθλτ para todo λ ∈ J . Mas, para λ ∈ J fixado, G(α,λ)(Y) = (vλ ◦ X) ◦ uα ∈ Eθλτα
para todo α ∈ I, e o Lema 5.13 fornece vλ ◦ X ∈ Eθλτ . Portanto, Γ−1(Y) ∈ Eθτ , mostrando que Γ−1 é

limitada.

Isto conclui a demonstração.

Corolário 5.14. Sejam
(
(Gα, τα)

)
α∈I e

(
(Hλ, θλ)

)
λ∈J duas famı́lias de grupos topológicos, (G, τ) a

soma direta topológica da famı́lia
(
(Gα, τα)

)
α∈I e (H, θ) o produto topológico da famı́lia

(
(Hλ, θλ)

)
λ∈J .

Então os grupos bornológicos(
Homc((G, τ); (H, θ)), Eθτ

)
e

( ∏
(α,λ)∈I×J

Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

Eθλτα

)
são isomorfos.

Demonstração. Consideremos I (respectivamente J) munido da relação de igualdade. Como, nesse

caso, os grupos bornológicos (
lim←− Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)),D

)
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e ( ∏
(α,λ)∈I×J

Homc((Gα, τα); (Hλ, θλ)),
∏

(α,λ)∈I×J

Eθλτα

)
coincidem, o resultado segue imediatamente do Teorema 5.12.

Referências

[1] M. Akkar, Espaces vectoriels bornologiques K-convexes, Indag. Math. 73 (1970), 82-95.
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Estat́ıstica da USP (1973).

[3] N. Bourbaki, Topologie Générale, Chapitres 1 et 2, Quatrième édition, Actualités Scientifiques et
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