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THE BRACHISTOCHRONE PROBLEM VIA DIFFERENTIAL CALCULUS
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Resumo

Neste trabalho propomos uma solucao alternativa para o problema da bra-
quistécrona usando apenas ferramentas e argumentos de Céalculo Diferencial e
Integral e de Fisica Bésica, evitando totalmente a equagao de Euler-Lagrange
e a Teoria dos Funcionais como usualmente é apresentado o problema. Esta
abordagem poderia ser introduzida para alunos de um curso de célculo di-
ferencial como aplicagdo de técnicas de optimizacao dentro do conjunto de
aplicacoes cldssicas da derivada e integral.
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Abstract

In this article we propose an alternative solution for the brachistochrone
problem, where we use only elementary arguments and tools from Differential
and Integral Calculus and Elementary Physics, avoiding completely the The-
ory of Functionals and Euler-Lagrange Equation as customarily presented.
This solution could be introduced to students of an ordinary Differential and
Integral Calculus course as an application of Optimization Techniques.
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2 A. L. Araujo; J. J. Pedrosa Braquistécrona via Cdlculo Diferencial

1 Introducao

O problema que propomos resolver consiste em encontrar a equacao diferencial da
braquistécrona ou curva de tempo minimo usando apenas argumentos de calculo
diferencial aplicado a um problema de Mecanica Classica. O problema da bra-
quistécrona é um dos problemas mais famosos do século 17, usado para desafiar
matemaéticos da época (como Newton) e foi uma das principais motivagoes para o
surgimento do Célculo das Variagoes (veja [0],[5] ou [10]). Pode ser definido do se-
guinte modo: dados dois pontos A e B no plano, encontrar a trajetéria ao longo da
qual um objeto desliza, sem atrito, sob acao da gravidade, no menor tempo possivel
de A a B, supondo que ele comeca em A no repouso e termina em B. Este pro-
blema ¢é obviamente um problema de otimizacao, e aqui deveremos trata-lo como
um problema de otimizacao de um curso de calculo diferencial e integral. Uma re-
visao bibliografica mostra que este problema sempre é apresentado de dois pontos de
vista ou via Célculo da Variagoes e a equagao de Euler-Lagrange (por exemplo, veja
[9]) ou através do Principio de Fermat como na visao de Bernoulli ([4]). Queremos
apresentar uma terceira maneira de resolve-lo, que usa apenas argumentos de um
curso de calculo diferencial e integral, podendo assim ser apresentado em um curso
destes como aplicacao da derivada e da integral. Antes de apresentar as condigoes
do problema, gostariamos de exibir, usando diferenciais e hipdteses fisicas como
se obtém a expressao do tempo de descida do objeto para cada trajetéria possivel.
Este tempo de descida se expressa através de uma integral que envolve a fungao cujo
grafico descreve a trajetéria do objeto, a saber y(x). Dado que o problema assume
que nao existe atrito, a lei da conservacao da energia mecanica implica que a soma
das energias potencial e cinética se mantém constante ao longo do movimento. Isto
é
K + U = const,

onde K denota a energia cinética do corpo e U a sua energia potencial. Para

um objeto proximo a superficie da terra a energia potencial pode ser aproximada,

assumindo que a energia potencial na superficie da Terra é zero, pela expressao
U = mgh,

onde h denota a altura que o objeto se encontra relativamente a superficie da Terra.
Um bela prova desta simplificacao se encontra em [3]. Da lei de conservagao, consi-
derando os pontos em um sistema de coordenadas cartesiano A(xo,yo) € B(x1,41),

com yg = 0 e xy = 0, a diregao positiva do eixo Y apontando para baixo, com o solo
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na coordenada y = H e g a aceleracao da gravidade temos:

1 1
§m"02 +mg(H —y) = 57’“’3 +mg(H — yo)

v9 = 0 e yo = 0 acarreta:

1
—muv? +mgH — mgy = mgH,

2
Lo
—mv° —mgy = 0,
2
2gy e
d d
v:—8:>dt— i

dt 2y
Assim o tempo necessario para percorrer a trajetéria completa serd

1 ds
0o Vv 29
/ /1 + y/2

T —

A integral T, no Célculo Variacional, é chamada de funcional e nosso problema
se resume a encontrar uma fungao y(z) definida no intervalo [z, x1], satisfazendo as

condicoes

y(zo) = yo e y(z1) = n
que minimiza o funcional T'. Para encontrar a fungao que produz o menor valor
de T, observe primeiro que a propriedade minimizante é uma propriedade local, a

saber: se y(x) minimiza o functional 7' no intervalo [xg, 2], entdo para qualquer

subintervalo [c, d] C [z, 1] a restri¢ao yj.q(x) de y ao intervalo, minimiza

[

c d —
subjeito as condigoes de contorno

y|[c,d](c) = y(c>7 y|[c,d](d) - y(d)

Observe que o funcional estd definido por uma integral e portanto precisamos que
o integrando seja de fato integravel e como continuidade implica integrabilidade e
diferenciabilidade implica continuidade (ver [1]), entao é natural assumir a existéncia

de y” para termos continuidade do funcional. A segunda ideia fundamental é que
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devemos considerar, dado que a propriedade é estritamente local, apenas fungoes

em um intervalo pequeno, formadas por dois segmentos de reta, como na figura 2.

Figura 1: Modelo das Funcgoes

yr

— X
§-sen (@)
—_—
dx dx

2 Argumento Principal

Vamos utilizar as seguintes aproximagoes:

1
Va +dr =z + mdx, (1)
L1 1, )

x+dr x 22

que seguem da conhecida formula do calculo diferencial
flx+dz) = f(x)+ f'(z)dx.

O teorema de Pitdgoras implica que As = /L2 + 62 e aplicando (1) com z = L? e
dx = 6% temos:

1
As=VI2+ 2L+ ﬁaz. (3)
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Por outro lado,

v? — v = 2gh
(v —vp)(v+ vg) = 2gh

dy pequeno = ”*% = v, € assim

(v —vg)(v+vy) = (v —19)2v9 = 2gdh =

Como dh = d cos a segue que

o & gdy _ gd cos (4)

Vo Vo

Estamos prontos para estimar o tempo de descida, somando o tempo de descida

de cada pedacginho de nossa trajetéria.

As As
==+
vg v+ dv

=As (i—i— 1 )
vy v+ dv

e aplicando (2) obtemos

T

e usando (3) e (4) finalmente obtemos

52 2 1 gdcosa
T = L E— _— — e —_— . 5
< +2L) (vo vg Vg ) (5)
Tendo obtido a expressao de T' em funcao de §, como queremos minimizar 7T,

vamos derivar T' relativamente a d para obtermos os valores criticos de §. Diferen-
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ciando T relativamente a &

dl' § (2 gdcosa 52 g cos
@ _2 (£ _ 90t L+2 ) (—
57 () (i) (55

20  gé%cosa  Lgcosa  gd?cosa

“wl  Lvd vs 2Lv3
20 gd®cosa  Lgcosa
L 2Lu3 vy

e desconsiderando o segundo termo, uma vez que ele é muito pequeno, tem-se

dI' 20 Lgcosa
ds vl vg

Fazendo % igual a zero, obtemos

20 Lgcosa

voL vs
Usando que v = 2gy, chegamos a equagao

24 B Lcosa

L 2 (©6)

Passemos, agora, a estimar a segunda derivada y”. Para tal, observe que

, dy+dcosa

% ~dr — 6 sen «

, dy—dcosa
Yo =7 "+
dr + J sen o

e, assim,

v Yo—¥y  —20(dysena + dx cos )
O dz(dx? — (dsena)?)

Como 2% sen 2 é muito pequeno, podemos reduzir a equacao a

”——2—5 @sena—l—cosa
v (dz)? \ dz

L 24 cos o d—ytana+ ]
 (dr)? \dzx '
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Dado que § dy =1y e tana = ¥/, podemos escrever

y_ 20cosa g
y = (dx)z (y +1)

Além disso, como dx = L cos a, temos que

20

V'S Tresa VY-

Finalmente, usando (6), obtemos

1

no_. - 2
Y=g, 001, ()

que é exatamente a equagao da cicléide. De fato, esta equacao se obtém quando

calculamos a equacao de Euler-Lagrange

oL d (OLY\ _
oy dx \oy')
para o problema da braquistocrona, cujo funcional ja vimos ser

po [

e a funcao que define o funcional, que estamos denotando por F', é

Vs

F(‘/'E7 y7 y,) = \/%

Vamos verificar isto agora.

(1 =+ y/2)1/2

F(z,y,y) = e
OF
— =0.
ox
oF (1 +y)?
oy B 2y3/2
OF Y

o (L) Py
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PPF Y
ayay/ o 2(1 4 y/2)1/2y3/2'
O*F 1

8y’8y’ (1 +y/2)3/2y1/2'
Assim

8_F_i<8_F) oF  9*F , O0°F , O*F
oy’

Jdy dx a_y B 0yoy’ v 8y’8y’y B 0x 0y’
x ?F _
F' nao depende de x, logo Bedy = 0.
(1 +y/2>1/2 y/2 y//

243/ 2(1 +y’2)1/2y3/2 B (1+ y’2)3/2y1/2
(1 + y/2>2 + (1 + ylz)ya - ny//
2(1 +y/2)3/2y3/2
_ -1 = 2y/2 _ y/4 + y/2 + y/4 _ ny//
- 2(1 +y/2)3/2y3/2
—1—= y/2 . ny//
2<1 +y/2)3/2y3/2'

OF _d (0P _,
dy dx \oy )

1492+ 2yy" =0,

Logo

corresponde a

isto é:

1 1

_ 12
Y’ = Qy(y +1).

Na literatura (veja [2],[3], [7] ou [9]), a equacao da cicléide é apresentada na forma
y(1+y?%) =c
Derivando esta equagao em relagao a x, obtemos
y(1+y?) +2yy'y" =0
e dividindo por 3/, chegamos a
1+y2+2yy" =0.
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Figura 2: Cicloide

Finalmente isolando 3", temos

1
" 2

=—— (y?+1

y'= g, W7+
chegando, novamente, a equagao diferencial (7) que deduzimos para o problema da

braquistocrona.

Nos cursos de calculo a cicléide é apresentada como a curva descrita por um
ponto sobre a borda de um circulo de raio r que rola sobre uma reta sem deslizar.

Através desta definicao geométrica se obtém a parametrizacao cldssica da cicldide,

a saber

z=r(0 — senf)

y=r1r(1—cos®)

O seguinte argumento encontrado na literatura mostra como obter esta parame-

trizacao resolvendo a equacao diferencial da braquistocrona,

y(1+y?) =c
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10 A. L. Aravjo; J. J. Pedrosa Braquistécrona via Cdlculo Diferencial

Vamos apresenta-lo aqui para deixar completa esta abordagem da braquistocrona.

y(l+y?) =c
isolando 3 = fl—gyg obtemos

dy _ Jezy

dx Y

e fazemos a seguinte substituicao

cC—Yy
y(1+ tg?a) = ctg’a

simplificando temos

y = csen’a.

Usando a férmula sen?ac = %, chegamos a expressao
c
y = 5(1 — cos2a) (8)

Derivando a expressao y = csen 2 obtemos

j—z = 2csen v cos a. (9)
Como

dy _ Je=y

dr y
dy _ 1
dr  tga
dy _dyds
da  dz do
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logo

d
dr 5% 2csenacosa

do % 1
dx tga
=2csen *a
e usando que sen?q = 1=¢32¢
dx
— =c(1 — cos2a,)
do

que integrando finalmente obtemos
c
x 25(204 — sen2a) + A.

Como o ponto sobre o circulo inicia em (0,0), temos y=0 e x=0 e portanto A = 0,

logo
r = 5(204 — sen 2aq). (10)
Fazendo r = 5 e 0 = 2a nas equagoes 8 e 10 chegamos a parametrizagao da cicléide
requerida,
r=r(0 — senf)
y=r(l—cosh)

3 Justicativas das simplificacoes.

Para um leitor mais rigoroso, as simplificagoes que fizemos na expressao % antes de
a igualarmos a zero visando obter o ¢ critico, podem ter levantado iniimeras duvidas
quanto a corre¢ao de nosso procedimento. No sentido de eliminarmos estas dividas,
vamos apresentar argumentos mais formais que justificam as simplificagoes feitas
no decorrer de nossa apresentacao. Resolvemos coloca-las em uma secao separada,
para nao modificarmos o tipo de abordagem mais intuitiva, que consideramos mais

adequado a compreensao dos alunos dos cursos de fisica ou engenharia. Assim,
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12 A. L. Aravjo; J. J. Pedrosa Braquistécrona via Cdlculo Diferencial

retornando ao célculo de %, temos

dT 26 gd®cosa  Lgcosa

ds vl 2L} v
_ 4v§ — 390 cosa — 2L%gcos a
B 2L}

Usando que v3 = 2gy, obtemos

dI" 80y — 362 cos av — 2L? cos a
a7 2Lv3 ‘

Fazendo % igual a zero, tem-se

dr
I =0 <= 30%cosa — 8yd +2cosal? =0

30% cosa — 8yd + 2L* cosav = 0 (11)

Resolvendo a equagao acima para d, chegamos a equagao

8y — \/64y2 — 24172 cos? «
N 6 cos o '

5, (12)

Lema 1. Se . denota o § critico, temos que

Prova.

o 8y — \/643/2 — 24172 cos? «
L 6L cos
8y — \/64y2 — 24172 cos? « <8y + \/64y2 — 2412 cos? a)

6L cos a 8y + 1/64y? — 24L2 cos? a
B 242 cos a
N 6L cos « <8y + /64y? — 2412 cos? a)
24L cos v

—0

6 cos « <8y + /64y2 — 2412 cos? a)

quando L — 0, provando o lema.

Lema 2. Se y(z) denota a fungdo minimizante entre as funcoes formadas por dois
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segmentos como na figura 2, entdo y(x) satisfaz a sequinte equagdo,

yé_yi 2 N2
= — - () +1).
dx (4y — géccosa) (1— %(y’)2> ( )

Prova. Dos calculos anteriores,

Yo — Y1 Yo —¥  —20.(dysina + dxcosa)

dx dx dx(dx? — (0.sin «v)?)
(g—z sin v 4 cos )

dx? — (0. sin av)?
20, d
=— cosa (—ytana—|—1>.

da? — §2sin’ o \dzx

=25

Além disso, dx = L cos a, implica que

Yo — Y 20, cos « (dy

— ——tana +1
dx L2cos? o — §2sin® a \ dx >

20, cos dy
— = T tana + 1
L2 cos? a <1 — 75 tan® a) X

20,
= — . d—tana—i—l .
L2 cos av (1 — %tan2 a) x

Usando 11 chegamos a

i 20 d
B2- 0 __ 5 (—ytana~|—1) .
dx (4yd — 262 cosa) (1 — %5 tan® ) \dz

Simplificando é., obtemos

| 2 d
270 _ (—ytana+1>,

dx (4y — 36, cos @) <1 — }i—% tan? &) dx

que é a equacao que queriamos.

13

(13)

Corolario. A func¢do minimizante que produz o menor tempo de descida entre as

funcoes duas vezes diferencidveis satisfaz a equacao diferencial:

y// — _% (y/2 4 1) ]
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Prova. E suficiente fazermos dz — 0 (e portanto L — 0) na equagao 13, a saber

yé - y/1 9 N
o 1
dz (4y — %50 oS v) (1 — i_Z(y/)z) ((?J) + )

e observar que quando dx — 0,

0. — 0

=50 lema 1

e que

para obtermos

y" = _% (y/2 + 1) .

4 Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma solucao completamente elementar do problema
de encontrar a equacao diferencial da braquistécrona, ou curva de tempo minimo.
Por elementar queremos dizer que utilizamos apenas ideias e ferramentas de Calculo
Diferencial e Integral e conceitos de Mecanica Cléssica basica, evitando o Célculo
Variacional. Desta maneira, se torna possivel mencionar este problema classico do
Célculo Variacional nos cursos de célculo ou fisica iniciais. Finalmente foi possivel
ilustrar um pouco a extraordinaria ferramenta que é o calculo diferencial e integral
no sentido de modelar problemas complexos do mundo real de uma forma a ser

acessivel aos alunos dos anos inciais dos curso de fisica e engenharia.
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