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Resumo

Nesta nota mostramos que a Questao 441 de Ramanujan permanece valida
em um contexto bastante abrangente.
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Abstract

In this note it is shown that Question 441 of Ramanujan remains valid in
a quite general context.
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1 Introducao

No periodo 1911-1919, Srinivasa Ramanujan (1887-1920) submeteu 58 questoes ao

Journal of the Indian Mathematical Society, cujo impacto foi discutido, exaustiva e

profundamente, em [1]. A veracidade da Questao 441 de Ramanujan [5], [3, p. 201]
”Show that

(6a* — 4ab + 4b*)* = (3a® + 5ab — 5b%)* + (4a® — 4ab + 6b%)* + (5a* — 5ab — 3b*)?,
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and find other quadratic expressions satisfying similar relations.”

foi confirmada em [1]. Nesta nota mostramos que, sob uma condi¢ao bastante geral,

x = 3a* + 5ab — 5b%,
y = 4a® — 4ab + 6b,
2 = 5a® — 5ab — 3b%,
t = 6a® — 4ab + 4b*

¢ solucao da equagao

2yt + 2 =1

como Ramanujan ja vislumbrara no caso em que a e b sao numeros racionais ar-
bitrarios.
Sejam Z o anel dos nimeros inteiros, R um anel comutativo com unidade 1 # 0

e lembremos que a aplicacao
neZ+—nleR

¢ um homomorfismo de anéis, onde n.1 =0€ Rsen=0, nl=1+1+---+1se
—_—

n vezes

n>0en.l=—((—n).1) se n < 0. Consequentemente, o subanel
{n.1;n € Z}

de R ¢ isomorfo a Z (em qual caso diz-se que R possui caracteristica zero) ou ao
anel Z,, do inteiros médulo m, para algum inteiro m > 1 (em qual caso diz-se que
R possui caracteristica m) [2, Cap. XIII]. Por um abuso de notagao, escreveremos

"n” em lugar de "n.1”.

2 O resultado

Nosso propésito é estabelecer o seguinte fato.

Proposicao 2.1. Seja R um anel comutativo com unidade 1 # 0, arbitrdrio. Entao,
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para quaisquer a,b € R,

z = 3a® + 5ab — 5b*
y = 4a® — 4ab + 6b°,
2 = 5a® — 5ab — 3b,
t = 6a® — 4ab + 4b*

€ solucao da equacao

2yt =1

Por consequéncia, o« =z, B =y, vy = —2z e d =t € solucdo da equacio o> + 3> =

v+ 53

Demonstracdo. Inicialmente, lembremos que
(u+v)* = v’ + 3uv + 3uv? + v

para quaisquer u,v € R.

Escrevendo t = u + v, com u = 6a? — 4ab e v = 4b?, conclui-se que
t* = 216a° — 432a°b + 720 a’b* — 640 a*b® + 480 a®b" — 192 ab® + 64 b°.
E, escrevendo y = u + v, com u = 4a® — 4ab e v = 6b°, conclui-se que
y® = 6405 — 192a°b + 480 a*b? — 640 a®b® + 720 a?b* — 432 ab® + 216 1.
Consequentemente,
3 —y3 = 152a% — 240 a®b + 240 a*b* — 240 a®b* + 240 ab® — 1521°.
Da mesma forma, escrevendo = u + v, com u = 3a? + 5ab e v = —5b?, vem
2® = 2745 + 135a°b + 90 a*b® — 325 a*b* — 150 a®b* + 375 ab® — 1251°.
E, escrevendo z = u + v, com u = 5a? — Hab e v = —3b?, vem

23 =125a% — 375 a°b + 150 a*b? + 325 a>b® — 90 a®b* — 135 ab® — 27 5.
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Portanto,
23 4 2% = 152a® — 240 a®b + 240 a*b? — 240 a®b* + 240 ab® — 15285 = 3 — ¢,

como queriamos demonstrar. O]

Corolario 2.1. Sob as condicoes da Proposicao 2.1, ax, ay, az, at € solucao da

equacao 3 + 1> + 2% = 3 para todo o € R.
Demonstracao. Imediata a partir da Proposicao 2.1. O

Exemplo 2.1. (i) No caso em que R é o corpo Zs dos inteiros médulo 2, cuja
caracteristica é 2, z, y, z e t adquirem a fisionomia z = z = a*> +ab+b* ey =t = 0.
(ii) No caso em que R é o corpo Zs dos inteiros médulo 3, cuja caracteristica é 3,
x,y, z e t adquirem a fisionomia x =t = 2ab + b*, y = a® + 2ab e z = 2a® + ab.

(iii) No caso em que R é o corpo Zs dos inteiros médulo 5, cuja caracteristica é 5, x,
y, z e t adquirem a fisionomia z = 3a?, y = 4a* +ab+b?, z = 2b% e t = a® + ab+4b°.
(iv) No caso em que R é o anel Zg dos inteiros médulo 6 (R ndo é um corpo,

pois 6 ndo é primo), cuja caracteristica é 6, =z, y, z e t adquirem a fisionomia

x = 3a® + bab + b?, y = 4a® + 2ab, z = 5a® + ab + 3b® ¢ t = 2ab + 4b°.

Exemplo 2.2. No caso em que R é um anel comutativo com unidade, de carac-
teristica zero, z, y, z e t permanecem com a fisionomia explicitada no enunciado da

Proposicao 2.1.

Exemplo 2.3. Seja R o anel comutativo com unidade das funcoes continuas do
intervalo [0,1] em R, cujas operagbes de adi¢do e multiplicacdo sao dadas por
(f +9)(s) = [f(s) + g(s) e (fg)(s) = f(s)g(s) para todo s € [0,1] (f,g € R
quaisquer) e cujo elemento unidade ¢é a fungao s € [0,1] — 1 € R (R nao é um
anel de integridade e possui caracteristica zero). Entao, pelo que observamos no
exemplo acima, x, y, z e t permanecem com a fisionomia explicitada no enunciado

da Proposigao 2.1.
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