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Resumo

A presente nota visa apresentar um estudo detalhado das equação diferen-
ciais hipergeométricas de segunda ordem e suas soluções em torno de qualquer
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1 Introdução

Uma das equações diferenciais importantes, não apenas emMatemática, mas também

em F́ısica e Engenharia, é a seguinte EDO:

x(1− x)y′′ + [γ − (1 + α + β)x]y′ − αβy = 0, (1.1)

a qual é conhecida como equação diferencial hipergeométrica, ou equação diferen-

cial hipergeométrica de Gauss. Aqui os parâmetros α, β, γ são constantes quaisquer.

Esta EDO foi primeiramente estudada por Euler [4] em 1769 e depois foi investigada

de uma forma mais sistemática por Gauss, Kummer, Riemann, Papperitz, Schwarz,

entre outros. É bem conhecido que a EDO hipergeométrica tem três pontos singula-

res regulares 0, 1 e ∞, outras EDOs lineares de segunda ordem com no máximo três

pontos singulares regulares podem ser transformadas, através de uma mudança das

variáveis apropriadas, em uma EDO hipergeométrica, por exemplo EDOs de Bessel,

Legendre e Chebyshev. As soluções das EDOs hipergeométricas podem ser escritas

em termos de uma classe importante e interessante de funções especiais chamadas

de funções hipergeométricas (de Gauss) 2F1 (veja Definição 3.1), as quais foram

estudadas sistematicamente primeiro por Gauss [5], embora tenham aparecido antes

nos trabalhos de Wallis [6] e Euler. Outras funções especiais, como exponencial,

logaŕıtmica, trigonométrica, Bessel, Airy e etc., podem ser escritas em termos de

funções hipergeométricas ou seus limites.

Equações diferenciais hipergeométricas e funções hipergeométricas, e suas gene-

ralizações, conhecidas como equações diferenciais hipergeométricas generalizadas e

funções hipergeométricas generalizadas, ainda são linhas de pesquisa ativas na Ma-

temática e na F́ısica Teórica. O objetivo principal do presente trabalho é apresentar

um conjunto fundamental de soluções da equação diferencial hipergeométrica (3.18)

em torno de todos os seus pontos singulares regulares para todas as escolhas dos

parâmetros α, β, γ através do método de Frobenius. Para a elaboração desta nota

os autores foram beneficiados pela página de web [7].

A organização da presente nota é da seguinte forma. Na Seção 2 é explicado

brevemente como obter as soluções de um EDO linear de segunda ordem em torno

de seus pontos singulares regulares através do método de Frobenius. A Seção 3

é dedicada à apresentação das equações diferenciais hipergeométricas, seus pontos

singulares regulares, seus expoentes e as funções hipergeométricas. Um conjunto fun-

damental de soluções de equações diferenciais hipergeométricas em torno de pontos

singulares regulares 0, 1 e ∞ é encontrado respectivamente nas Seções 4, 5 e 6.
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2 Método de Frobenius

O método de frobenius é utilizado para resolver equações diferenciais ordinárias por

meio de séries de potência em torno de pontos singulares regulares. As referências

utilizadas nessa seção são [3] e [2].

Para explicar brevemente este método, considere a seguinte EDO:

P (x)y′′ +Q(x)y′ +R(x)y = 0, (2.2)

onde x0 ∈ R é um ponto singular e P (x), Q(x), R(x) são funções anaĺıticas em x0.

Sabemos que x0 é um ponto singular regular da EDO se as duas funções p̂(x) :=

(x − x0)
Q(X)

P (x)
e q̂(x) := (x − x0)

2 R(x)

P (x)
são anaĺıticas em x0. A seguir, para

simplicidade, supomos que x0 = 0 ( para caso geral veja Observação 2.3). Assim a

EDO (2.2) é equivalente a seguinte EDO:

x2y′′ + p̂(x)xy′ + q̂(x)y = 0, (2.3)

e como p̂(x) e q̂(x) são anaĺıticas em x0 = 0, possuem as seguintes expanções em

série de Taylor:

p̂(x) =
∞∑
n=0

pnx
n & q̂(x) =

∞∑
n=0

qnx
n . (2.4)

de raios de convergências ρ1 e ρ2, respectivamente. Se supormos que P ,Q e R são

polinômios, então x0 é um ponto singular regular da EDO (2.2) se e somente se os

limites:

p0 := lim
x→x0

(x− x0)
Q(x)

P (x)
, q0 := lim

x→x0
(x− x0)

2 R(x)

P (x)

existem e são finitos.

No método de Frobenius supõe-se que uma solução da EDO (2.3) é da forma:

ϕ(x, r) := xr
∞∑
n=0

an(r)x
n, x > 0, (2.5)

e observa-se que, para variáveis indeterminadas a0 ̸= 0 e r, a série ϕ(x, r) satisfaz a

EDO (2.3) se

λ(r) := r(r − 1) + p0r + q0 = 0, (2.6)
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e an(r) satisfaz a seguinte relação de recorrência:

λ(r + n)an(r) = −
n−1∑
j=0

[
(j + r)pn−j + qn−j

]
aj(r), n ≥ 1 , (2.7)

desde que λ(r + n) ̸= 0, n ≥ 1. A equação λ(r) = 0 é chamada de equação indicial

da EDO (2.3) e suas ráızes chamam-se expoentes na singularidade x0 = 0.

No seguinte teorema resumimos o método de Frobenius, no qual ρ := min{ρ1, ρ2}.
Para mais detalhes o leitor pode consultar as Seções 4,5,6 do Cap. 4 da referência

[3].

Teorema 2.1 (Método de Frobenius). Sejam r1 e r2 duas ráızes da equação

indicial (2.6), tal que r1 ≥ r2 se forem reais. Então uma solução da EDO (2.2) é

da forma:

y1(x) = |x|r1
∞∑
n=0

anx
n, (2.8)

para −ρ < x < 0 ou 0 < x < ρ, onde a0 ̸= 0 e os coeficientes an’s são constantes que

podem ser determinadas pela substituição de y1(x) na EDO (2.2). A segunda solução

y2(x), que será linearmente independente de y1, terá uma das seguintes formas:

1. Se r1 ̸= r2 e (r1 − r2) /∈ N, então y2(x) é:

y2(x) = |x|r2
∞∑
n=0

bnx
n, (2.9)

onde b0 ̸= 0, −ρ < x < 0 ou 0 < x < ρ, bn ̸= 0 e os bn’s são coeficientes

constantes que podem ser determinados pela substituição de y2(x) na EDO

(2.2).

2. Se r1 = r2, então:

y2(x) = y1(x) ln |x|+ |x|r1
∞∑
n=1

cnx
n, (2.10)

para −ρ < x < 0 ou 0 < x < ρ, onde os coeficientes cn são constantes que

podem ser determinados pela substituição de y2(x) na EDO (2.2).

3. Se r1 ̸= r2 e (r1 − r2) ∈ N, então y2(x) é:

y2(x) = a y1(x) ln |x|+ |x|r2
∞∑
n=0

dnx
n, (2.11)
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onde −ρ < x < 0 ou 0 < x < ρ, d0 ̸= 0, e dn’s e a são constantes que

podem ser determinadas pela substituição de y2(x) na EDO (2.2). Anote que

a constante a pode ser 0.

Observação 2.1. No item 2 do Teorema 2.1, quando r1 = r2, a soluçao y2(x) dada

em (2.10) segue do fato que se y1(x) = ϕ(x, r1) é uma solução da EDO (2.2), então

y2(x) =
∂ϕ(x,r)
∂r

|r=r1 também é uma solução da EDO, onde ϕ(x, r) é dada por (2.5).

De fato pode-se ver que:

y2(x) = y1(x) ln |x|+ |x|r1
∞∑
n=1

dan
dr

(r1)x
n . (2.12)

Observação 2.2. Se no item 3 de Teorema 2.1 denotamos m := r1 − r2 ∈ Z>0,

então surge o problema que em (2.7) para n = m temos λ(r2 + m) = λ(r1) = 0.

Para evitar este problema, definimos:

ψ(x, r) := xr
∞∑
n=0

An(r)x
n, com A0 = r − r2 , (2.13)

onde para n ≥ 1 os coeficientes An são dados por (2.7), i.e.:

λ(r + n)An(r) = −
n−1∑
j=0

[
(j + r)pn−j + qn−j

]
Aj(r), n ≥ 1 . (2.14)

De fato, observa-se que

An(r) = (r − r2)an(r), 1 ≤ n ≤ m− 1, e Am(r) = lim
r→r2

(r − r2)am(r) , (2.15)

e

L
(
ψ
)
(x, r) = (r − r2)λ(r)x

r, (2.16)

onde L = x2 d2

dx2
+ p̂(x)x d

dx
+ q̂(x). Logo, ψ(x, r2) é uma solução da EDO (2.3), porém

como A0(r2) = A1(r2) . . . = Am−1(r2) = 0, podemos ver que ψ(x, r2) = Am(r2)y1 =

Am(r2)ϕ(x, r1). A partir de (2.16) temos ∂
∂r

[
L
(
ψ
)
(x, r)

]
|r=r2 = L

(
∂ψ
∂r

)
(x, r2) = 0, ou

seja, ∂ψ
∂r
(x, r2) é uma solução da EDO (2.3). De fato, observa-se que:

y2(x) =
∂ψ

∂r
(x, r2) = Am(r2) y1(x) ln x+ xr2

∞∑
n=0

dAn
dr

(r2)x
n , (2.17)

é uma solução linearmente independente de y1.
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Observação 2.3. Se x0 ̸= 0, utilizando a mudança de variáveis t = x0−x é posśıvel

constatar que
dy

dx
= −dy

dt
e
d2y

dx2
=
d2y

dt2
, e transformamos a EDO (2.2) à EDO:

P (t− x0)
d2y

dt2
(t)−Q(t− x0)

dy

dt
(t) +R(t− x0)y(t) = 0,

cujo ponto singular regular é t = 0. Também, quando mais conveniente é posśıvel

aplicar a mudança t = x− x0, para qual obtemos
dy

dx
=
dy

dt
e
d2y

dx2
=
d2y

dt2

3 A equação hipergeométrica

A equação hipergeométrica é da forma:

x
(
1− x

)
y′′(x) +

[
γ − (1 + α + β)x

]
y′(x)− αβy(x) = 0, (3.18)

onde α, β e γ são constantes. Observamos que P (x) = x(1 − x); Q(x) = γ − (1 +

α+β)x e R(x) = −αβ. Como P (0) = P (1) = 0, podemos ver que
Q(x)

P (x)
e
R(x)

P (x)
não

são anaĺıticas em x0 = 0, 1 e portanto x0 = 0, 1 são pontos singulares. A existência

dos seguintes limites:

lim
x→0

(x− 0)Q(x)

P (x)
= lim

x→0

x(γ − (1 + α + β)x)

x(1− x)
= γ, (3.19)

lim
x→0

(x− 0)2R(x)

P (x)
= lim

x→0

(x− 0)2(−αβ)
x(1− x)

= lim
x→0

x2(−αβ)
x(1− x)

= 0, (3.20)

lim
x→1

(x− 1)Q(x)

P (x)
= lim

x→1

(x− 1)(γ − (1 + α + β)x)

x(x− 1)
= 1 + α + β − γ, (3.21)

lim
x→1

(x− 1)2R(x)

P (x)
= lim

x→1

(x− 1)2(−αβ)
x(1− x)

= 0, (3.22)

implicam que x0 = 0, 1 são pontos singulares regulares. Para mostramos que x0 = ∞
é também um ponto singular regular da EDO (3.18) é feita a mudança de variável

w = x−1, dessa forma temos que:

dy

dx
=
dy

dw
· dw
dx

= −w2 · dy
dw

,

d2y

dx2
=

d

dx

(
− w2 · dy

dw

)
=

d

dw

(
− w2 · dy

dw

)
· dw
dx

= 2w3 dy

dw
+ w4 d

2y

dw2
.

Assim, a EDO (3.18) toma a seguinte nova forma:

(
w3 − w2

) d2y
dw2

(w) +
[
(2− γ)w2 + (α + β − 1)w

] dy
dw

(w)− αβy(w) = 0 . (3.23)
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Neste caso temos P (w) = w3 − w2; R(w) = (2 − γ)w2 + (α + β − 1)w; Q(w) =

−αβ, e como P (0) = 0, obtemos que w0 = 0 é um ponto singular da EDO (3.23).

Observamos que:

lim
w→0

(w − 0)R(w)

P (w)
= 1− α− β , lim

w→0

(w − 0)2Q(w)

P (w)
= αβ, (3.24)

os quais implicam que w0 = 0 é um ponto singular regular da EDO (3.23) e conse-

quentemente x0 = ∞ é um ponto singular regular da EDO (3.18).

Portanto a equação hipergeométrica (3.18) possui três pontos singulares regulares

x0 = 0, 1,∞. A seguir iremos encontrar os expoentes dessas singularidades.

x0 = 0. Os limites (3.19) e (3.20), implicam respectivamente em p0 = γ e q0 = 0,

logo a equação indicial a partir de (2.6) será r(r − 1) + γr = 0. Com isso, os

expoentes da singularidade x0 = 0 são r1 = 0 e r2 = 1− γ.

x0 = 1. Analogamente, a partir dos limites (3.21) e (3.22), encontramos r1 =

0 e r2 = γ − α− β.

x0 = ∞. Neste caso basta encontrar os expoentes da singularidade w0 = 0 da

EDO (3.23). Usando (3.24) encontramos r1 = α e r2 = β.

Definição 3.1. Sejam a, b, c três números complexos tal que c /∈ Z<0. A função

hipergeométrica, que é também conhecida como função hipergeométrica de Gauss,

para os parâmetros a, b, c em variável x, com |x| < 1, define-se da seguinte forma:

2F1(a, b; c;x) :=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!
, (3.25)

onde, para qualquer número complexo α e inteiro não-negativo n, a notação (α)n

refere-se ao simbolo de Pochhammer definido da seguinte forma:

(α)n :=

{
1, n = 0;

α(α + 1) . . . (α + n− 1), n > 0.
(3.26)

Note que (1)n = n! e se α ∈ Z≤0 com n > −α, então (α)n = 0. Por isso em

(3.25) o parâmetro c não pode ser inteiro não-positivo. Além disso, se a ou b for

um número inteiro não-positivo, então 2F1(a, b; c;x) vai ser um polinômio em x, e

consequentemente vai ser uma função inteira. A seguir observaremos que para certas

escolhas dos parâmetros a, b, c a função hipergeométrica 2F1(a, b; c;x) apresentará

uma solução da equação diferencial hipergeométrica (3.18).
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Nas seguintes seções vamos apresentar um conjunto fundamental {y1, y2} de

soluções da EDO hipergeométrica (3.18) em torno de seus pontos singulares re-

gulares, ou seja, a solução geral da EDO hipergeométrica será da forma:

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x),

onde C1, C2 são constantes quaisquer.

4 Soluções em torno de x0 = 0

Supomos que uma solução da EDO (3.18) em torno de x0 = 0 assume a forma:

y = xr
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n+r , com a0 ̸= 0, x > 0, (4.27)

onde r é um expoente de x0 = 0 e encontraremos uma relação recorrência para os

coeficientes an. Substituindo y, y′ =
∞∑
n=0

an(n + r)xn+r−1 e y′′ =
∞∑
n=0

an(n + r)(n +

r − 1)xn+r−2 na EDO (3.18) temos:

∞∑
n=0

an(n+ r)(n+ r − 1)xn+r−1 −
∞∑
n=0

an(n+ r)(n+ r − 1)xn+r

+ γ
∞∑
n=0

an(n+ r)xn+r−1 − (1 + α+ β)
∞∑
n=0

an(n+ r)xn+r − αβ
∞∑
n=0

anx
n+r = 0.

Depois de simplificar esta expressão, obtemos:

a0
(
r(r − 1) + γr

)
xr−1 +

∞∑
n=1

[
(n+ r)(n+ r − 1)an − (n+ r − 1)(n+ r − 2)an−1

+ γ(n+ r)an − (1 + α+ β)(n+ r − 1)an−1 − αβan−1

]
xn+r−1 = 0. (4.28)

Portanto y dada por (4.27) é uma solução da EDO (3.18) se o coeficiente de xn+r−1

na (4.28), para todo n ≥ 0, é zero. Note que para o coeficiente de xr−1 temos

r(r− 1) + γr = 0, a qual é a equação indicial em x0 = 0. Igualando o coeficiente de

xn+r−1 com zero, para n ≥ 1, e isolando an chegamos em:

an =
(n+ r − 1)(n+ r − 2) + (1 + α + β)(n+ r − 1) + αβ

(n+ r)(n+ r − 1) + γ(n+ r)
an−1,
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de qual concluimos a seguinte relação recorrência:

an =
(r + n+ α− 1)(n+ r + β − 1)

(n+ r)(n+ r + γ − 1)
an−1, ∀n ≥ 1. (4.29)

Com isso, simplificamos a relação recorrência colocando os termos de an em função

de a0 em vez de an−1:

an =
(r + n+ α− 1)(n+ r + β − 1)

(n+ r)(n+ r + γ − 1)
an−1

=
(r + n+ α− 1)(n+ r + β − 1)

(n+ r)(n+ r + γ − 1)

(r + n+ α− 2)(n+ r + β − 2)

(n+ r − 1)(n+ r + γ − 2)
an−2

...

=
(r + α)(r + α+ 1) . . . (r + α+ n− 1) · (r + β)(r + β + 1) . . . (r + β + n− 1)

(r + 1)(r + 2) . . . (r + n) · (r + γ)(r + γ + 1) . . . (r + γ + n− 1)
a0 .

Utilizando o simbolo de Pochhammer obtemos:

an =
(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

a0, ∀n ≥ 0, (4.30)

logo, a solução assumida (4.27) toma a forma:

y = a0x
r

∞∑
n=0

(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

xn, (4.31)

na qual supomos que (r + 1)n(r + γ)n ̸= 0, para todos n ≥ 0. Devido ao Teorema

2.1 nas seguintes subseções consideremos os 3 casos posśıveis.

4.1 Caso γ /∈ Z

Se Re(1− γ) < 0, temos r1 = 0 e r2 = 1− γ, caso contrário consideramos r1 = 1− γ

e r2 = 0. Portanto neste caso r1 − r2 /∈ Z e o denominador de an, n ≥ 1, é não nulo

e usamos o Teorema 2.1, item 1. Se supomos r1 = 0 e r2 = 1− γ, utilizando (2.8),

(2.9) e (4.31) obtemos:

y1(x) = a0

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(1)n(γ)n

xn = a0

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
, (4.32)

y2(x) = a0|x|1−γ
∞∑
n=0

(α + 1− γ)n(β + 1− γ)n
(2− γ)n

xn

n!
, (4.33)
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ou seja, utilizando a notação de funções hipergeométricas dada em (3.25) e conside-

rando a0 = 1 temos:

y1(x) = 2F1(α, β; γ;x), (4.34)

y2(x) = |x|1−γ 2F1(α + 1− γ, β + 1− γ; 2− γ;x). (4.35)

Se r1 = 1− γ e r2 = 0, então para encontrar y1 e y2 basta alterar o papel de y1 e y2

encontrada acima.

4.2 Caso γ = 1

Neste caso 1− γ = 0 e consequentemente r1 = r2 = 0, logo devemos utilizar o item

2 do Teorema 2.1. Pela (2.8) a primeira solução y1 coincede com (4.34), ou seja:

y1(x) = 2F1(α, β; γ;x) .

Para encontrar uma segunda solução linearmente independente de y1, pela (2.12)

dada na Observação 2.1, precisamos encontrar dan
dr

(r)|r=0, onde an é estabelecido em

(4.30). Assim, para γ = 1 temos:

an(r) =
(r + α)n(r + β)n

(r + 1)2n
a0 , n ≥ 1 . (4.36)

Para calcular a derivada de an, primeiro aplicaremos ln e teremos (consideramos que

a constante a0 > 0):

ln(an) = ln(r + α)n + ln(r + β)n − 2 ln(r + 1)n + ln(a0)

=
n−1∑
k=0

(
ln(r + α + k) + ln(r + β + k)− 2 ln(r + 1 + k)

)
+ ln(a0).

Derivando ambos os lados desta igualdade em relação à r obtemos:

dan
dr

(r) = an

n−1∑
k=0

(
1

r + α + k
+

1

r + β + k
− 2

r + 1 + k

)

e dáı utilizando (4.36) para r = 0 temos:

dan
dr

(0) = a0
(α)n(β)n
(n!)2

[ n−1∑
k=0

(
1

α + k
+

1

β + k

)
− 2Hn

]
.
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onde Hn :=
n∑
k=1

1

k
é a n-ésima soma parcial da série harmônica

∞∑
k=1

1

k
.

Utilizando (2.12) e (4.32) encontramos:

y2(x) =
∞∑
n=0

(α)n(β)n
(n!)2

{
ln |x|+

n−1∑
k=0

(
1

α + k
+

1

β + k

)
− 2Hn

}
xn , (4.37)

na qual supomos que a0 = 1 e que
−1∑
k=0

∗ = 0.

4.3 Caso γ ∈ Z \ {1}

Nesta subseção dependendo se 1− γ > 0 ou 1− γ < 0, teremos soluções diferentes.

Logo estudemos as soluções nos seguintes dois casos:

1) γ ≤ 0. Neste cenário 1 − γ ≥ 1, portanto r1 = 1 − γ e r2 = 0. Logo, pelas

(2.8) e (4.31), a primeira solução para a0 = 1 é da seguinte forma:

y1(x) = |x|1−γ 2F1(α + 1− γ, β + 1− γ; 2− γ;x). (4.38)

Como m := r1 − r2 = 1 − γ ∈ Z>0, para encontrar uma segunda solução

linearmente independente da y1 devemos usar o item 3 do Teorema 2.1. Pela

Observação 2.2 sabemos y2(x) =
∂ψ
∂r
(x, r)|r=r2 , onde:

ψ(x, r) = xr
∞∑
n=0

An(r)x
n, com A0 = a0r, x > 0. (4.39)

Nota-se que a0 é qualquer constante não nula e os coeficientes An(r) satisfazem

a relação recorrência (4.30), onde substituimos an por An e a0 por A0 = a0r.

Assim, fazendo as devidas substituições obtemos,

An(r) =


(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

ra0, 0 ≤ n < 1− γ,

(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)−γ(r + 1)γ+n−1

a0, n ≥ 1− γ.

(4.40)

Devido a (2.17), para determinar y2 basta calcular Am(r2) = A1−γ(0) e
dAn
dr

(0).

Utilizando (4.40) obtemos:

A1−γ(0) =
(α)1−γ(β)1−γ
(1− γ)!(γ)−γ

a0 . (4.41)
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Para calcular
dAn
dr

(0), se 0 ≤ n < 1− γ, então:

dAn
dr

(r) =
d

dr

(
(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

)
ra0 +

(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

a0,

⇒ dAn
dr

(0) =
a0
n!

(α)n(β)n
(γ)n

, se 0 ≤ n < 1− γ. (4.42)

Por outro, se n ≥ 1−γ, então para encontrarmos
dAn
dr

(r) utilizamos o mesmo

método utilizado para encontrar
dan
dr

(r) no caso γ = 1, isto é:

lnAn(r) =
n−1∑
j=0

ln(r + α + j) +
n−1∑
j=0

ln(r + β + j)−
−γ−1∑
j=0

ln(r + γ + j)

−
n−1∑
j=0

ln(r + 1 + j)−
γ+n−2∑
j=0

ln(r + 1 + j) + ln(a0),

⇒ dAn
dr

(r) = An(r)

[ n−1∑
j=0

1

r + α + j
+

n−1∑
j=0

1

r + β + j
−

−γ−1∑
j=0

1

r + γ + j

−
n−1∑
j=0

1

r + 1 + j
−

γ+n−2∑
j=0

1

r + 1 + j

]
.

Portanto para n ≥ 1− γ:

dAn
dr

(0) = a0
(α)n(β)n

n!(γ)−γ(γ + n− 1)!

[ n−1∑
j=0

1

α + j
+

n−1∑
j=0

1

β + j

+H−γ −Hn −Hγ+n−1

]
. (4.43)

Em posse de (4.41), (4.42) e (4.43), fazendo as devidas substituições na (2.17)

e considerando a0 = 1 observamos que:

y2(x) = |x|1−γ (α)1−γ(β)1−γ
(1− γ)!(γ)−γ

ln |x| 2F1(α + 1− γ, β + 1− γ; 2− γ;x)

+

−γ∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n

xn

n!
+

1

(γ)−γ

∞∑
n=1−γ

(α)n(β)n
(γ + n− 1)!

{ n−1∑
j=0

1

α + j

+
n−1∑
j=0

1

β + j
+H−γ −Hn −Hγ+n−1

}
xn

n!
. (4.44)

2) γ ≥ 2. Desde que 1 − γ < 0, temos r1 = 0 e r2 = 1 − γ. Logo, pela (2.8)
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primeira solução y1(x) é dada por (4.34), ou seja:

y1(x) = 2F1(α, β; γ;x) .

Comom := r1−r2 = γ−1 ∈ Z>0, de forma análoga ao caso anterior utilizamos

o item 3 de Teorema 2.1 e Observação 2.2 para encontrar uma segunda solução.

Portanto, consideremos:

ψ(x, r) = xr
∞∑
n=0

An(r)x
n, com A0 = a0(r + γ − 1), x > 0. (4.45)

Utilizando (4.30) e fazendo as devidas substiuições, observamos que:

An(r) =


(r + α)n(r + β)n
(r + 1)n(r + γ)n

(r + γ − 1)a0, 0 ≤ n < γ − 1,

(r + α)n(r + β)n
(r + 1)γ−2(r + γ)n−γ+1(r + γ)n

a0, n ≥ γ − 1.

(4.46)

De maneira semelhante ao cenário anterior, utilizando (4.46) observamos que:

Am(r2) = Aγ−1(1− γ) =
(α + 1− γ)γ−1(β + 1− γ)γ−1

(γ − 1)!(2− γ)γ−2

a0, (4.47)

se 0 ≤ n < γ − 1, então:

dAn
dr

(r2) =
dAn
dr

(1− γ) =
a0
n!

(α + 1− γ)n(β + 1− γ)n
(2− γ)n

(4.48)

e para n ≥ γ − 1 obtemos:

dAn
dr

(r) = An(r)

[ n−1∑
j=0

1

r + α + j
+

n−1∑
j=0

1

r + β + j

−
γ−3∑
j=0

1

r + 1 + j
−

n−γ∑
j=0

1

r + γ + j
−

n−1∑
j=0

1

r + γ + j

]
,
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a que implica:

dAn
dr

(1− γ) = a0
(α + 1− γ)n(β + 1− γ)n
n!(n− γ + 1)!(2− γ)γ−2

[ n−1∑
j=0

1

α + 1− γ + j

+
n−1∑
j=0

1

β + 1− γ + j
+Hγ−2 −Hn−γ −Hn

]
. (4.49)

Portanto, juntando (4.47), (4.48) e (4.49) na equação (2.17), considerando

a0 = 1 temos:

y2(x) =
(α+ 1− γ)γ−1(β + 1− γ)γ−1

(γ − 1)!(2− γ)γ−2
ln |x| 2F1(α, β; γ;x)

+ |x|γ−1
γ−2∑
n=1

(α+ 1− γ)n(β + 1− γ)n
(2− γ)n

xn

n!

+
|x|γ−1

(2− γ)γ−2

∞∑
n=γ−1

(α+ 1− γ)n(β + 1− γ)n
(n− γ + 1)!

{ n−1∑
j=0

1

α+ 1− γ + j

+

n−1∑
j=0

1

β + 1− γ + j
+Hγ−2 −Hn−γ −Hn

}
xn

n!
.

Observação 4.1. Se em (4.39) e (4.45) considerarmos uma manipulação diferente

para A0, então podemos encontrar soluções diferentes. Para encontrar soluções

diferentes pode ver [1, §15.5].

5 Soluções em torno de x0 = 1

Pela Observação 2.3, para encontrar as soluções da EDO (3.18) em torno de x0 = 1

basta encontrar as soluções da seguinte EDO em torno de t0 = 0:

t
(
1− t

)d2y
dt2

(t) +
[
α + β − γ + 1− (1 + α + β)t

]dy
dt

(t)− αβy(t) = 0 , (5.50)

a qual segue da EDO (3.18) depois de aplicar a mudança de variáveis t = 1− x.

Observe que a EDO (5.50) é uma equação hipergeométrica com parâmetros α, β

e γ̂ := α + β − γ + 1 e para encontrar suas soluções em torno de t0 = 0 basta usar

os resultados obtidos em Seção 4. Como os expoentes da singularidade t0 = 0 são

r1 = 0 e r2 = 1 − γ̂ = γ − α − β, os quais coincidem com os encontrados no final

de Seção 3 para x0 = 1, dependendo se γ̂ /∈ Z, γ̂ = 1 ou γ̂ ∈ Z \ {1} utilizamos

respectivamente as soluções obtidas nas Subseções 4.1, 4.2 ou 4.3 para encontrar

as mesmas em torno de t0 = 0. Depois, desfazemos a mudança t = 1 − x e assim
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encontramos as soluções linearmente independentes y1(x) e y2(x) da EDO (3.18) em

torno de x0 = 1. Por exemplo, se γ̂ /∈ Z, então pelas (4.34) e (4.35) temos:

y1(x) = 2F1(α, β;α + β − γ + 1; 1− x),

y2(x) = |1− x|γ−α−β 2F1(γ − β, γ − α; γ − α− β + 1; 1− x) .

Note que pelo Teorema 2.1 as soluções neste caso vão ser anaĺıticas em 0 < |x−1| <
1.

6 soluções em torno de x0 = ∞

Como apresentado anteriormente na Seção 3 para trabalharmos com o ponto singular

regular x0 = ∞ fazemos a mudança de variável w = x−1 na EDO (3.18) e estudamos

as soluções da EDO (3.23) obtida em torno de w0 = 0. Na mesma seção vemos que

os expoentes da singularidade nesse caso são r1 = α e r2 = β. Para encontrar as

soluções utilizando o método de Frobenius em torno de w0 = 0 supomos que uma

solução assume a forma:

y =
∞∑
n=0

anw
n+r , com a0 ̸= 0, (6.51)

onde r é um expoente e an’s são constantes. Depois de substituir essa solução na

EDO (3.23) e simplificar, observamos que (6.51) é uma solução da EDO se a seguinte

relação é satisfeita:

a0(α− r)(r − β)wr +
∞∑
n=1

{[
(n+ r − 1)(n+ r − 2) + (2− γ)(n+ r − 1)

]
an−1

+
[
− (n+ r)(n+ r − 1) + (α + β − 1)(n+ r)− αβ

]
an

}
= 0.

Sabemos que (α− r)(r− β) = 0 é a equação indicial e é verdadeira para o expoente

r (note que supomos a0 ̸= 0). Portanto, para que a equação acima seja verdadeira

precisamos que para todos n ≥ 1:

[
(n+ r − 1)(n+ r − 2) + (2− γ)(n+ r − 1)

]
an−1

−
[
(n+ r)(n+ r − 1)− (α + β − 1)(n+ r)− αβ

]
an = 0 .
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De qual concluimos a seguinte relação recorrência:

an =
(n+ r − 1)(n+ r − γ)

(n+ r − α)(n+ r − β)
an−1, ∀n ≥ 1 , (6.52)

desde que o denominador seja não nulo.

Então, análogo ao que vimos para encontrar (4.30), podemos observar que (6.51)

é uma solução da EDO (3.23) se:

an =
(r)n(r + 1− γ)n

(r + 1− α)n(r + 1− β)n
a0, ∀n ≥ 0, (6.53)

onde a0 ̸= 0 é uma constante e consideramos o denominador não nulo.

Assim, a solução (6.51) assume a forma

y = a0

∞∑
n=0

(r)n(r + 1− γ)n
(r + 1− α)n(r + 1− β)n

wn+r. (6.54)

Utilizando o Teorema 2.1, nas seguintes subseções encontramos as soluções line-

armente independentes y1(w) e y2(w) da EDO (3.23) para os casos diferentes da

diferença entre os expoentes r1 − r2 = α − β em torno de w0 = 0. A partir Disso,

para encontrar as soluções linearmente independentes da EDO (3.18) em torno de

x0 = ∞ basta desfazer a mudança w = x−1 nas soluções y1(w) e y2(w). Note que

pelo Teorema 2.1 as soluções neste caso vão ser anaĺıticas em 0 < |w| < 1, ou seja

em |x| > 1.

6.1 Caso α− β /∈ Z

Neste caso, como para qualquer n ≥ 1 o denominador de an dado por (6.53) é não

nulo, a partir do Teorema 2.1 item 1 e da relação (6.54), encontramos y1(w) e y2(w)

da seguinte forma:

y1(w) = |w|α
∞∑
n=0

(α)n(α+ 1− γ)n
(1)n(α+ 1− β)n

wn = |w|α 2F1(α, α+ 1− γ;α+ 1− β;w), (6.55)

y2(w) = |w|β
∞∑
n=0

(β)n(β + 1− γ)n
(β + 1− α)n(1)n

wn = |w|β 2F1(β, β + 1− γ;β + 1− α;w), (6.56)

onde consideramos a0 = 1. Se desfeita a mudança w = x−1, então:

y1(x) = |x|−α 2F1(α, α + 1− γ;α + 1− β;
1

x
),

y2(x) = |x|−β 2F1(β, β + 1− γ; β + 1− α;
1

x
).
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6.2 Caso α− β = 0

Pelo Teorema 2.1 a primeira solução coincide com (6.55), ou seja:

y1(w) = |w|α 2F1(α, α + 1− γ; 1;w).

Como r1 = r2, para encontrar a segunda solução utilizamos o item 2 do Teorema

2.1. Para este fim, pela Observação 2.1, precisamos calcular dan
dr

(r), onde an, pela

(6.53), toma a seguinte forma:

an =
(r)n(r + 1− γ)n
(r + 1− α)2n

. (6.57)

De maneira semelhante à feita na subseção 4.2 encontramos:

dan
dr

(r) =
(r)n(r + 1− γ)n
(r + 1− α)2n

n−1∑
k=0

(
1

r + k
+

1

r + 1− γ + k
− 2

r + 1− α + k

)
.

Portanto, supondo a0 = 1, pela (2.12) obtemos:

y2(w) = |w|α
∞∑
n=0

(α)n(α + 1− γ)n
(n!)2

{
ln |w|

+
n−1∑
k=0

(
1

α + k
+

1

α + 1− γ + k

)
− 2Hn

}
wn.

6.3 Caso α− β ∈ Z \ {0}

Neste caso temos α− β > 0 ou α− β < 0 que estudamos a seguir.

1) α − β > 0. Neste item α > β, logo temos r1 = α e r2 = β. Pelo Teorema 2.1

a primeira solução é da seguinte forma:

y1(w) = |w|α
∞∑
n=0

(α)n(α + 1− γ)n
(1)n(α + 1− β)n

wn = |w|α 2F1(α, α + 1− γ;α + 1− β;w).

Como m := r1 − r2 = α− β ∈ Z>0, para encontrar y2 precisamos usar o item

3 de Teorema 2.1 e Observação 2.2, e vamos seguir os mesmos passos do item

1 de Subseção 4.3. Dessa forma, temos:

ψ(w, r) = wr
∞∑
n=0

An(r)w
n, com A0 = a0(r − β), (6.58)
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onde a0 é uma constante não-nula e os coeficientes An’s satisfazem a relação

recorrência (6.53) depois de substituir an por An e a0 por A0 = a0(r − β).

Portanto encontramos:

An(r) =


(r)n(r + 1− γ)n

(r + 1− α)n(r + 1− β)n
(r − β)a0, 0 ≤ n < α− β,

(r)n(r + 1− γ)n
(r + 1− α)α−β−1(r − β + 1)β−α+n(r + 1− β)n

a0, n ≥ α− β,

e,

Am(β) = Aα−β(β) =
(β)α−β(β + 1− γ)α−β

(β + 1− α)α−β−1(α− β)!
a0. (6.59)

Análogamente ao visto na Subseção 4.3, podemos observar que se 0 ≤ n <

α− β, então:
dAn
dr

(β) =
(β)n(β + 1− γ)n
(β + 1− α)n

a0
n!
, (6.60)

e caso n ≥ α− β, então:

dAn
dr

(β) = a0
(β)n(β + 1− γ)n

(β + 1− α)α−β−1(β − α + n)!n!

[ n−1∑
k=0

(
1

β + k
+

1

β + 1− γ + k

)
+Hα−β−1 −Hβ−α+n −Hn

]
. (6.61)

Portanto, devido a (2.17), considerando a0 = 1, obtemos:

y2(w) =|w|α (β)α−β(β + 1− γ)α−β
(β + 1− α)α−β−1(α− β)!

ln |w| 2F1(α, α + 1− γ;α + 1− β;w)

+ |w|β
α−β−1∑
n=0

(β)n(β + 1− γ)n
(β + 1− α)n

wn

n!

+ |w|β
∞∑

n=α−β

(β)n(β + 1− γ)n
(β + 1− α)α−β−1(β − α + n)!

{ n−1∑
k=0

1

β + k

+
n−1∑
k=0

1

β + 1− γ + k
+Hα−β−1 −Hβ−α+n −Hn

}
wn

n!
.

2) α − β < 0. Como a EDO (3.23) e a relação recorrência (6.53) são simétricas

em relação aos parâmetros α e β, as soluções y1 e y2 nesse caso são as mesmas

encontradas no item 1 com diferença que devemos trocar o lugar de α e β, ou

seja:

y1(w) =|w|β 2F1(β, β + 1− γ; β + 1− α;w),
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y2(w) =|w|β (α)β−α(α + 1− γ)β−α
(α + 1− β)β−α−1(β − α)!

ln |w| 2F1(β, β + 1− γ; β + 1− α;w)

+|w|α
β−α−1∑
n=0

(α)n(α + 1− γ)n
(α + 1− β)n

wn

n!

+|w|α
∞∑

n=β−α

(α)n(α + 1− γ)n
(α + 1− β)β−α−1(α− β + n)!

{ n−1∑
k=0

1

α + k

+
n−1∑
k=0

1

α + 1− γ + k
+Hβ−α−1 −Hα−β+n −Hn

}
wn

n!
.

Agradecimentos

O primeiro autor contou com o apoio financeiro do Programa Institucional de Bol-
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