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Resumo

A presente nota visa apresentar um estudo detalhado das equacio diferen-
ciais hipergeométricas de segunda ordem e suas solugoes em torno de qualquer
um de seus pontos singulares regulares 0, 1, co através do método de Frobenius.
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Abstract

The present manuscript aims to present a detailed study of solutions of
the hypergeometric differential equations of second order around any of their
singular regular points 0, 1, co through Frobenius method.
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1 Introducao

Uma das equacoes diferenciais importantes, nao apenas em Mateméatica, mas também

em Fisica e Engenharia, é a seguinte EDO:
2(l—2)y" + [y — (L+a+ f)zly —afy =0, (1.1)

a qual é conhecida como equacao diferencial hipergeométrica, ou equacao diferen-
cial hipergeométrica de Gauss. Aqui os parametros «, 3,y sao constantes quaisquer.
Esta EDO foi primeiramente estudada por Euler [1] em 1769 e depois foi investigada
de uma forma mais sistematica por Gauss, Kummer, Riemann, Papperitz, Schwarz,
entre outros. E bem conhecido que a EDO hipergeométrica tem trés pontos singula-
res regulares 0, 1 e oo, outras EDOs lineares de segunda ordem com no méximo trés
pontos singulares regulares podem ser transformadas, através de uma mudanca das
variaveis apropriadas, em uma EDO hipergeométrica, por exemplo EDOs de Bessel,
Legendre e Chebyshev. As solucoes das EDOs hipergeométricas podem ser escritas
em termos de uma classe importante e interessante de funcoes especiais chamadas
de funcgoes hipergeométricas (de Gauss) oF; (veja Definicao 3.1), as quais foram
estudadas sistematicamente primeiro por Gauss [], embora tenham aparecido antes
nos trabalhos de Wallis [0] e Euler. Outras fungoes especiais, como exponencial,
logaritmica, trigonométrica, Bessel, Airy e etc., podem ser escritas em termos de
fungoes hipergeométricas ou seus limites.

Equagoes diferenciais hipergeométricas e fungoes hipergeométricas, e suas gene-
ralizagoes, conhecidas como equagoes diferenciais hipergeométricas generalizadas e
funcoes hipergeométricas generalizadas, ainda sao linhas de pesquisa ativas na Ma-
tematica e na Fisica Teodrica. O objetivo principal do presente trabalho é apresentar
um conjunto fundamental de solugdes da equacao diferencial hipergeométrica (3.18)
em torno de todos os seus pontos singulares regulares para todas as escolhas dos
parametros «, 3,y através do método de Frobenius. Para a elaboragao desta nota
os autores foram beneficiados pela pdgina de web [7].

A organizacao da presente nota é da seguinte forma. Na Segao 2 é explicado
brevemente como obter as solu¢oes de um EDO linear de segunda ordem em torno
de seus pontos singulares regulares através do método de Frobenius. A Secao 3
é dedicada a apresentacao das equagoes diferenciais hipergeométricas, seus pontos
singulares regulares, seus expoentes e as funcoes hipergeométricas. Um conjunto fun-
damental de solucoes de equagoes diferenciais hipergeométricas em torno de pontos

singulares regulares 0,1 e co é encontrado respectivamente nas Secoes 4, 5 e 6.
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2 Método de Frobenius

O método de frobenius é utilizado para resolver equacoes diferenciais ordinarias por
meio de séries de poténcia em torno de pontos singulares regulares. As referéncias
utilizadas nessa se¢do sao [3] e [2].

Para explicar brevemente este método, considere a seguinte EDO:
Plx)y” + Q(z)y + R(z)y = 0, (2.2)

onde xy € R é um ponto singular e P(x), Q(x), R(x) sdo fungoes analiticas em x.

Sabemos que zp é um ponto singular regular da EDO se as duas fungoes p(z) :=

X
(x — o) CJBD@) e g(z) = (x — xo)? Pé) sdo analiticas em zg. A seguir, para
simplicidade, supomos que xo = 0 ( para caso geral veja Observagao 2.3). Assim a
EDO (2.2) é equivalente a seguinte EDO:

2y + p(x)zy’ + q(z)y = 0, (23)
e como p(x) e ¢(x) sdo analiticas em zo = 0, possuem as seguintes expangoes em

série de Taylor:
plx) = an:c" & q(x) = Z qnz" . (2.4)
n=0 n=0

de raios de convergeéncias p; e ps, respectivamente. Se supormos que P,Q e R sao
polinémios, entdo zp ¢ um ponto singular regular da EDO (2.2) se e somente se 0s

limites:

existem e sao finitos.

No método de Frobenius supoe-se que uma solugdo da EDO (2.3) é da forma:
oz, r) =2a" Z an(r)z", x>0, (2.5)
n=0

e observa-se que, para variaveis indeterminadas ag # 0 e r, a série ¢(z, ) satisfaz a
EDO (2.3) se
Ar):=r(r—1)+por+ q =0, (2.6)
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e a,(r) satisfaz a seguinte relagao de recorréncia:

|
—

n

A +n)ay(r) = — [(G +7)Pn—yj + @uj]a;(r), n>1, (2.7)

<.
Il
o

desde que A\(r +n) #0, n > 1. A equacao A(r) = 0 é chamada de equagao indicial
da EDO (2.3) e suas raizes chamam-se expoentes na singularidade z = 0.
No seguinte teorema resumimos o método de Frobenius, no qual p := min{py, p2}.

Para mais detalhes o leitor pode consultar as Secoes 4,5,6 do Cap. 4 da referéncia

[3]-

Teorema 2.1 (Método de Frobenius). Sejam r; e ro duas raizes da equagdo
indicial (2.6), tal que r1 > ry se forem reais. Entao uma solu¢ao da EDO (2.2) é

da forma:

yi(e) =[] ana”, (2.8)
n=0

para —p < x <0 ou 0 < x < p, onde ag # 0 e os coeficientes a,’s sao constantes que
podem ser determinadas pela substituicao de yi(x) na EDO (2.2). A sequnda solugdo

yo(x), que serd linearmente independente de vy, terd uma das sequintes formas:

1. Sery #ry e (r1 —re) ¢ N, entdo ya(z) €:
po(e) = Jol 3 bua”, (29)
n=0

onde by # 0, —p <z <0 oul <z <p, b, #0 eosb,’s sio coeficientes
constantes que podem ser determinados pela substituicio de ys(x) na EDO
(2.2).

2. Sery =rq, entao:

yo(z) = y1(x) In|z| + |z|™ chx”, (2.10)

n=1

para —p < x < 0 ou 0 < x < p, onde os coeficientes ¢, sao constantes que

podem ser determinados pela substitui¢ao de ya(x) na EDO (2.2).

3. Sery #rye(ry —ry) €N, entdo ya(x) é:

y2(z) = a yr(x) Inlz|+ |z|™ Zdna:”, (2.11)

n=0
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onde —p < x < 0oul <z < p, dy #0, ed,’s e a sao constantes que
podem ser determinadas pela substituicao de ys(x) na EDO (2.2). Anote que

a constante a pode ser 0.

Observacao 2.1. No item 2 do Teorema 2.1, quando r; = 79, a solugao ys(x) dada
em (2.10) segue do fato que se yi(z) = ¢(z,71) ¢ uma solugdo da EDO (2.2), entao
yo(x) = %h:ﬁ também ¢ uma solu¢do da EDO, onde ¢(x,r) é dada por (2.5).

De fato pode-se ver que:

o0
da,

yo(z) = 11 (x) In|z| + |z|™ Z W(rl)x”. (2.12)

n=1

Observacgao 2.2. Se no item 3 de Teorema 2.1 denotamos m := r; — ry € Z-y,
entdo surge o problema que em (2.7) para n = m temos \(rg +m) = A(r1) = 0.

Para evitar este problema, definimos:
(x,r) =2a" Z A, (r)z", com Ag=r1—r9, (2.13)
n=0

onde para n > 1 os coeficientes A,, sdo dados por (2.7), i.e.:

|
—

n

Ar+n)A,(r) = — [(G +7)Pn—yj + @nu—j] Aj(r), n>1. (2.14)

<.
Il
o

De fato, observa-se que

An(r) = (r—may(r), 1<n<m-—1, e A,(r) = lim(r —ry)an(r), (2.15)

r—r

L(¢)(x,r) = (r —ra)A(r)a”, (2.16)

onde L = xQ% +p(z)zE +q(x). Logo, ¥(z,r2) é uma solugio da EDO (2.3), porém
como Ag(re) = Ai(r2) ... = Apm-1(re) = 0, podemos ver que (x,1r9) = Ap(re)yr =
A (re)é(z, ). A partir de (2.16) temos % [L(¢)(z,7)]]r=r, = L(‘Z—f)(w,rg) =0, ou

seja, g—‘f(x, r9) ¢ uma solu¢do da EDO (2.3). De fato, observa-se que:

0 =, dA,
ya(x) = a—qf(x,rg) = A, (ro) yi(x) Inz + 2™ =

n=0

(ro)z™, (2.17)

¢ uma solucgao linearmente independente de y;.
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Observagao 2.3. Se xy # 0, utilizando a mudanga de variaveis t = xo—x é possivel

d dy d? d?
constatar que % = —d—i e d_xz = d_tg’ e transformamos a EDO (2.2) a EDO:

P(t —20) T2 (1)~ QU — 20) (1) + R(t ~ a0)y(t) = 0,

cujo ponto singular regular ¢ ¢ = 0. Também, quando mais conveniente é possivel

li danca ¢ 1 obt dy _dy Ly _ d
aplicar a mudanca t = r — & ara qual optemos —— = — € — = ——
P ¢ 0, para q dr  dt Cdr? de

3 A equacao hipergeométrica

A equacao hipergeométrica é da forma:

z(1—2)y"(z) + [y — (1 + a+ B)z]y (z) — afy(z) = 0, (3.18)
onde «, [ e 7y sao constantes. Observamos que P(z) = z(1 —x); Q(z) =~v — (1 +
a+p)xe R(x) = —af. Como P(0) = P(1) =0, podemos ver que ggi; e % nao

sao analiticas em zo = 0,1 e portanto o = 0,1 sao pontos singulares. A existéncia

dos seguintes limites:

a1 % =2 . —:C(<11+_ax)+ )y (3.19)
iy )y D g o
iy =t R <o 522

implicam que xy = 0, 1 sdao pontos singulares regulares. Para mostramos que zy = co
¢ também um ponto singular regular da EDO (3.18) é feita a mudanca de varidvel

w = 71, dessa forma temos que:

dy_dy dw_ L, dy
de  dw dr dw’
d?y d o dy d 5 dy dw dy d?y
= | —w? L) = | 2L ) 2 =t =L 17
dx? dm( v dw> dw( Y dw ) dx Y dw T dw?

Assim, a EDO (3.18) toma a seguinte nova forma:

Ty

(w3 - w2) duw?

(w) + [(2 — w4 (a+ B — 1)w} j—g](w) —afy(w)=0. (3.23)
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Neste caso temos P(w) = w? — w?; R(w) = (2 — y)w? + (a +  — Dw; Qw) =
—afl, e como P(0) = 0, obtemos que wy = 0 é um ponto singular da EDO (3.23).

Observamos que:

. (w—=0)R(w) _ - (w—0)°Qw)
Ty = lTe—f I ST =af (324)
os quais implicam que wy = 0 é um ponto singular regular da EDO (3.23) e conse-
quentemente xy = oo é um ponto singular regular da EDO (3.18).

Portanto a equacao hipergeométrica (3.18) possui trés pontos singulares regulares

x9 =0,1,00. A seguir iremos encontrar os expoentes dessas singularidades.

xo = 0. Os limites (3.19) e (3.20), implicam respectivamente em py =y e gy = 0,
logo a equagao indicial a partir de (2.6) serd r(r — 1) +~yr = 0. Com isso, os

expoentes da singularidade xro =0saor; =0ery =1 — 7.
xo = 1. Analogamente, a partir dos limites (3.21) e (3.22), encontramos r; =
Dery=v—a—p.

xo = oco. Neste caso basta encontrar os expoentes da singularidade wy = 0 da
EDO (3.23). Usando (3.24) encontramos 1 = « e o = [3.

Definigao 3.1. Sejam a, b, ¢ trés nimeros complexos tal que ¢ ¢ Z.g. A fungdo
hipergeométrica, que é também conhecida como funcdao hipergeométrica de Gauss,

para os parametros a, b, c em varidvel x, com |z| < 1, define-se da seguinte forma:

F b; n 3.25
o F (a,b; c; x) % ©. _ ( )

onde, para qualquer nimero complexo « e inteiro nao-negativo n, a notacao («),

refere-se ao simbolo de Pochhammer definido da seguinte forma:

n = 0;

17
(@) .:{ ale+1)...(a+n—-1), n>0.

(3.26)

Note que (1), = n! e se @ € Z<y com n > —a, entao (a), = 0. Por isso em
(3.25) o parametro ¢ nao pode ser inteiro nao-positivo. Além disso, se a ou b for
um ndmero inteiro nao-positivo, entao oFi(a,b; ¢; x) vai ser um polindmio em z, e
consequentemente vai ser uma funcao inteira. A seguir observaremos que para certas
escolhas dos parametros a, b, ¢ a funcao hipergeométrica oF}(a, b; ¢; x) apresentard

uma solucao da equagao diferencial hipergeométrica (3.18).
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Nas seguintes se¢oes vamos apresentar um conjunto fundamental {y;,y2} de
solugdes da EDO hipergeométrica (3.18) em torno de seus pontos singulares re-

gulares, ou seja, a solugao geral da EDO hipergeométrica sera da forma:

y(r) = Cr1y1 () + Caya(z),

onde C1, Cs sao constantes quaisquer.

4 Solucoes em torno de xy =0

Supomos que uma solugao da EDO (3.18) em torno de xy = 0 assume a forma:

y=2a" Zanx” = Zanx”” ,com ag # 0, z > 0, (4.27)
n=0 n=0

onde r é um expoente de xg = 0 e encontraremos uma relacao recorréncia para os

oo

coeficientes a,,. Substituindo y, ¥’ = Y. ap(n +r)z" " ey = > an(n+71)(n +

n=0 n=0
r — 1)z 2 na EDO (3.18) temos:
Z an(n+7)(n+r—1)z" " — Z an(n+7)(n+r—1)z"t"
n=0 n=0
+7 Z an(n+r)z"" T — (14 a+ B) Z an(n + )" —ap Z an,z™t = 0.
n=0 n=0 n=0

Depois de simplificar esta expressao, obtemos:

oo
ap(r(r —1) +r)z Z n+r)(n+r—1a,—(n+r—1)n+r—2)ap—1
n=1
+y(n+7r)an — (L+a+B)(n+7—1ap1 —aBa,—1]2" "1 =0. (4.28)

Portanto y dada por (4.27) é uma solugao da EDO (3.18) se o coeficiente de x™ "1
a (4.28), para todo n > 0, é zero. Note que para o coeficiente de "~ temos
r(r—1)4+~r =0, a qual é a equagao indicial em xy = 0. Igualando o coeficiente de

2" com zero, para n > 1, e isolando a,, chegamos em:

m+r—1n+r—-2)+1+a+p)(n+r—1)+as
(n+r)(n+r—1)+yn+r)

ap = QAp—1,
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de qual concluimos a seguinte relagao recorréncia:

(r+n+a—1)(n+r+p5—1)
o m+n)n+rty—1 b vn =1 (4.29)

Com isso, simplificamos a relacao recorréncia colocando os termos de a,, em funcao

de ag em vez de a,_1:

_(rtnta-1)n+r+p-1)
N (n+r)n+r+v-1)
_(rtnta-1ln+r+B-1)(r+nt+a-2)n+r+p5-2)

- n—2

(n+r)n+r+~v-1) (n+r—1Dn+r+v-—2)

n—1

r+a)(r+a+l)...r+a+n—=1)-(r+p)r+6+1)...(r++n-1)

- G+ D)(r+2)..r+n) r+)T+y+1).. . rty+n—1) a0-
Utilizando o simbolo de Pochhammer obtemos:
ap = (r+ a)n(r + B)n ag, Vn >0, (4.30)
(r+ Dn(r +7)n
logo, a solugao assumida (4.27) toma a forma:
- (r 4+ a)u(r + B)n
— aga” " 4.31
y aomz(r—l—l)n(r—i-v)nx’ (4.31)

n=0

na qual supomos que (r + 1),(r + ), # 0, para todos n > 0. Devido ao Teorema

2.1 nas seguintes subsegoes consideremos os 3 casos possiveis.

4.1 Casoy ¢Z

Se Re(1—7) < 0, temos r; = 0 e 7 = 1 —~, caso contrario consideramos r, = 1 —~
e ro = 0. Portanto neste caso r; —ry ¢ Z e o denominador de a,, n > 1, é nao nulo
e usamos o Teorema 2.1, item 1. Se supomos r; = 0 e ro = 1 — =, utilizando (2.8),
(2.9) e (4.31) obtemos:

=0 (Dn(7)n — (V) n!
—u xl—voo (@+1—=n(B+1—=7)na"
) = a3 LRI )
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ou seja, utilizando a notacdo de fung¢oes hipergeométricas dada em (3.25) e conside-

rando ag = 1 temos:

yi1(z) = oF1(a, B;7; ), (4.34)
ya(w) = |z o Fi(a+ 1=, 8+ 1 =72 =7 2). (4.35)

Ser; =1—7very =0, entao para encontrar y; e yo basta alterar o papel de y; e y

encontrada acima.

4.2 Caso y=1

Neste caso 1 — v = 0 e consequentemente r; = 75 = 0, logo devemos utilizar o item

2 do Teorema 2.1. Pela (2.8) a primeira solugao y; coincede com (4.34), ou seja:

yi(z) = oF1 (o, By v ).

Para encontrar uma segunda soluc¢do linearmente independente de y;, pela (2.12)

dan

2(7)],—0, onde ay, é estabelecido em

dada na Observacao 2.1, precisamos encontrar

(4.30). Assim, para v = 1 temos:

(r + a)n(r + B)n
(r+1)2

a,(r) = ap, n>1. (4.36)

Para calcular a derivada de a,,, primeiro aplicaremos In e teremos (consideramos que

a constante ag > 0):

In(a,) = ln(r + ), +In(r+ 6), —2In(r + 1), + In(ao)

3

(In(r+a+k)+In(r+B+k)—2n(r+ 1+ k)) + In(ag).
k=0

Derivando ambos os lados desta igualdade em relagao a r obtemos:

d% — 1 2
= ap -
— r+a+k r+6+k r+1+k
e dai utilizando (4.36) para r = 0 temos:

%(0):%(&(} [ni(wk 6—1Hv> QH"]

k=0
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n
onde H, := > — é a n-ésima soma parcial da série harmonica
k=1 k
Utilizando (2.12) e (4.32) encontramos:

yz(@:i%{lnleS(aikﬂLﬁik) —2Hn}x”, (4.37)

k=0

1

M8
N.I —

—1
na qual supomos que ap =1 e que »_ * = 0.
k=0

4.3 Caso yeZ\ {1}

Nesta subsecao dependendo se 1 —v > 0 ou 1 — v < 0, teremos solucoes diferentes.

Logo estudemos as solugoes nos seguintes dois casos:

1) v < 0. Neste cendrio 1 —~ > 1, portanto 1, = 1 — v e ro = 0. Logo, pelas

(2.8) e (4.31), a primeira solugao para ap = 1 é da seguinte forma:
yi(x) =z o Fi(a+ 1=, 8+ 1 =72 =) (4.38)

Como m := 1 —1ry = 1 —~ € Z-g, para encontrar uma segunda solugao

linearmente independente da y; devemos usar o item 3 do Teorema 2.1. Pela

Observagao 2.2 sabemos yq(x) = %(x, )| p=ry, Onde:
(x,r)=1a" ZAn(T)a:”, com Ay = apr, x> 0. (4.39)
n=0

Nota-se que ag é qualquer constante nao nula e os coeficientes A, (r) satisfazem
a relacao recorréncia (4.30), onde substituimos a,, por A, e ag por Ay = aor.

Assim, fazendo as devidas substitui¢coes obtemos,

An(r) = (4.40)
(1 + )n(r + B)n
(r+1)n(r +7) = (r + Dysn

ag, n>1—r.

dA
Devido a (2.17), para determinar y, basta calcular A,,(ry) = A;_,(0) e d—n(O)
r
Utilizando (4.40) obtemos:
A (0) = %Go- (4.41)
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dA,
Para calcular d—(O) se 0 <n < 1-—+, entdo:
r

dA, A ()£ ()t B
dr (T)_dr ((r+1n(r ) ) ot r+Dn(r+)m
N di”(o): %% se0<n<l—n. (4.42)

dA, .
Por outro, se n > 1—+, entao para encontrarmos —(r) utilizamos o mesmo

dr
d
método utilizado para encontrar di(r) no caso 7y = 1, isto é:
r
In A, ( Zlnr+a+] +Zlnr+6+1) > In(r+v+3)
7=0 7=0 7=0
y+n—2
—Zlnr—i—l—i—j Zlnr—i—l—l—])—i—ln(ao)
7=0
n—1 n—1 —y—1
dA 1 1
= - 5 ., . -
dr [Zr+a+j Zr+5+] Zr+7+]
j=0 j=0 j=0
n—1 y+n—2

grtlt gl '

j=

Portanto para n > 1 —:

A (@)(8 - -
ar O =%y (7+n—1 {

—_

L
B+

M
M

o

+H_,—H, — HW_I} . (4.43)

Em posse de (4.41), (4.42) e (4.43), fazendo as devidas substitui¢oes na (2.17)

e considerando ag = 1 observamos que:

i (@)1-+(8)1-+

ya() = (1_7)!(7)_W1n|x|2F1(a+1—%/34—1_7;2_7;@
N (@On(@Bna” 1 (@B { I
+; (V)n n!+(7)—vn_z:1_7(7+n—1)! ;aﬂ'
n—1 1 o
+j:0Tj+H’Y—Hn Hyfpe 1}n!. (4.44)

2) v > 2. Desde que 1 — v < 0, temos 1 = 0 e r, = 1 — . Logo, pela (2.8)
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primeira solucdo y;(z) é dada por (4.34), ou seja:

yi(z) = oFi(a, B;7;2) .

Comom :=1ry—ry =vy—1 € Z-q, de forma andloga ao caso anterior utilizamos
o item 3 de Teorema 2.1 e Observagao 2.2 para encontrar uma segunda solucao.

Portanto, consideremos:
U(x,r)=a" Z A, (r)z", com Ay =ap(r+~v—1), = >0. (4.45)
n=0

Utilizando (4.30) e fazendo as devidas substiui¢oes, observamos que:

(r + a)a(r + B)n

(r+ Du(r +7)n

Au(r) = (4.46)
(r + a)a(r + B)n

(r 4+ Dy—a(r + Vi1 (r +7)n

(r +~ — 1ay, 0<n<~vy—1,

ao, nZ'Y_l

De maneira semelhante ao cendrio anterior, utilizando (4.46) observamos que:

(a+1—=7)1(B+1—=7)y
(v = D2 = 7)y—2

Ap(ry) =A,1(1—7) = ao, (4.47)

se 0 <n <~vy—1, entao:

dA, dA, ap(a+1—=9)n(B+1—=7)n
_ 1—~) = =2 4.4
= (r2) dr( 20) o 2—. (4.48)
e para n > v — 1 obtemos:
) A()[nzf—l I
r) = A,(r . ,
dr crtati mrtBt)
_f;_"‘”;_’iﬁ;]
Srtlt] Srdati grtatil
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a que implica:

dA”(l— ) = (04+1—7)n(6+1—7)n[”_1 1
dr 0n!(n—7—|—1)!(2—’y)7_2 —~at+l—7y+]
1
+ — 4+ H, s —H, . —H,|. (449
;064_1_,7_’_] v—2 v ( )

Portanto, juntando (4.47), (4.48) e (4.49) na equac@o (2.17), considerando

ap = 1 temos:

(@+1=7)y-1(B+1=7)y—1

yZ(x): (7_1)!(2_7)772 11’1‘$|2F1(O[,,8;’)/;l‘)
y—2
(@ F T —=)p(B+1T—7)p 2"
R R R
+(2—7)72n§1 (n—7y+1)! {]Z;a+1—7+3

:L,TL

1
4+ Hy o~ Hyy — Hy p—.
+jz(:)ﬁ+1v+j+ TRy "}n!

Observacao 4.1. Se em (4.39) e (4.45) considerarmos uma manipulacao diferente
para Ay, entdo podemos encontrar solugbes diferentes. Para encontrar solugoes
diferentes pode ver [1, §15.5].

5 Solucoes em torno de xy =1

Pela Observagao 2.3, para encontrar as solugoes da EDO (3.18) em torno de xy = 1
basta encontrar as solugoes da seguinte EDO em torno de ¢y = 0:
d2

(1—t)dt2( )+ [oz+6—fy+1—(1+a+ﬂ)t}%(t)—aﬁy(t):O, (5.50)

a qual segue da EDO (3.18) depois de aplicar a mudanga de varidveis t = 1 — z.
Observe que a EDO (5.50) é uma equagao hipergeométrica com parametros «,
ey :=a+ [ —~v+1 e para encontrar suas solugoes em torno de ty = 0 basta usar
os resultados obtidos em Secao 4. Como os expoentes da singularidade ¢ty = 0 sao
rr=0er; =1—%=+v—a— [, os quais coincidem com os encontrados no final
de Secao 3 para zp = 1, dependendo se ¥ ¢ Z,5¥ = 1 ou ¥ € Z \ {1} utilizamos
respectivamente as solucoes obtidas nas Subsecoes 4.1, 4.2 ou 4.3 para encontrar

as mesmas em torno de tg = 0. Depois, desfazemos a mudanca t = 1 — x e assim
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encontramos as solugoes linearmente independentes y; () e y2(z) da EDO (3.18) em

torno de zp = 1. Por exemplo, se 4 ¢ Z, entao pelas (4.34) e (4.35) temos:

2F1(@,B,Oé+ﬂ—’}/+1,1—x),
11—z PRy =By -y —a—B+11—1).

Y1 ()
Y2 ()

Note que pelo Teorema 2.1 as solugoes neste caso vao ser analiticas em 0 < |z —1| <
1.

6 solucoes em torno de xry = o0

Como apresentado anteriormente na Se¢ao 3 para trabalharmos com o ponto singular
regular x5 = oo fazemos a mudanca de varidvel w = 7! na EDO (3.18) e estudamos
as solugoes da EDO (3.23) obtida em torno de wy = 0. Na mesma se¢ao vemos que
os expoentes da singularidade nesse caso sao r; = « e 1 = (. Para encontrar as
solugoes utilizando o método de Frobenius em torno de wy = 0 supomos que uma

solugao assume a forma:

[e.9]

y = Zanw"J’T ,com ag # 0, (6.51)

n=0

onde r é um expoente e a,’s sao constantes. Depois de substituir essa solucao na
EDO (3.23) e simplificar, observamos que (6.51) é uma solu¢ao da EDO se a seguinte

relacao é satisfeita:

ag(a —r)(r — Bw” + Z { [(n+r—1Dn+r—2)+2=7)(n+r—1)]a,
n=1
+[-(n+r)n+r—1)+(a+B-1)(n+r) —aﬁ}an} = 0.
Sabemos que (a —7)(r — ) = 0 é a equagao indicial e é verdadeira para o expoente

r (note que supomos ag # 0). Portanto, para que a equacao acima seja verdadeira

precisamos que para todos n > 1:

[(n+r—=1n+r—2)+2=7)(n+r—1]a,
—[n+r)n+r—1)—(a+B-1)(n+r)—apfla,=0.
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De qual concluimos a seguinte relagao recorréncia:

n+r—1Mn+r—=2)

(n+r—a)(n+r—6)an_1’ vnz1, (6.52)

Ay =

desde que o denominador seja nao nulo.
Entao, andlogo ao que vimos para encontrar (4.30), podemos observar que (6.51)
¢ uma solucao da EDO (3.23) se:

(M)alr +1 =)
(r+1—a)(r+1—70),

ay, = apg, VYn >0, (6.53)
onde ag # 0 é uma constante e consideramos o denominador nao nulo.

Assim, a solucdo (6.51) assume a forma

o0

T+1_7> n+r
Z%er_a (r+1—5)nw+' (6.54)

Utilizando o Teorema 2.1, nas seguintes subsecoes encontramos as solucoes line-
armente independentes y;(w) e ya2(w) da EDO (3.23) para os casos diferentes da
diferenca entre os expoentes r; — 1, = o — 3 em torno de wg = 0. A partir Disso,
para encontrar as solugdes linearmente independentes da EDO (3.18) em torno de

! nas solugoes y;(w) e yo(w). Note que

xro = 00 basta desfazer a mudanca w = x~
pelo Teorema 2.1 as solugdes neste caso vao ser analiticas em 0 < |w| < 1, ou seja

em |z| > 1.

6.1 Casoa—[¢7Z

Neste caso, como para qualquer n > 1 o denominador de a,, dado por (6.53) é nao
nulo, a partir do Teorema 2.1 item 1 e da relagao (6.54), encontramos y; (w) e ya(w)

da seguinte forma:

_ azoo (@n(@+1 =Y 0 | , :
yl(w)_‘w‘ —~ (1)71(05"’_1_6)71 —"U}’ 2F1<O[,C¥+1—’)/,04—|—1—57U)), (655)
yQ(w) - |wﬁn§_0 (5 +1— a)n<1)n - |w‘/3 2F1(675+ 1 _PVaB +1- avw)a (656)

onde consideramos ag = 1. Se desfeita a mudanca w = z~!, entao:

1
yi(z) = lz| ™" oFi(a,a + 1 — a4+ 1 = f; ;)7

) = 12 SR (8,841 =7+ 1 - 0).

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, RJ, n. 20, 2028 - DOI: 10.12957/cadmat.2023.67960



J. V. O. Alves; Y. Nikdelan Equacgodes Diferenciais Hipergeométricas 37

6.2 Casoa—(=0

Pelo Teorema 2.1 a primeira solugao coincide com (6.55), ou seja:
y1(w) = |w|® 21 (a,a + 1 — ;1 w).

Como r; = 19, para encontrar a segunda solugao utilizamos o item 2 do Teorema

day

7= (r), onde ay, pela

2.1. Para este fim, pela Observacao 2.1, precisamos calcular

(6.53), toma a seguinte forma:

(r)a(r +1— 7)71_

.= 6.57
¢ (r+1—a)? (6.:57)
De maneira semelhante a feita na subsecao 4.2 encontramos:

da, ()r+1— ) 1 2

—(r) = — D T -

dr (r+1-—a)? T+k r+1—-~v+k r+l—-—a+k

k=0

Portanto, supondo ag = 1, pela (2.12) obtemos:

o) = 3 (Hl@ T L2 ”)”{m ]

— (n!)?
. n—1 1 2H .
prd a+k a+l—~v+k o

6.3 Casoa—peZ\{0}

Neste caso temos a — > 0 ou a — [ < 0 que estudamos a seguir.

1) a — B > 0. Neste item « > (3, logo temos r; = « e ro = . Pelo Teorema 2.1

a primeira solucao é da seguinte forma:

|’LU|a Z (a)TL(& +1- 7)”

Dolat1-p), " =l hlemati=ya+l=Fw).
n=0 n n

yi(w) =
Como m :=1ry —ry = a — 8 € Z~q, para encontrar y, precisamos usar o item
3 de Teorema 2.1 e Observagao 2.2, e vamos seguir os mesmos passos do item

1 de Subsegao 4.3. Dessa forma, temos:

Y(w,r) =w" ZAn(r)w", com Ay = ao(r — B), (6.58)
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onde ag é uma constante nao-nula e os coeficientes A,,’s satisfazem a relacao
recorréncia (6.53) depois de substituir a, por A, e ag por Ay = ao(r — f).

Portanto encontramos:

(M)a(r+1—9)n
(r+l—a)p(r+1—70),

(T_B)a(% O§n<a—5,

Ap(r) =
(Mn(r+1—=7)n
(r+1- O‘)a—b’—l(r - B+ 1)ﬁ—a+n(r +1-0)n

ag, nza_ﬂa

(B)a—p(B+1=7)ap ;
(B+1—a)apala—pr"

Andlogamente ao visto na Subsecao 4.3, podemos observar que se 0 < n <

Am(B) = Aa—p(B) = (6.59)

o — 3, entao:
dAn g (BulB+1 7)o
dr - (B+1-a), nl

(6.60)

e caso n > « — (3, entao:

dA, (8)a(B+1 = S L
dr (5)_a0(ﬂ+1—a)a,5,1(ﬁ—04+n 'n'[20<5+k B+1_7+k)

+m%rﬂhm—m}mm)

Portanto, devido a (2.17), considerando ag = 1, obtemos:
(5)(1—,3(5 +1- ’7)
f+1—a)asp- 1(a—5)

a—p—1
(B)n(B+1—y)pw"
—|—|w|ﬂz (B+1—a), n!

yQ(w) :|w|a( ln|w|2F1(ozoz+1—%a+1—ﬁ, )

n=0

N () (6+1 1
+lwl” Z (B+1—a)ap1(B —a+n {Zﬁ—

n=a—p

n—1
1 w™
-+ H, 31— Hg_oor,— H, p —.
+g;5+1—7+k+ ATl e n}m

2) a — 3 < 0. Como a EDO (3.23) e a relagao recorréncia (6.53) sao simétricas
em relagao aos parametros a e (3, as solucoes y; € y, nesse caso sao as mesmas
encontradas no item 1 com diferenca que devemos trocar o lugar de a e (3, ou

seja:
yl(w> :|w|ﬁ 2F1(ﬁ>ﬁ+ 1- 776—1— 11— Oé;w)a
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(@)p-ala+1—=7)5
(@+1=8)p-a1(8— )

—Hw’a Z (a)n(a—l—l—y)nw_”

(a+1—-0), n!

In|w| (B, 6+1—v0+1—a;w)

n=0
o« N (@n(a+1—7) { -
+|w

| |n§a(a—l—1—5)5a1(a—ﬁ+n -
n—1 1 w"
—— +Hg o1 — Hy gyn — Hy p—.
+kz_00z+1—7+k+ fro-t ot }n!
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