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Resumo

Neste trabalho serao investigadas as matrizes geradoras da sequéncia de
Narayana de ordem 3 x 3 e algumas propriedades inerentes a essas matri-
zes. Contudo ao elevar a r-ésima poténcia dessas matrizes, algumas novas
relagoes dessa sequéncia sao estudadas, conhecendo por tanto os seus respec-
tivos termos. Por fim, é introduzido um novo conjunto numérico, denominado
de nimeros hibridos de Narayana, estudando a sua férmula de Binet, fungao
geradora e matriz geradora.
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Abstract

In this work, the generating matrices of the Narayana sequence of order
3 x 3 and some inherent properties of these matrices will be investigated.
However, by raising the r-th power of these matrices, some new relations of
this sequence are studied, thus knowing their respective terms. Finally, a new
numerical set is introduced, called Narayana hybrid numbers, studying its Bi-
net formula, generating function and generating matrix.
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1 Introducao

A sequéncia de Narayana foi introduzida pelo matematico indiano Narayana no
século 14, surgindo a partir da problematica do rebanho de vacas e bezerros, em
que: uma vaca produz um bezerro a cada ano. A partir do quarto ano, cada bezerro
produz um bezerro no inicio de cada ano. Quantos bezerros existem no total apds
20 anos? [1]

Assim, a sua solucao é de forma semelhante ao problema dos pares de coelhos
da sequencia de Fibonacci. Denominando o ano por r e N, como um termo da

sequencia de Narayana, poderemos definir a sua recorréncia como:
Nr+3:Nr+2+Nr;r 207 (1)

com Ny =0,N; = Ny = 1.

Assim, os primeiros termos da sequéncia de Narayana sao descritos por: 0,1,1,1, 2,
3,4,6,9,13,19, 28 e também, podemos encontrar mais propriedades em torno desses
nimeros nos trabalhos [9, 10]. Quanto aos termos de indices negativos da sequéncia

de Narayana, poderemos definir a seguinte recorréncia:
N,T = Ng,r — NQ,T,T‘ 2 1. (2)

Sabe-se que a matriz geradora é uma importante propriedade matematica pois
a partir dela é possivel obter os termos de uma sequéncia linear e recorrente, sem
necessitar conhecer os seus termos anteriores. Diante disso, neste trabalho, serao
apresentados seis matrizes geradoras da sequéncia de Narayana e algumas proprie-
dades inerentes a esse processo.

Por outro lado, tem-se o conjunto dos Numeros Hibridos apresentado por [/]
onde ele estudou trés sistemas numéricos juntos, sejam eles: os niimeros complexos,

hiperbdlicos e duais combinados um com outro.

Definicao 1.1. Um numero hibrido é definido como:
K={z=a+bi+tcc+dh:abc,dcRi*=—1,e=0h?>=1,ih=—hi=c+i}

E ainda, pode-se efetuar algumas propriedades e operagdes com os numeros
hibridos, como: Dois nimeros hibridos sao iguais, se e somente se,cada um dos
seus coeficientes forem iguais; a sua soma é obtida a partir da soma de cada um dos
seus coeficientes, assim como sua subtracao; e ainda, pode-se efetuar a multiplicacao

por escalar, onde o escalar serd multipllicado por cada termo do ntimero hibrido.
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O produto hibrido ¢ obtido distribuindo-se os termos a direita, preservando a
ordem de multiplicagao das unidades e depois escrevendo os valores dos seguintes
substituindo cada produto de unidades pelas igualdades i = —1,2 = 0, h%? = 1,ih =
—hi = ¢ +i. Usando essas igualdades, podemos encontrar o produto de quaisquer
duas unidades hibridas. Assim, pode-se apresentar a tabela da multiplicagdo de um

numero hibrido, como mostra a tabela 1.

-1 ) € h
111 ) € h
1] 1 -1 1—h|e+i
ele| 1+h 0 —¢
h|h|—¢e¢— € 1

Tabela 1: Tabela de multiplicacao para K.

A operacao de multiplicacao nos nimeros hibridos nao é comutativa, mas tem
a propriedade de associatividade e o conjunto K dos ntmeros hibridos forma um
anel nao comutativo em relagao a multiplicacao. E ainda, temos o conjugado de um
nimero hibrido z = a+bi+ce+dh, denotado por Z, é definido como zZ = a—bi—ce—dh
eonimeroreal C(z) =2z =2z =a*>+ (b—¢)* = —d* = a®> + b* — 2bc — d* é
chamado de carater do ntimero hibrido, onde a raiz desse ntimero real serd a norma
do nimero hibrido z, assim temos que: ||z|| = /| C(2) |.

Nas secoes seguintes serao estudadas as seis matrizes geradoras dessa sequéncia,

algumas propriedades e o seu processo de hibridizacao, baseados nos trabalhos de

[777»77]‘

2 As matrizes geradoras da Sequéncia de Narayana

Com base na recorréncia da sequéncia de Narayana, podemos investigar a existéncia
de outras matrizes geradoras, além da encontrada no trabalho de [5]. Onde, substi-

tuindo o valor de k£ = 1, temos a matriz geradora do teorema abaixo.

101 Nrjw Neoio N,
Teorema 2.1. Para Q = |1 0 0], tem-se que: Q" = | N, N,_5 N,_i|,
010

Nrfl NrfS Nr72
"z

Demonstragao. Utilizando o principio da inducao finita, temos que:
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Para r = 3, temos:

3
101 2 1 1 Ny Ny Ns
=11 00| =11 1]|=|N; Ny, N,
010 101 N, N, N

Assim, a igualdade é valida.

Supondo que seja valido para qualquer r = k, k € N, temos que:

k
Niy1 Nt Ni

1
0] = | N¢ Np—2 Nia
0 Ni—1 Ni—g Ny

0
Q" =110
1

O V)

Agora, verificando que seja valido para r = k + 1, temos:

Q! = Q4Q
r k
1 0 1 1 01
=11 0 0 1 00
010 010

Nip—1 Ni—z Ni_

Npy1+ Nt N Npn Niyo N Nip
= | N+ Np2 Npw Ni | = | Ny N Ni
| Vi1 + Nz Ne—o Ny Np  Np_a Ni1

Teorema 2.2. A matriz geradora da sequéncia de Narayana é dada por:
1 10 Nr+1 Nr Nr—l
Para @ = [0 0 1|, tem-se que: Q" = |N,_; N,_s N,_s|,r>=3.
100 Nr Nr—l Nr—?
Demonstrag¢ao. De modo anédlogo a demonstracao anterior, é validado este teorema.
O

NT—2 Nr—l Nr
, tem-se que: Q" = |N,_3 N,_o N,_i|,
Nr—l N’r Nr+1

Teorema 2.3. Para ) =

o R O
—_ o o
—_ O
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Demonstracao. De modo analogo a demonstracao anterior, é provada a validade do

teorema. ]
001 Ny—o N,_1 N,_3

Teorema 2.4. Para Q = |1 1 0|, tem-se que: Q" = | N, N1 N,_1|,
010 N,_.1 N, N,_,

r>=3.

Demonstra¢ao. De modo anédlogo a demonstracao anterior, é provada a validade

deste teorema. O
0 1 0 N7‘—2 NT—S Nr—l

Teorema 2.5. Para Q = (0 0 1|, tem-se que: Q" = |N,_;, N,_» N, |,
1 01 N, N,_1 N,

r>=3.

Demonstracao. De modo analogo a demonstragao anterior, é provada a validade

deste teorema. ]

010 N,_s N, N,
Teorema 2.6. Para Q = |0 1 1|, tem-se que: Q" = [N,y N,;.1 N, |,
1 00

Nrf?) Nrfl Nr72
r>=3.

Demonstracao. De modo analogo a demonstragao anterior, é provada a validade

deste teorema. ]

3 Algumas propriedades inerentes as matrizes ge-

radoras

Fundamentado no trabalho de [0], podemos estabelecer algumas propriedades

referentes as matrizes encontradas na secao anterior.

Propriedade 3.1. Para qualquer inteiro m, r, com 0 < m < r, temos:

N, = Nm+1Nr—m + N1 N1 + NmNr—m—2> (3)
N, = NmNr—m+1 + Np—aNp—m + Nyt Nyt (4)
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Demonstragao. De acordo com o Teorema 2.1 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, temos:

Q =Q"Q"™™
Nyyi Nyt N, Nmy1 Npmo1 Ny Ne—myr Necmer Neom
N, N,_o N,_i| = Npm  Np—o Np Ni—mw N2 Noopoa
Ni—1 Np—g Ny N1 Nm-3 Npm—2| | Necmo1 Nemmesz Neopeo

Considerando os elementos a esquerda e a direita, temos:

N, = Nm+1Nr—m + N1 N1 + NmNr—m—2>
N, = NmNr—m+1 + Nm—QNr—m + Nm—lNr—m—l

Observagao. Na equacao (3), se m = 3, temos:

N, = NyN,_1 + NgN,_o + N1 N,_3
N, =1N,_1 + 0N, _» + 1Nr73
N, =N,_1+ N,_3

O

Propriedade 3.2. Para quaisquer inteiros m, r, com 0 < m < r, temos:
N, = Nm+1Nr—m + Nyu Ny o + Nm—lNr—m—h (5)
N’r - NmN'r—m—l-l + Nm—lNr—m—l + Nm—QNr—m (6)

Demonstragao. De acordo com o Teorema 2.2 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, podemos demonstrar esta propriedade. O

Propriedade 3.3. Para quaisquer inteiros m, r, com 0 < m < r, temos:

N’r - Nm—2Nr—m + Nm—lNr—m—l + NmNr—m+17 (7)
Ny = Np i Nyt + Ny N2 + NerlNrfm (8)

Demonstragao. De acordo com o Teorema 2.3 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, podemos demonstrar esta propriedade. O
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Propriedade 3.4. Para quaisquer inteiros m, r, com 0 < m < r, temos:

N, = NpyNp_ppo + Nm+1NT—m + Nm—lNr—m—b (9)
Ny = NpaNppp1 + NmNr—m+1 + N2 Ny—m (10)

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.4 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, podemos demonstrar esta propriedade. O
Propriedade 3.5. Para quaisquer inteiros m, v, com 0 < m < r, temos:

Ny = Ny tNe—ypo1 + Npyo Ny + NmNT—m+1> (11)
Nr = NmNr—m—Q + Nm—lNr—m—l + Nm—l—lNr—m (12>

Demonstragao. De acordo com o Teorema 2.5 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, podemos demonstrar esta propriedade. O
Propriedade 3.6. Para quaisquer inteiros m, r, com 0 < m < r, temos:

N, = Np_oNy_p, + NmNr—m—l—l + Nm—lNr—m—lv (13>
Ny = Np i Np—pp1 + Nm+1Nr7m + Ny Ny ——2 (14)

Demonstracao. De acordo com o Teorema 2.6 e algumas propriedades para expoente

de matriz quadrada, podemos demonstrar esta propriedade. O

Na proxima segao sera introduzido um novo conjunto numérico dos nimeros

hibridos da sequéncia de Narayana.

4 Os numeros hibridos de Narayana

Apo6s definir os nimeros hibridos de Narayana serd apresentado alguns resultados

obtidos a partir dessa defini¢ao.

Definicao 4.1. O numero hibrido de Narayana, denominado por HN, é definido
como:
HNT == NT + NT+1i + NT+2€ + NT+3h.

Com as seguintes condicoes iniciais: HNgo=i+ec+he HNy=1+i+¢ec+2he
HNy; =141+ 2¢ 4 3h.
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Definicao 4.2. Similar a definicdo da Sequéncia Hibrida de Narayana, pode-se obter

a recorréncia para os termos negativos desta sequéncia, comr =1 er € N, tem-se:
HN_,=HN;3_, — HN,_,

Com essa definicao podemos concluir que HN_, = N_,. + N_, 11 + N_, 106 +
N_,3h. Assim é possivel calcular os termos com indice inteiro nao positivo da
sequéncia hibrida de Narayana. Em particular obtemos HN_{ = ¢ — h,HN_, =
l—e4+heHN_3=—i+¢e+h.

Lema 4.3. A sequéncia de niumeros hibridos HN, satisfaz a relagdo de recorréncia
HN,=HN, 1+ HN,_;
Demonstracao.

HN,_1 + HN,_3 = (N,—1 + Nyi + Nyy1€ + Nyjoh) + (Ny—s + Np—9i + N,_1€ + N, h)
= (Neo1+ Nyg) + (N + Noo)i 4+ (Nppr + Npop)e +
(Nry2 + Np)h
= Np + Nyt + Npjoe + Niy3h
= HN,

Teorema 4.4. A matriz geradora hibrida de Narayana, para r = 3, € dada por:

n

110 HN, HN, HN_ HN,,y HN, HN,,
0 01 HN,l HN,Q HN,g = HNrfl HNT,Q HNT,3
1 00 HNy HN_; HN_, HN, HN,_; HN,_,

Demonstragao. Pelo principio da indugao infinita, tem-se que:

HN, HN, HN.,|[1 1 0| [HN,+HN, HN, HN,
HN., HN., HN.4| |0 0 1| = |HN,+HN_y HN_, HN_,
HN, HN_, HN.,| |1 0 0 HNy+HN_, HN, HN_

HN, HN, HN,
- HNO HN,l HN,Q
HNy HNy, HN_;
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Supondo que seja valido para r = k, k € Z:

k
HN, HN, HN_ HNypy1 HN,  HNj,

110
HN_1 HN_2 HN_3 0 01 - HNk_l HNk_Q HNk_g
HNy HN_; HN_,| |1 0 O HN, HNy_y HNj_

Dessa forma, demonstra-se que é valido parar =k + 1,k € Z.

HN, HNy, HN_;| |1 1 0 HN, HN, HN_;
HN_1 HN_2 HN_3 0 0 1 - HN_1 HN_2 HN_3
HNy HN_, HN_,| |1 0 O HNy HN_; HN_,

k
110 1 10
0 01 0 01
1 00 100

(HN,., HN, HN,
= |HNj—1 HNyp_p HNj_3
HN, HN,_; HN,_o

= o =
o O =

= |HNj_1+ HNyp_3 HNj_4 HNk 2

0
1
0
HNpyr + HNpy HNpyy  HN
HN, + HN;_o HN, HN,_,

HNpi» HNyyy  HN,
- HNk HNk_l HNk_g
HN,.1 HN, HN,_,

]

Pode-se obter algumas informacgoes sobre os niimeros hibridos de Narayana a
partir da relagao de recorréncia, HN, = HN,_ + HN,_3, podemos agora apre-
sentar sua equacao caracterfstica 3 — 22 — 1 = 0 a qual é uma equacdo de ter-
ceiro grau possuindo trés raizes, uma solucao real e duas complexas, sejam elas:
x1 = 1.46557123187677, xo = —0.23278561593838 + 0.79255199251545¢ e x5 =
—0.23278561593838 — 0.792551992515454.

Temos que o carater do nimero hibrido de Narayana é dada como C(HN,) =
N2+ (Nyj1 — Nyjo)? — N2, — N2, e ainda, pode-se apresentar a norma de um

T

nimero hibrido de Narayana.
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Definicao 4.5. A norma de um numero hibrido de Narayana € definido como:

[HN? =| N2y = 2N,o(Npa + N;) = N2 o |

r

Demonstracao.

[HN:|| = /| C(HN,) |,

IHNN? =| N} + (N1 = Niwo)® = N = Ny |
=| NP+ N2 = 2NNy — Ny = 2NN, — N7 |
=[ N2\ = 2N, yo(Nes + N,) — N2 |

]

Além disso, o nimero hibrido de Narayana pode ser representado de forma ma-

tricial como uma matriz 2 x 2.

Definicao 4.6. Uma matriz do nimero hibrido de Narayana, comr € N, é definida

como:
N’I’+N’I‘+2 NT+NT+1 ]

YHN, =
[ Nr - Nr+1 + 2Nr+2 NT‘ - Nr+2

De fato, podemos observar:

wﬂmzwwll ’ +Nﬂ1[0 ! +JWH[1 ! +Nﬂ3101]
0 1 -1 0 1 -1 10
- [ Ny + Nyjo Nyj1— Nyjo + Npys ]
| Moz — Neyt + Noys N, — Nyyo
- [ N, + Nyjo Nyj1 — Nojo + Npypo + N,
| Ntz = Nt + N + N, N, — Ny
| NN N, + Nyppy
__M—M“+MMZM—MHI

E ainda, temos a seguinte propriedade que relaciona o determinante de uma matriz

COIm a sua norma.

Propriedade 4.7. Se g, corresponde a matriz hibrida do niumero hibrido de

Narayana, HN,, entio |HN,|* = det(pun,).
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Demonstracao.

N, + N,y Ny + Ny
N, — Npy1 +2N,yo Ny — Ny
= | (Nr 4+ Nry2) (Ny = Npja) = (N + Npja) (Ne = Ny + 2N,49) |
= | N? = N2, — (N? = NyN,j1 + 2N, Nojo + No Ny — N2+ 2N, 1N, 40) |
= | N1 = 2N (N + Np) = N2 |
— |HNP

det(ppn,) = det

A seguir, daremos a funcao geradora de HN, e sua férmula de Binet.

Teorema 4.8. A funcao geradora do niumero hibrido generalizado de Narayana,

denotado por Ggn,(x), é:

HNO + (HNl — HN())I + (HN2 - HNl)JZQ
Gun,(z) =

1—2—2a3

Demonstracao. Para definir a funcao geradora do niimero hibrido Narayana, deno-
tado por Gy, (), vamos escrever uma sequéncia em que cada termo da sequéncia

corresponde aos coeficientes.
o0
T
GHNT(QT) = E HNTJZ s
r=0

Fazendo manipulagoes algébricas devido a relagao de recorréncia podemos escrever

essa sequéncia como:

Gun,.(r) = HNy + HNyx + HNyx?* + HNsz® + HNyo* + ..,
vGyn, (r) = HNox + HNy2* + HNyz® + HNsz* + HNya® + ..,
Gy, (x) = HNogz® + HNy2* + HNox® + HN3a® + HNyo" + ...
Portanto:
(1—2—2%Gyn (z) = HNy + (HN, — HNy)x + (HNy — HN,)z*+
(HN3 — HNy — HNy)z® + ...,
a qual implica

HNO + (HNl — HN())ZL‘ + (HNQ — HNl)l'z
Gun,(z) =

11—z —2a3
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Assim, temos a funcao geradora para as sequéncias hibridas de Narayana.
Agora iremos explorar a existéncia de uma formula explicita para o cédlculo do
n-ésimo termo da sequéncia, sem depender da recorréncia, utilizando a férmula de

Binet, a qual é necessério utilizar as raizes da equacao caracteristica desta sequéncia.

Teorema 4.9. Para r > 0 temos que a formula de Binet para o nimero hibrido de

Narayana é dado como:
HNT = A(Il)T —I— B(Ig)r —I— O(ZL‘g)r

onde x1, 9 € x3 a0 as raizes da equacao caracteristica da sequéncia hibrida de

Narayana e A, B e C os coeficientes iguais a:

. HNQ — HNl.CL’Q — HN1I3 + HNO$2I3

A 5
(21 — 29) (71 — 73)

B— HNQ — HNl.Tl — HleL’g + HN()ZL’lfL’g
(2o — 21) (72 — 23) 7

O — HNQ — HNll’l — HNLQ?Q + HNoxlmg

(w3 — @1) (w3 — 22)
Demonstracao. Tem-se que a formula de Binet pode ser representado da seguinte

maneira:

HN, = A(x1)" + B(a)" + C(x3)"

Para r =0, tem-se: A+ B+ C = HNy, parar = 1, temos Az, + Bry+ Cxrz3 = HN;
e para r = 2, temos Az + Bx3 + Cx3 = HN;.

Podemos construir um sistema de equagoes lineares da seguinte forma:

AZE1+BZL‘2+OZL‘3 :HN1
Ax? 4+ Bri + Czi = HN,

Resolvendo o sistema linear, temos que os coeficientes encontrados foram:

. HN2 — HNlI'Q — HN1$3 + HNO$2I3 . HN2 - HN1(L’2 — HNll’g + HN()IQJIg

A - )
2?2 — T1x9 — T1T3 + ToT3 (v — x2) (21 — 23)

B— HN2 — HNl.Z'l — HN1ZL‘3 + HN()I'L’E?, . HN2 — HNL’El — HN1.173 + HNofL‘lJfg
T3 — Tox3 — T1T9 + T173 (xo — x1) (12 — 23) ’

C = HNQ—Hlel—HN1$2+HNO£C1$2 . HNQ—HNll'l—HNl.I'Q—i—HNoiCll'Q
T3 — Tox3 — T1T3 + T1To (x5 — 1) (23 — 29) ’
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5 Conclusao

Com base nos resultados dos teoremas e propriedades discutidos nessa pesquisa,
podemos entao concluir a existéncia de seis matrizes geradoras da sequéncia de
Narayana, possuindo determinadas propriedades caracteristicas de acordo com cada
uma delas.

Investigamos e introduzimos ainda o processo de hibridizacao dessa sequéncia,
com base no trabalho de [1], obtendo a férmula de Binet, uma das seis matrizes
geradora e funcao geradora dessa sequéncia. Vale salientar que as outras cinco
matrizes geradoras podem ser utilizadas da mesma forma para esse novo conjunto
dos niimeros hibridos da sequéncia.

Para trabalhos futuros, pretende-se verificar uma aplicacao dessas matrizes, bem

como dos numeros hibridos dessa sequéncia para a area de fisica e da natureza.
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