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Resumo

O objetivo principal desse trabalho é definir uma linha geodésica real
e uma geodésica complexa no espaco hiperbdlico complexo de dimensao
2. Utilizando o modelo da bola explicitamos uma parametriza¢do para os
pontos da linha geodésica real que possui dois pontos finais dados na fronteira
do espago hiperbdlico complexo. J4 para as geodésicas complexas, que sdo
subvariedades totalmente geodésicas de ]I—I%, além da defini¢ao, classificamos
a posicao relativa de duas delas como ultraparalelas, paralelas e concorrentes.
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The main objective of this work is to define a real geodesic line and a
complex geodesic in complex hyperbolic space of dimension 2. Using the
ball model we explain a parametrization to the points of the actual geodesic
line that has two endpoints given at the boundary of complex hyperbolic
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1 Introducao

Segundo Parker [3], abordar o espago hiperbélico complexo de dimens&o 2
é vantajoso ja que a maioria dos resultados se generalizam naturalmente para
qualquer dimensao. Indo além, Goldman [!] fez um estudo aprofundado do
espaco hiperbdélico complexo de dimensdo 11, apontando as generaliza¢Ges entre
o espacgo hiperbolico complexo de dimensdo 2 e dimensdo n. Para o presente
trabalho, que visa definir dois objetos no espago hiperbélico complexo de dimensao
2, os resultados principais serdo apresentados apenas para dimensao 2. Maiores
detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em [5].

Definiremos trés modelos de HZ, o modelo projetivo, o modelo da bola unitéria

e o modelo do paraboléide (ou dominio de Siegel).

1.1 Formas hermitianas em C?!

Considere H = (#;;) uma matriz complexa k X [. Definimos a transposta
hermitiana de H como sendo a matriz complexa H* = (@;;) cujas entradas sdo os
conjugados das entradas da matriz H transposta.

A matriz complexa H, k X k, é dita hermitiana se H = H".

Para cada matriz k X k hermitiana H podemos associar uma forma hermitiana
(,): CxC" > C

dada por (Z, W) = W'HZ em que W e Z sdo vetores coluna em CF.
As formas hermitianas sdo lineares em relacdo a primeira coordenada e linear

conjugada em rela¢do a segunda coordenada.
Propriedades: Para Z, Z;, Z,, W vetores coluna de Ck temos:
1. (Z1+Zy, W) = (Z1, W) +({Z, W)

2. (AZ,W) = MZ,W)

3. (ZW) = (WZ)

Uma prova dessas propriedades pode ser encontrada em ([3], p. 3).
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Das propriedades acima podemos verificar que

(Z,7) € R
(Z,AW) = A(Z, W)
(AZ, AW) = [A1XZ, W)
KZ, W) = (Z, WYW,Z)

De fato, como (Z,W) = W, entdo (Z,7Z) = m e (Z,7) € R. Pela
definicdo, (Z, AW) = (AWY'HZ = AW*HZ = A{Z, W). Por este tltimo resultado
e sabendo que (AZ, W) = A(Z, W), temos que (AZ, AW) = AMZ, W) = |A(Z, W).
Por fim, como para qualquer nimero complexo z vale zz = |z e (Z, W) = (W, 2Z),
entdo (Z, WKW, Z) = (Z, W)[>.

Seja C>! 0 espago vetorial complexo C*> munido com a forma hermitiana ndo
degenerada (ntcleo trivial) e indefinida (admite valores positivos, negativos e
eventualmente nulos) de assinatura (2,1). Assim, (-, -) é dada por uma matriz
hermitiana com 2 autovalores positivos e 1 autovalor negativo. Veja detalhes em
(8], p- 18), e (131, p- 3).

Existem algumas formas hermitianas que sdo bastante usadas. Como exemplo,

destacaremos trés.

21 (1
Sejam Z =| z, |e W =| w, | € C*'. A forma hermitiana usual é definida por
23 w3

(Z,W) = z1w1 + 20w — Z3W3

cuja matriz hermitiana é:

o O

H1:

S O =
S = O

A forma hermitiana definida por
(Z, W) = 213 + 25W; + 231

tem matriz hermitiana:

ey
I

_ o O

S = O

o O -
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E a forma hermitiana dada por
(Z, W) = 2101 — 25W3 — 23>

tem a seguinte matriz hermitiana:

1 0
H; = -1
0 -1 0

Como explica Parker ([3], p. 4), podemos usar qualquer forma hermitiana
de assinatura (2,1), ja que C*>' depende apenas da assinatura e ndo da forma
hermitiana, sendo outras formas, ndo apresentadas aqui, amplamente utilizadas

na literatura.

1.2 Modelos do espaco hiperbélico complexo de dimensao 2

Podemos definir os seguintes subconjuntos de C**:

V., ={ZeC*'|(Z, Z) > 0}
Vo =1{Z € C*'((Z,Z) = 0}
V_={ZeC*'(Z Z) <0}

Os vetores pertencentes a V, sado chamados de vetores positivos, os vetores
em V), sdo nomeados vetores nulos ou isotrépicos e os vetores de V_ sdo ditos

vetores negativos.

1.2.1 Modelo Projetivo

Defina em C*! — {0} a relagdo de equivaléncia
Z~We W=AZ

onde A é um escalar complexo nao nulo.

Seja CIP* o conjunto das classes dessa relagio de equivaléncia e seja IP: C>! —
{0} — CP? a projegdo natural dada por P(Z) = [Z], em que [Z] é a classe de
equivaléncia de Z.

O modelo projetivo do espago hiperbélico complexo é visto como o conjunto

das linhas negativas em C*!, ou seja, Hz. = P(V_) e sua fronteira como a conjunto
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daslinhas nulas, isto ¢, JHZ = IP(V(). Ao conjunto das linhas positivas denotaremos
por {HZ = P(V.,).
No modelo projetivo, Goldman ([1], p. 76) define a métrica em lHé, chamada

de métrica de Bergman, sendo esta dada pela fungdo distancia p(-, -) por

cosh? (p(z, w)) _A{Z,WYW,Z)

2 ] AZZYW,W)

onde z,w € HZ e Z, W sdo representantes de z e w em C>!, respectivamente.

Observe que esta formula independe da escolha dos representantes de z e w em
c.

1.2.2 Modelo da bola

Considere Z € V_ c C*! e a forma hermitiana (Z, W) = zyw; + z,Ww; — z3Ws3.
Entdo, (Z,Z) = 2121 + 2272 — 2373 = |z1l* + |z2/* — |za]* < 0. Assim, z; # 0. Logo,
dividindo todas as coordenadas de Z por z3 obtemos um vetor negativo na mesma

linha negativa determinada por Z:

z1/z3
Z2/z3
1

’

z
’ ’ 1 2
Nomeando z; = z;/z3 e z, = z,/z3, vemos que o vetor [ E ‘ é tal que
2

2

2 2 2
, , z z z1|” + |z
Iz, + |z, = -1 20 = M <1
Z3 Z3 |z3|
Z; css o TR2 X 2| |2 2
Logo,| , |pertence abola unitdria B~ = € Co | Ix]” + |ylIF <1y.
z y
2

Por outro lado, dado um ponto [ € B?, pode-se definir o vetor negativo

X
y |eC¥.
1

Assim, 0 espago hiperbodlico complexo pode ser identificado com a bola B%. A
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P P

fronteira do modelo da bola unitaria é dada por
x
B* = { eC? | IxP +yl* = 1}
Yy

que é identificada com a esfera $°.
Dado um ponto z = (z1,23) € B?, 0 levantamento ou representante de z é o
ponto Z € C*>! dado por

De modo geral, sempre utilizamos esse modelo de levantamento, mas, em

ocasides especificas, pode ser necessdrio a utilizagdo de outros levantamentos.

1.2.3 Dominio de Siegel ou modelo do paraboléide
Para Z, W € C*!, considere a seguinte forma hermitiana:
(Z, W) = z1w1 — ZoW3 — Z3W,.
Se Z € V_ entéo:

(Z,Z) = z121 — 2p23 — 2325 < 0

= 2Re(z,z3) — |z1> > 0 (1.1)

Assim o conjunto dos pontos que satisfaz (1.1) pode ser identificado com o espaco
hiperbélico complexo.

Fazendo z3 = 1 obtemos o seguinte conjunto

h? = { A € C? | 2Re(zy) — |z1* > O}
22

que é chamado dominio de Siegel.

A fronteira do dominio de Siegel é dada por

Iy’ = { 7 e 2Re(@) - [ = 0} Viped
¥4)
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e}

em que p. é o ponto ideal, cujo levantamento em C>! é dado por P, = | 1

e}

0
O ponto o = [ 0 ] € dh? é a origem do dominio de Siegel. Um levantamento

0
em C?! para este ponto pode ser o vetor O = | 0

1
Como 2Re(z3) — |z1|* = 0 representa um paraboléide, o modelo do dominio de

Siegel também é conhecido como modelo do paraboléide.
Parker ([3], p. 8) explicita uma isometria, chamada de Transformacao de Cayley,
de pontos no modelo da bola em pontos no modelo do paraboléide. Isso nos

garante que os resultados obtidos usando um dos modelos serd mantido no outro.

1.3 O conjunto U(2,1)

Seja U(2,1) o conjunto das matrizes complexas 3 X 3 que preservam uma forma
hermitiana dada em C?*!. Isto é, A € U(2,1) se

(AZ,AW) =(Z,W),

para quaisquer vetores coluna Z, W € C>'.

Cada matriz em U(2,1) que é um multiplo escalar complexo ndo nulo da
identidade, leva cada linha de C*! nela mesma, assim age trivialmente no es-
paco hiperbélico complexo. Considere a aplicacio IP: U(2,1) — Aut(CIP?), onde
Aut(CIP?) é o grupo dos biholomorfismos de CIP>. Definimos o grupo unitario
projetivo PU(2,1) = IP(U(2,1)) sendo o grupo dos biholomorfismos de H2, cujos
elementos sdo chamados de transformacdes lineares projetivas.

Se A € U(2,1) entdo A é uma matriz complexa 3 X 3 tal que (AZ, AW) = (Z, W)
para quaisquer Z, W € C*'. Se H ¢ a matriz da forma hermitiana dada em C**

entdo esta equacdo implica que
(AW)Y'H(AZ) = W'HZ = W'(A'HA)Z = W'HZ.

Como W e Z sdo arbitrérios, para a tltima igualdade ser verdadeira devemos

ter
A'HA = H. (1.2)
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Portanto, U(2,1) também pode ser caracterizado por:
U(2,1) = {A € M33(C)IA"HA = H}

Multiplicando a expresséo (1.2) por H! obtemos (H'A*H)A = Id, e, temos a

seguinte expressdo conveniente para a inversa de uma matriz A € U(2,1):
Al =H'A'H (1.3)

A propriedade abaixo facilita o calculo do produto A’"HA quando se deseja

verificar que uma dada matriz A é hermitiana.

Propriedade 1.1. Seja H uma matriz hermitiana 3 X 3 e seja (Z, W) = W'HZ a
forma hermitiana definida por H em C°. Se A é uma matriz 3 X 3 cujas colunas séo,

respectivamente, os vetores Vi, V;, e V3 entdo

<V1/ V1> <V2/ V1> <V3I V1>
A'HA = Vi, Vo) (Vy, Vo) (V3,V3)
(V1,V3) (Vy,V3) (V3,V3)

Esta propriedade pode ser facilmente demonstrada lembrando que se A = (a;))

entdo A" = (@;;), e, que as colunas de A sdo formadas pelos vetores V1, V; e V3.

2 Produto vetorial hermitiano

No espaco vetorial complexo C>! , o produto vetorial hermitiano tem papel
semelhante ao do produto vetorial usual no espago euclidiano R®. Sandler ([2],
p. 103) apresenta o produto vetorial hermitiano como Z® W = H(Z x W), em
que Z, W € C?!, H é a matriz da forma hermitiana, Z x W é o produto vetorial
ordindrio e as barras denotam o conjugado complexo. Assim, para cada forma
hermitiana obtemos uma expressao para o produto vetorial hermitiano.

Consideraremos a forma hermitiana usual para a defini¢do e demonstragao das

propriedades do produto vetorial hermitiano. Considere C*>! munido da forma

21 w1
hermitiana (Z, W) = zijw; + z,w, —zzws paraZ =| z, |e W=| w, | € Cc>t.
Z3 w3

Definic¢do 2.1. O produto vetorial hermitiano é dado pela funcao

®: 2! x C2! — ¢!
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definida por:
z wy Zp - W3 — 23 - W2
ZRW=| 2, |R| w, |=| zzg-W; —21 - W3
z3 ws Z Wy =71 W2

Como no caso real em R?, o vetor Zm W é ortogonala Z e a W, isto é,
(Z,ZrW)=(W, Zxr W) =0.

Lema 2.1. Sejam P,Q, R, S € C*!. Entéo:
1. PR (Q®R) = (Q, P)R — (R, P)Q
2. (PRQ,R®S) = (S, P)XR,Q) —(R,P)S,Q)

3. Se P e Q sdo vetores nulos, isto é, pertencentes a V, e, P,Q € C>' — {0},

com P # Q, entdo P ® Q é um vetor positivo ortogonal a P e a Q tal que

(PRQ,PrQ) = [P,Q)P

Demonstragio. Usaremos a seguinte forma hermitiana (P, Q) = p1g1 + p292 — P3q3

pP1 q1 71 51
comP=|p, [,[Q=|q [[R=|r |[eS=]|s
P3 q3 3 S3

1. Pela defini¢do obtemos:

B2 G213 =312
PRQ®R) = | p [B| Ga-T1—q1-73
| P3 21— q1-h
— p2(q2r1 — q172) — pa(qars — qat1)
= | p3(qars — q312) — p1(qar2 — Gar1) (2.4)
| 5(0727’3 - 6]372) - 19_1(%7’3 - 6]37’1)

Calculando {Q, P)R — (R, P)Q temos:

P_2(¢727’1 - fh?’z) - P_3(I117‘3 - %7’1)
(Q,P)R = (R, P)Q = | p5(qats — g372) — p1(qa12 — Gat1) (2.5)
p2(g273 — q3r2) — p1(q173 — qar1)

Por (2.4) e (2.5) vemos que PR (Q ® R) = (Q, P)R — (R, P)Q.
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P24~ P32 7283 =135
2. Por definicdo, PRQ =| p3-q1—p1-95 |eRRS=| 73-51— 71 -53 |, entdo:
Reli-P R T
(PRQ,RRS) =

@ . %1’253 — p_z . %1’352 - % . %1’253 + }9_3 . %1’352
+p_3 . ai’gSl — p_g . ﬁ?’lsg, — p_l . %7381 + p_l . %7’153

—p_z . %1’251 + p_z . %7’153 + p_l . %1’251 - }?_1 . %7’153 (26)
Calculando (S, P){R, Q) — (R, P){S, Q) obtemos:

(5, PXR, Q) —(R,P)S5,Q) =
(s1p1 + S2p2 — s3p3)(r1q1 + 122 — 1343)

—(r1p1 + r2p2 — 13p3)(5141 + S22 — $343) (2.7)

Resolvendo (2.7) encontramos (2.6). Segue que (PR Q,RR®S) = (S, PXR, Q) -
(R, P)XS, Q).

3. Para provar que (P,Q) # 0 usaremos a seguinte propriedade: se P,Q €
C>! — {0}, com (P,P) < 0e{(Q,Q) <0, entdo P = AQ, para algum A € C*!, ou
(P,Q) #0.

Se P e Q sdo vetores nulos, e, P, Q € C>!' — {0}, com P # Q, entdo (P,P) =0 =
(Q,Q), e, pela propriedade enunciada, (P,Q) # 0. Além disso, (P, Q)]* =
(P,QXQ, P). Assim, do item anterior segue que:

(PrQ,P®r Q) =(Q,PXP,Q) —(P,PXQ,Q) = KP, Q)I

21 w1
Observaciao 2.1. Considere Z =| z, |[e W =| w, | € C*>..
Z3 w3
e Se em C?! é considerada a forma hermitiana (Z, W) = z,ws + zowW, + z3wW1

dada pela matriz H,, entdo o produto vetorial hermitiano é definido por

zZ1 wy 2y Wy — Zp - Wy
ZRW=| 2 |R| wp, |=| z3- w1 —Z1 - w3
Z3 w3 Zy - W3 —Z3 " Wy
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e Se em C*! é considerada a forma hermitiana (Z, W) = ziw; — z,w3 — z3Ww,

dada pela matriz Hj, o produto vetorial hermitiano é definido por

Z1 wy 2y W3 —Z3 - Wy
ZRW=| 2, |R| wy |=]| 22 W1 —21 - Wy
Z3 w3 Zy W3 —Z3 - Wy

e Independente da forma hermitiana H;, H, ou H; definida em C*?, sdo validas
as propriedades enunciadas para o produto vetorial hermitiano. Para mais
detalhes ver ([3], p. 11).

Vamos utilizar o conceito e as propriedades do produto vetorial hermitiano
para demonstrar que o grupo PU(2,1) age duplamente transitivamente em JHZ.

Mas antes é necessdrio a apresentacdo do seguinte lema:

Lema 2.2. Seja V o conjunto dos pares (P, Q) de vetores nulos em C>! tais que

(P, Q) = —1. O conjunto U(2,1) age transitivamente no conjunto V.

Demonstragdo. Em C>! vamos considerar a forma hermitiana dada pela matriz Hs,

ou seja, (Z, W) = z1w; — 2yWs3 — 23wy, Z, W € C*1.

0 0
Observe quese A=| 1 [eB=| 0 |, entdo A e B sdo vetores nulos em C*! tais
0 1

que (A, B) = —1. Logo, o par (A, B) pertence ao conjunto V.

Sejam agora P e Q vetores nulos em C*! tais que (P, Q) = —1. Ou seja, (P, Q)
pertence ao conjunto V. Para demonstrar esse lema vamos exibir uma matriz
MeU(2,1)talqueM-A=PeM-B=Q.

De fato, considere a matriz M43 cujas colunas sdo, respectivamente, os vetores

PrQ, PeQ. Pela propriedade 1.1 temos que:

[ (PrQ,PRQ) (P,PRQ) (QPRQ)
M'H;M = (PrQ,P) (P, P) (Q, P)
(PRQ,Q (PQ  (QQ
[ KEQP 0 0 10 0
M'H;M = 0 0 -1|=10 0 -1]|=H;
0 -1 0 0 -1 0

Assim, M"H3sM = Hj e, portanto, M € U(2,1).
ComoM-A=PeM:-B = (Q segue que o conjunto U(2,1) age transitivamente

no conjunto V.
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O
Proposigdo 2.1. O grupo PU(2,1) age duplamente transitivamente em JHZ..

Demonstragdo. Sejam p; e q; dois pontos distintos em JHZ e p; e g, dois pontos
distintos em JHZ..

Considere P;, Q1, P, Q; levantamentos de py, 41, p2 € g2, respectivamente, nor-
malizados de modo que (P1, Q1) = -1 e (P, Qy) = -1

O lema anterior garante que existe uma matriz M € U(2,1) talque M- P, =P, e
M-Q; = Q,. Fazendo a projecdo obtemos f € PU(2,1) tal que f(p1) = p2 e f(q1) = g2,
isto ¢, o grupo PU(2,1) age duplamente transitivamente em JHZ..

O

E possivel demonstrar a proposicéo anterior usando a forma hermitiana H,
como apresentado por Parker ([3], p. 13), e mostrar que PU(2,1) age transitivamente
no espacgo hiperboélico complexo de dimensdo 2 (para essa demonstragao veja [3],
p- 12).

Como mostra ([5], p. 10), pode-se encontrar uma matriz N3x3, com N*H1N = Hj,
de modo que N = DMD™, em que M é a matriz apresentada no lema 2.2, e D
é a matriz de mudanga de base, da base de C° que gera a forma hermitiana H;
para a base de C° que gera a forma hermitiana H;. Ou seja, o lema 2.2 pode ser

demostrado usando a forma hermitiana H;.

3 Geodésicas

No espacgo hiperbélico complexo podemos definir dois tipos de subvariedades
totalmente geodésicas, as subvariedades totalmente geodésicas complexas e
as subvariedades totalmente geodésicas e totalmente reais. As subvariedades
totalmente geodésicas complexas de IH?C sdo equivalentes, por isometrias, a
H{ onde k € {1,2}. Nessa classe de subvariedades definiremos as geodésicas
complexas. J4 as subvariedades totalmente geodésicas e totalmente reais de
IH?: sdo equivalentes, por isometrias, a IHIEz sendo k € {1,2}. Neste ultimo caso,
quando k = 2, chamamos a subvariedade totalmente geodésica e totalmente real
de R*-plano e a intersecdo de um R*-plano com JHZ chamamos de um R-circulo.

Aqui apresentaremos apenas as defini¢des de geodésica real e geodésica complexa.
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3.1 Linha geodésica real

Sejam p e g dois pontos distintos em JHZ. Vamos determinar uma parametriza-
¢do para a linha geodésica real (ou geodésica) em HZ com pontos finais p e 4. Para
isso vamos considerar o modelo da bola B? para o espaco hiperbélico complexo.
Escolha levantamentos P e Q de p e g, respectivamente, para vetores nulos em C*!

normalizados de modo que (P, Q) = —

1 -1 |
Considere agora a = eb= [ pontos em dHZ. A linha geodésica
0
. t] ,
ligando esses pontos é dada por A(t) = ol -1 <t <1, ou equivalentemente, por

A) = { ta“é‘(t) ] feR.

V2/2 —V2/2
Em C?*! considere levantamentos A = 0 eB= 0 dea e b para

V2/2 V2/2

vetores nulos tais que (A, B) = —1. Levantando cada um dos pontos A(t), vemos

que esta geodésica é representada pelo caminho de vetores negativos em C*!:

el —e
sinh(t) >
/\(t) = 0 = 0 =
cosh(t) e’ + e_t

0
V2/2

\/_ \/_ = 7(6% +¢'B)

Como A e B sdo vetores nulos tais que (A, B) = —1, e, como P e Q também sdo

\/’/2 —\/5/2
V2 \/—/2
g

vetores nulos tais que (P, Q) = —1, pelo lema 2.2 existe uma matriz M € U(2,1) tal
queM-A=PeM-B=Q.

Ja que M induz uma isometria f € PU(2,1) tal que f(a) =p e f(b) = g, e como
isometria transforma linhas geodésicas em linhas geodésicas, temos que f(A(t)) é a
geodésica com pontos finais p e 4.

No levantamento esta geodésica é representada por
M-A(H) = L(e’fM ‘A+e¢'M-B) = L(efP +e7Q).
V2 V2
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O que fizemos demonstra a seguinte proposicao:

Proposigio 3.1. Sejam p e q pontos distintos em JHZ representados por vetores
nulos P e Q em C*' tais que (P, Q) = —1. A linha geodésica em HZ. com pontos
finais p e q é parametrizada pelos pontos a;, t € IR, cujos levantamentos em C*! s&o

dados por:

At = %(Btp + e_tQ)

Observagio 3.1. Qualquer par z,w € JHZ pertence a uma tinica geodésica.

Como mostra Parker ([3], p. 30), a parametrizacdo que vimos para uma
geodésica em IHZ é uma parametrizacio pelo comprimento de arco t € R, ou seja,
usando a métrica de Bergman pode-se mostrar que a distancia entre dois pontos

na geodésica corresponde a uma distancia real.

3.2 Geodésicas Complexas

Uma geodésica complexa é uma subvariedade totalmente geodésica complexa

de dimensdo complexa 1.

Defini¢do 3.1. Seja W c C*>! um subespago complexo bidimensional. Suponha que
WNV_#@. Aosubespaco X = P(W N V_) de Hg chamamos geodésica complexa.

Para quaisquer z, w € HZ UJHZ distintos, existe uma tinica geodésica complexa
contendo z e w. Dizemos que esses dois pontos geram a geodésica complexa. Para
uma demonstracgdo desse fato veja ([1], p. 75).

A interse¢do de uma geodésica complexa com JHZ é chamada de cadeia.

Seja P um vetor positivo em C>'. Se W = {Z € C*!(Z, P) = 0}, dizemos que P é

vetor polar.

Proposigio 3.2. Toda geodésica complexa em HZ pode ser dada por um vetor

polar.

Demonstragdo. Seja W € C*>! um subespago complexo bidimensional tal que W N
V_ # @. Sabe-se que o complemento ortogonal W+ de W em C>! é um subespago
de dimensdo complexa 1 de modo que todo vetor ndo nulo de W+ é um vetor
positivo. Assim, qualquer vetor positivo em W+ é um vetor polar da geodésica
complexa X = P(WNV_),isto é dado P um vetor positivo em W+ temos (P, Q) = 0,
para qualquer Q € W.

Reciprocamente, dado qualquer vetor positivo P € C*!,se W = {Z € C>'(Z,P) =
0}, entdo W é um subespaco complexo bidimensional tal que WNV_ # g e

Y =P(W N V_) é uma geodésica complexa de vetor polar P. m|
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Como veremos logo a seguir, podemos utilizar vetores polares a geodésicas

complexas para determinar suas posi¢des relativas.
Classificacao de pares de geodésicas complexas:

Sejam X e I, duas geodésicas complexas distintas que correspondem a vetores
polares P,Q € C>!, respectivamente. Considere o produto vetorial hermitiano

W = P& Q. De acordo com Goldman ([1], p. 100), existem trés possibilidades:

1. W é positivo:

As geodésicas complexas X e L, sdo ultraparalelas, isto é, sdo disjuntas e

tem uma tinica geodésica complexa X ortogonal comum com vetor polar W.

Figura 1: Geodésicas complexas ultraparalelas

Sea=2XNX eb=2XNZX, entdo esses pontos possuem levantamentos
A=PrR(PrRQ)eB=0Q&(PRQ)e, por definicdo, p(X1, X,) = p(a,b). Assim,

p(Za, Zz)) _ (A, B)B,A)

2
ot ()= @ aE By

Utilizando o lema 2.1 pode ser verificado que a distancia entre as geodésicas
complexas X; e X, também é expressa em termos dos vetores polares P e Q

CcOmao:

L (T T2 (POXQ,P)
osh*(C5=) = E oo

2. W énulo:

As geodésicas complexas X, e ¥, sdo assintéticas ou paralelas, ou seja, se

intersectam no ponto IP(W) € o"]I-Ié.
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ol ol

Figura 2: Geodésicas complexas paralelas

3. W énegativo:

As geodésicas complexas L; e X, sdo concorrentes, isto é, elas se intersectam
no ponto P(W) € HZ.

Figura 3: Geodésicas complexas concorrentes

Podemos definir o angulo 0 € [0, /2] entre as geodésicas complexas ; e L

em termos de vetores polares como segue:

(P, QXQ, P)

2 —
cos(6) = 5 Py, Q)

Resumindo, se I e X sdo geodésicas complexas em HZ com vetores polares

P, Q € C*!, respectivamente, entdo:

(P, Q)Q, P)
(,P)Q,0Q) "
POXQP) _,
(P, P)(0Q, Q)

e X e X, sdo ultraparalelas &

e ), e )X, sdo assintdticas &
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LQWQP) _
EPQQ "

e Y, e X, sdo concorrentes <

4 Consideracoes finais

Conhecer os objetos do espago hiperbodlico complexo permite encontrar carac-
teristicas importantes desse espago como, por exemplo, as distancias entre esses
objetos. Um outro elemento importante do espago hiperbdlico complexo sdo os
bissetores que, apesar de ndo serem subvariedades totalmente geodésicas em HZ,
podem ser decompostos em subvariedades totalmente geodésicas.

E possivel, apesar de na maioria das vezes nao ser facil, encontrar férmulas de
distancias entre esses objetos de Hg. Goldman ([1], p. 76) apresenta a métrica de
Bergman como uma férmula de distancia entre dois pontos p,q € HZ. Utilizando
a projegdo ortogonal sobre uma geodésica complexa conseguimos, através da
métrica de Bergman, encontrar uma férmula para a distdncia entre um ponto em
HZ e uma geodésica complexa. Baseado nestas duas férmulas e considerando a
definicdo do n-invariante, que é um invariante no espago hiperbdlico complexo,
encontramos férmulas de distancia para combinacdes entre pontos e qualquer
outro desses objetos em HEZ,
desses elementos em HZ. No entanto, para distancia entre duas linhas geodésicas

e entre geodésicas complexas e qualquer outro

reais, entre dois bissetores e entre uma geodésica e um bissetor, o problema fica
mais complexo, pois envolve a extracdo de raizes de polindmios de grau 6 cujos
coeficientes estdo em fun¢do da forma hermitiana, e tais polindmios podem néao ser
soltveis por radicais em uma extensdo transcendental F de Q. Assim, dependendo
do polindbmio envolvido, nem sempre serd possivel explicitar a distancia entre
geodésicas e bissetores. As férmulas de distancias no espago hiperbélico complexo

podem ser encontradas em [6].
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