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A GENERALIZACAO DOS OCTONIOS DE NARAYANA

THE NARAYANA OCTONIONS GENERALIZATION

R. VIEIRA? F. ALVESP P. CATARINO®

Resumo

A partir da necessidade de realizar uma investigacdo em torno do pro-
cesso de generalizacao da sequéncia de Narayana, surge-se nesta pesquisa a
introducdo dos octonios de Narayana. Nesse sentido, realiza-se a genera-
lizacdo para os ndmeros inteiros nao positivos. Dessa forma, sao discutidas
algumas propriedades matematicas, com énfase na forma matricial, funcao
geradora, formula de Binet dentre outros aspectos matematicos. Por fim,
buscam-se novas propriedades desses nimeros em outras areas, investigando
a sua aplicacao.

Palavras-chave: forma matricial, formula de Binet, octonios, sequéncia de
Narayana.

Abstract

From the need to carry out an investigation around the generalization pro-
cess of the Narayana sequence, this research presents the introduction of the
Narayana octoniums. In this sense, the generalization for non-positive whole
numbers is carried out. Thus, some mathematical properties are discussed,
with emphasis on matrix form, generating function, Binet’s formula and other
mathematical aspects. Finally, new properties of these numbers are sought in
other areas, investigating their application.
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134 R. Vieira; F. Alves; P. Catarino A generalizagdo dos octénios de Narayana
1 Introducao

Introduzida pelo matemadtico indiano Narayana Pandita (1340-1400), apds o estudo
referente ao problema das vacas e bezerros, a sequéncia de Narayana é uma sequéncia
numérica linear e recorrente. Dessa forma, tem-se a seguinte problemética inicial
dos bezerros e vacas: a partir do quarto ano, cada bezerro produz um bezerro no
inicio de cada ano. Quantos bezerros existem no total apés 20 anos? [!]

Assim, é possivel onter a defini¢do da sequéncia de Narayana (NN,,), como sendo

uma sequéncia de terceira ordem, com a sua férmula de recorréncia, dada por [1]:

Nn:Nn—1+Nn—37n>3>N0:O7N1 =Ny =1.

3 — 22 —1 = 0, possuindo duas

O seu polindémio caracteristico ¢ dado por: =
raizes complexas e uma raiz real, como solucgoes, onde esse valor real é representado
pela proporgao de super-ouro (valor aproximado de 1,46). De fato, outros aspectos
matemaéticos e histéricos podem ser estudados em outros trabalhos [1, 2]. Ademais,
sao estudados os octonios de Narayana e a sua extensao para os nimeros inteiros
nao positivos, estudando alguns teoremas matematicos e definicoes.

Seja O a algebra dos octonios sobre o corpo dos nimeros reais R. Desse modo,

para qualquer p, pode-se escrever p € O [7, 6, 5]:
p=p +pe,

onde p',p" € H = {ag+aii+asj +azk | i2 = j2 = k? = —1,ijk = —1,a9,a1,ay,a3 €
R}, representa a divisao da algebra dos quatérnios.
Para a operacao da adicao e multiplicacao entre dois octonios, p = p’ + p”e e,

q=q + ¢"e tem-se:

p+ag=0+¢)+ "+ ¢"e,

", 1

pe=0'qd —qP")+ "V + "¢ )e,

em que ¢’ e ¢"” sao os conjugados dos quatérnios ¢’ e ¢”, respectivamente. Portanto,
O é a algebra dos octonios, numa base natural no espaco sobre R formado pelos
elementos: ey = 1,61 = i,e5 = j,e3 = k,e4 = e,e5 = ie,eg = je,e; = ke e a

multiplicacao desses nimeros é mostrada na Tabela 1.
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Tabela 1: Multiplicacao dos octonios de Q. Fonte: [7]

1 e |ey |e3 |eq | €5 | €5 | €7

1 |1 |e |ey |e3 |es | €5 | e | €7

er |ep | -1 |e3 |-ex|e5 | -eq|-€7 | €5

€y | €2 | -€3 -1 €1 €6 €7 -€4 | -€5

€3 | €3 | €2 -€1 -1 (Sird -€¢ | €5 -€4

€4 | €4 | €5 | -€ | -€7 -1 €1 €9 €3

€5 | €5 | €4 -7 | €g -€1 -1 -C3 | €2

€6 | €6 | €7 €4 -Cy | -€2 | €3 -1 -C1

er | er | -ec | e5 | €4 | -e3 |- | e | -1

Assim, utilizam-se a seguinte notagao para os octonios:

7
b= Z Ds€s,
p=0

onde ps é o coeficiente real, com p € O, no formato p = Re(p) + Im(p), em que
Re(p) = po representa a parte real e, I'm(p) = 22:1 Ps€s Tepresenta a parte ima-
ginaria.

Visando realizar uma investigacao em torno da sequéncia de Narayana, tem-se
a generalizacao dos octonios de Narayana. Assim, tem-se um estudo do processo de
complexificagao dessa sequéncia, possuindo interesse e aplicagoes ligadas a geometria

em dimensoes mais altas, além de outras relagoes com a fisica [3, 4].

2 Os octonios de Narayana

Nesta se¢ao, sao estudados os octonios de Narayana, abordando os seus respectivos

aspectos matematicos.

Definicao 2.1. Para n > 0, os octonios de Narayana sao definidos por:

7
ONn = Z Nn+5657
s=0

e o seu conjugado € dado por:

7
ON,, = N,, — Z Ny s€s.

s=1
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Teorema 2.2. A funcao geradora dos octonios de Narayana, ON,, € dada por:

1

7
a7y s+ Nowa + Nosales

s=0

Demonstracao. Com base na funcao:

g(ON,,z) = ONy + ONyz + ONyz* + ...+ ONz" + ...

3

Pode-se realizar a multiplicagao dessa funcao por x e z”, resultando:

1g(ON,,, ) = ONgx + ON12? + ONoz® 4+ ... + ON,_12" + ...
23g(ON,, z) = ONyz® + ONyz* + ONoz® + ... + ON,_s2™ + ...

Dessa forma, realizando g(ON,,, z) — 1g(ON,,,z) — 23g(ON,, z), tem-se que:

(1 -2 —2%)g(ON,,z) = ONy + (ON; — ONy)z + (ONy — ONy)2®

1

g(ON,,x) = ()

7
D (N4 Nooa + Nooyz®)es.
s=0

]

Teorema 2.3. A formula de Binet dos octonios de Narayana, com n € Z, € dada

por:
ON,, = Aa,x} + BB,z + Cy,xs,

em que x1, %2, T3 SGo as raizes do polinémio caracteristico x> — x?> —1 =0,
(w2 —D(@s—1) ,  (m—D@s—1) (z1—1)(z2—1)
) B — ) C - )
(21 — @2) (21 — 23) (w2 — 1) (22 — 23) (x5 — 1) (3 — 22)

o = 14 210 + 235 + 23k + xle + xdie + 28je + 2ke,

A:

By =14 x9i + x3) + 25k + 3¢ + xdie + x5je + xike,
Yo = 1+ x3i + 235j + 23k + w30 + x5ie + 25je + xlke.
Demonstrag¢ao. Por meio da férmula de Binet ON,, = ax + S + vyai e da re-
7

corréncia dos octonios de Narayana ON, = E N, s€s, com os valores iniciais

s=0
ONyg=1+j+k+2e+3ie+4je+ 6ke, ONy = 1+1i+ 5+ 2k + 3e + 4ie + 6j5e + ke
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e ONy =141+ 2j + 3k + 4e + 6ie + 9je + 13ke, é possivel obter o seguinte sistema
de equagoes:

a+ B+ =i+ j+k+ 2e+ 3ie+ 4je + ke
axy + Pre +yrs =141+ 7+ 2k + 3e + 4ie 4+ 6je + 9ke
ax? + Bad +vyri =1+i+ 25+ 3k + 4e + 6ie + 9je + 13ke

Resolvendo o sistema, tem-se que:

(144425 + 3k + 4e + 6ie + 9je + 13ke) + (—x2 — z3)(1 + i + j + 2k + 3e + 4ie + 6je + Yke)
o =

r? — 1129 — T123 + ToT3
. xoxs(i+ j + k + 2e + 3ie + 4je + 6ke)

2 b)
] — T1T2 — T12X3 + T2x3

g — (L9 42)+3k+de+ Gie + 9je + 13ke) + (=21 —a5)(L + i+ + 2k + 3e + die + Gje + Oke)

x% — ToX3 — T1X2 + T1X3
n x123(0 + § + k + 2e + 3ie + 4je + 6ke)

T3 — xow3 — 172 + T 173 ’
(14 i+ 2§ + 3k 4 4e + 6ie + 9je + 13ke) + (—x1 — 22)(1 + i + j + 2k + 3e + 4ie + 6je + ke)
7= 23+ X139 — 1123 — T2T3
n x122(1 + § + k + 2e + 3ie + 4je + 6ke)
x% + X1To — 13 — T2X3

Através das relacgoes de Girard: z1xo03 = 1, x14+29+23 = 1 € Ty X0+ 2003+ 2103 =
0, é facil ver que:

ToXy — Tg — T3 + 1 . ) ' .
((; 3 I)z(z 3:[))(1+x12+xfj—l—x:{’k+x‘fe—|—x?ze+x?]e+x{ke)
1— T2)(T1 — T3
xo—1)(x3 —1 _ _ ‘ .
— (; 2 . ;E; x))(1+x12+x3]—I—x:{’k:+x‘fe+x?ze+x§]e+xzke)’
1= Z2)(T1 — T3
(r123 — 21 — 23+ 1) e A . . ]
B = (@2 — 1) (@2 — 3) (1 + 291 + 255 + 25k + z5e + wiie + xyje + xske)
2 — T1)(T2 — T3
-1 -1
— (iﬂﬁ : ;Ez:a m))(l+x2i+I§j+x§k+x§e+x3ie+xgje+xgke),
2 — T1)(T2 — T3
(122 =21 — 22 4 1) c25 3 4 5. 6. 7
(3 — 21) (23 — 22) (14 z3i + 257 + 3k + x5e + x3ie + x55e + vike)
3 — 21)(T3 — T2
1 —1)(xe — 1 ‘ ‘ ‘ ‘
= (; 1 . ;Exz x>)(1+$31+$§]+$§k+$§e+$gle+x§je+x§ke),
3 — T1)(T3 — T2

Definindo a, = (1+z1i+23j+atk+atlet+atie+alje+alke), B, = (14+xqoi+ax3j+
T3k + xhe + xdie+ aSje+ xlke), v, = (1+ 230 + x3j + 25k + vie + xdie + x5je + xlke),
— (@-D@s-1) p_ (@111

) — _(@-D(z2—1) : .
(@1—22)(@1—23)” e (29 © O = Gsman)@s—na) CONClui-se que:

a = Aa,, 8= Bf,, 7 = Cv.
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O

A forma matricial dos octonios de Narayana é realizada com base no trabalho

[8], em que trata da matriz geradora da sequéncia de Narayana, generalizando os

coeficientes da férmula de recorréncia.

Propriedade 2.4. Paran > 3 en € N, a forma matricial dos octonios de Na-

rayana € dada por:

=

n —

10 ON;, ON, ON_4 Npyi N, Ny ON; ON, ON_;
0 1 ON_1 ON_2 ON_3 == Nn—l Nn_Q Nn_3 ON_1 ON_Q ON_3
00 ONy ON_; ON_, N, Np-1 N, ONy ON_; ON_,

[ON,., ON, ON,_,
= Oanl OanZ OanB
ON,, ON,_1 ON,_,

Demonstracao. Constatando a veracidade para n = 3, pelo principio da inducao

finita:

- ONl + ON_l ONQ + ON_2 ON_l + ON_g

1l [oN, ON, ON_]
ol loN_, ON_, ON_,
1 ONO ON_1 ON—Q

3
1 10 ON; ON, ON_
0 01 ON,1 ON,Q ON,:), -
1 00 ONy ON_; ON_,

— =N
—_ = =

90N, +ON_, + ONy 20Ny + ON_s+ON_; 20N_, + ON_5+ ON_, |

ONy+ON_1+0ONy ONy+ON_534+ON_; ON_1+ON_3+ON_,

ONy; ON3 ON,
— ONQ ON1 ONO
ON3; ONy, ON,

Supondo a validade para qualquer n = k, k € N:

k
ON, ON, ON_ ON,.1 ON, ON,_,

ON_1 ON_Q ON_g - ONk_l ONk_Q ONk_g
ONy ON_; ON_, ON, ONj_1 ONj_,

_ o
o O =
o = O
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Por fim, verifica-se a validade paran =k + 1:

k+1 k r T1r B
110 ON, ON, ON_, 110/ [110]|ON ON, ON,
0 01 ON_1 ON_2 ON_3 =10 0 1 0 01 ON_1 ON_2 ON_3
1 00 ONy ON_; ON_, 1 00 0 0 ONy ON_; ON_,
Newik No Nea] [t 1 0] [one on, on.]
== Nk,1 Nk,Q Nk,3 0 1 ON,1 ON,Q ON,3
Nk Nk—l Nk_g 0 ON() ON_1 ON_2
Niys Nyt Ny | | ONi ONy ON_,
- Nk Nk—l Nk_g ON_1 ON_2 ON_3
Nit1 N Ng—a| | ONg ON_y ON_,

ONgt2 ONgi1 ONy

— ONk ONk_l ONk_Q

ONpy1 ONp ONpy

]

3 A generalizacao dos octonios de Narayana

A seguir, serd analisado o comportamento dos termos com indices inteiros nao

positivos dos octonios de Narayana. Para todon > 0 e n € N, a formula de

Definigao 3.1. Para todo n > 0 e n € N, o octonion de Narayana, para indice

inteiro nao positivo, € definido pela equagdo:

7
ON_p =Y N_pie.
s=0

Propriedade 3.2. A funcao geradora dos octonios de Narayana para indice inteiro

nao positivo, € erpressa por:

_ _ 2
g(ON_r”gj) _ ONO + ON,I.ZL’ (ON,Q ON())JI

Y

3 —a?—1
7 7

com 0s respectivos valores iniciais: ON_g = E N 5.6, ON_| = g N 5. e €
s=0 s=0

7
ON() == Z Nses.
s=0
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Demonstracao. A validacao do presente teorema, ocorre da mesma maneira como

realizado para o Teorema 2.2.
m

Propriedade 3.3. Para n > 0 e n € N, a matriz geradora dos octonios de Na-

rayana, com indice inteiro nao positivo, é dada por:

n

1 ON, ON, ON.| [N.,a N, N..|[on onN,
0 —1 ON,l ON,Q ON,g = N,n,1 anf2 N,n,:), ON,l ON,Q
0 ONy ON_; ON_, N_, N_,.1 N_,_o ONy ON_;

_ON—n—H ON—n ON—n—l
= ON—n—l ON—n—Z ON—n—S
ON_, ON_,_; ON_,_4

Demonstrag¢ao. De modo similar a demonstracao realizada na Propriedade 2.4, pode-

se validar esta propriedade. O

4 Propriedades dos octonios de Narayana

Doravante, serao estudadas algumas propriedades inerentes aos octonios de Na-

rayana.

Teorema 4.1. A soma dos n primeiros termos octonios de Narayana € dada por:
> " ON,, = ON, 35— ON;.
m=1

Demonstragao. Utilizando a Defini¢ao 2.1, pode-se obter a relagao:
ON,,_3 =ON,, — ON,,_;.

Assim, realizando a soma telescépica do lado direito, pode-se obter:

> ON,, = ON, 15— ON;.

m=1

]

Teorema 4.2. A soma dos 5 primeiros termos dos octonios de Narayana € dada

por:

4
Y " ON,, = 20N, + ON,_i.

m=0
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Demonstragao. Utilizando a Defini¢ao 2.1, tem-se:

ON, +ON, 1+ ON, 5+ ON, 3+ ON,_4 = N, + Nyi161 + Nyi0es + N,i3e3 + Ny 464
+ Nyises + Npiges + Nporer
+ Np—1 + Nper + Npjies + Nypyoez + Nyyzey
+ Npya€s + Nugses + Npyeer
+ Ny—o + Np_1e1 + Npey + Nypqe3 + Nyjoey
+ Nntses + Nyjaes + Npgser
+ Ny—3 + Np_geq + Nyp_1eg + Nypez + Ny
+ Npioes + Nyyseg + Nyiger
+ N,_4 + N,,_3e1 + N,,_oe9 + N,,_163 + N,e4
+ Npy1€5 + Npjaes + Npyser
=2N, + N1+ 2N, 111 + Nyeq
+ 2N, 19€9 + Npi1€2 + 2N, 1 3e3 + Ny yoe3
+ 2Nyq4e4 + Nyyzey + 2Ny 565 + Nypges
+ 2Npy6€6 + Npgses + 2Np7e7 + Nyjees
=20N,, + ON,,_;.

]

Teorema 4.3. A soma dos n primeiros termos com indice inteiro nao positivo dos

octonios de Narayana, sao expressos por:

> ON_,, = ON_13+ ON,.

m=1
Demonstrag¢ao. De modo similar a demonstragao do Teorema 4.1, pode-se validar
este Teorema. O
Teorema 4.4. A soma dos 5 primeiros termos dos octonios de Narayana é dada
por:

4
> ON, = ON_, 5+ 20N_ 4.

m=0
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Demonstra¢ao. Com base na Definicao 3.1, tem-se que:

ON_,, +ON_;,;1 +ON_,,; 20 +ON_,,;3+ON_,,;0 = N_p, + N_pp1e1 + N_pi0e0 + N_pi3e3+ N_jiq€4
+ N_p1565 + N_pi6€6 + N_pniver
+N_pi1+N_pioer + N_yyzes + N_piges + N_jiseq
+ N_, 465 + N_p 1766 + N_p1se7
+N_pio+ N_pyzer + N_pyaes + N_pyses + N_pi6€4
+ N_, 4765+ N_p1s€6 + N_pi9€7
+ N_pt3+ N_ptaer + Nojisea + N_jyge3 + Nopyreq
+ N_nyses + Nonyoes + N_niir0€r
+ N_pya+N_pyser + N_pigea + Nopres + N_jigeq
+ N_pyoes + N_pii066 + N_pyiier
= ON_ s+ Nonps + 2N piser + Noppaer
+2N_pq6e2 + N_ji5e2 +2N_py7e3 + N_pp6e€3
+2N_p48e4 + N_pires +2N_; 195 + N_p 4 ge5
+2N_ 41066 + N_pnyoes + 2N_pi11e7 + N_pti10€6
— ON_py5+20N_pia.

ON_n + ON_n+1 + ON—TL+2 + ON_n+3 + ON_n+4 - ON_n+3 —|— QON_n+4.

5 Conclusao

A partir do estudo dos octonios de Narayana e a sua generalizacao, foi possivel
discutir aspectos matematicos e evolugao dessa sequéncia, ressaltando: a sua funcao
geradora, férmula de Binet, forma matricial e algumas propriedades referentes a
esses NUmeros.

Para pesquisas futuras, espera-se realizar estudos referentes a visualizacao dessa
sequéncia, assim como ocorrido nos trabalhos [2, 9], em que foi estudada uma alter-
nativa de visualizacao da sequéncia de Padovan e outras sequéncias numeéricas, por

meio do GoogleColab integrado ao método de Newton.
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