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Caracterizagao das raizes do polinomio do terceiro grau e

alguns resultados

Characterization of the roots of the third degree polynomial and some results

LUIS YAMAOKA?

Resumo

Neste artigo apresentamos um procedimento para caracterizar as raizes do
polindémio do 3° grau f € R[z] recorrendo a fatos do Célculo. Ademais, im-
pondo condicoes aos coeficientes de f € R[z], estabelecemos uma comparagao
entre a parte real de suas raizes complexas nao reais conjugadas e o(s) ponto(s)
critico(s) de f : R — R.
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Abstract

In this paper we present a procedure to characterize the roots of the 3rd
degree polynomial f € R[z] using facts of Calculus. Furthermore, by im-
posing conditions on the coefficients of f € R[z|, we establish a comparison
between the real part of their conjugated non-real complex roots and the criti-
cal point(s) of f : R — R.
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1 Introducao

Denotamos por C[z] o conjunto dos polindémios na indeterminada = com coeficientes
em C. Sejam f € C[z] e r € C. Dizemos que r é raiz de f se o nimero complexo
f(r) éigual a zero. Consideremos R[z| o conjunto dos polindémios na indeterminada
x com coeficientes em R. A partir daqui, abordaremos os polindémios do 3° grau em
Rlx].

E fato conhecido que cada polinomio do 3% grau f € R[z] admite uma dentre as

seguintes possibilidades para as suas raizes (veja, por exemplo, [7]):
e trés raizes reais distintas;

e uma raiz real de multiplicidade 1 e outra raiz real distinta de multiplicidade
2;

e uma raiz real de multiplicidade 3;
e uma raiz real e duas raizes complexas nao reais conjugadas.

Cada uma dentre as quatro possibilidades supracitadas é uma caracterizacao
das raizes de um polinoémio do 3° grau f € R[z]. Na Se¢ao 2 daremos os detalhes
a respeito de cada caracterizagao. O intuito deste artigo é valer-se do Calculo para
caracterizar as raizes de f € R[z] e, sob condigoes impostas aos seus coeficientes,
realizar uma comparacao entre a parte real das suas raizes complexas nao reais e
o(s) ponto(s) critico(s) de f : R — R, em que f é a func¢ao polinomial do 3° grau
definida por f.

As ferramentas empregadas para alcancar os resultados aqui apresentados po-
dem ser obtidas em um texto de Célculo e na colecao Fundamentos de Matemadtica
Elementar. Por exemplo, os conjuntos numéricos, as fungoes quadraticas, a de-
finicao de fungao sobrejetora e equagoes e inequacoes irracionais estao expostos em
[1]. Numeros complexos, polindémios e equagoes polinomiais sao tratados em [3].
Posig¢oes de um ponto em relagao ao sistema, em [2]. As derivadas sdo contempladas
em [1] e em [5]. Temos como objetivo demonstrar o proposto neste trabalho sem
recorrer a formula da solucao geral da equagao cubica. Tais raizes podem ser obtidas
por um software matemético. As formas dos gréficos das func¢oes polinomiais do 3°

grau exibidas na Secdo 2 também podem ser encontradas em [0].
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52 L. Yamaoka Polinémio do terceiro grau e alguns resultados

2 A caracterizacao das raizes

Seja f : R — R dada por f(z) = az® + b2? + cx + d, a,b,c,d € R,a > 0, Vo € R.
Definimos a vizinhan¢a de um ponto xy pertencente ao dominio de f, D(f) = R, um
intervalo V' =|zg — 6,z + 6], onde § é um nimero real positivo. Consideremos a

derivada de f:

f'(z) = 3az® + 2bx + c.

Definimos um ponto critico de f como sendo o valor de x € R para o qual
f'(z) = 0. A forma do grafico de f depende do ntimero de pontos criticos de f.

Deste modo, calculamos o discriminante de f’:

A = 4b* — 12ac.

Se A > 0, f possui 2 pontos criticos; se A = 0, f possui 1 ponto critico; se A <0, f

nao possui ponto critico. Logo, temos as 3 possiveis formas para o grafico de f:

1. 1* forma (A > 0)

Como a > 0, os pontos criticos py; e p,, sao tais que

_ o2 VAP T2ae 24 VAP~ Dac

Pm = 6a Pm 6a

Analisando a variacao do sinal de f’, temos:

+ 0 - 0 -+

f/

L ]
[ ]

Como f'(x) > 0 para z €] — 0o, pp[ e para z €|p,,, oo[, segue que f é estrita-
mente crescente em | — 0o, pys| € em |p,,, oof; como f'(z) < 0 para z €]par, pml,
segue que f é estritamente decrescente em |pas, pm|. Ademais, como f' é posi-
tiva a esquerda e negativa a direita de pys, decorre que pys € ponto de madximo
local de f, isto é, existe vizinhanca V' de py, tal que f(z) < f(py),Vx € V.

Como f’ é negativa a esquerda e positiva a direita de p,,, decorre que p,,
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¢ ponto de minimo local de f, isto é, existe vizinhanca V de p,, tal que

f(x) > f(pm), Yz € V.

Analisando a variagao do sinal de f”, em que f”(z) = 6ax + 2b, temos:

fl/ .

Como f"(z) < 0 para x €] — 00, —b/3a[, segue que f tem concavidade para
baixo em | — 0o, —b/3a[; como f”’(z) > 0 para x €] — b/3a, 0|, segue que f
tem concavidade para cima em | — b/3a, 00[. O ponto —b/3a é a abscissa de

um ponto de inflexao (ponto da curva onde ocorre mudanga de concavidade),

ja que f"(—=b/3a) = 6a(—b/3a) +2b =0 e f"(—b/3a) = 6a # 0.

Portanto, a 1? forma do grafico de f é:

A (pm, f(pm))
B (pm, f(pm)) f

|
|
|
|
PM L pm

Figura 1: 1? forma do gréfico de f

2. 2% forma (A = 0)
O ponto critico é
p= T34

Analisando a variacao do sinal de f’, temos:
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f/

Como f'(z) > 0 para z €] — 00, p| e para x €]p, 00|, segue que f é estritamente
crescente nestes intervalos e que p nao é extremante (ponto de mdzximo local

ou de minimo local) de f.
A variacao do sinal de f” é a mesma da 12 forma.

Portanto, a 2% forma do grafico de f é:

C(p, f(p)) f

Figura 2: 2# forma do gréfico de f

3. 3% forma (A < 0)
Nao existe ponto critico.

Analisando a variacao do sinal de f’, temos:

+ + +

f/

Como f’(z) > 0 para z € R, segue que f é estritamente crescente em R.
A variacao do sinal de f” é a mesma da 1* forma.

Portanto, a 3* forma do grafico de f é:
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|

|

|

I

|

I

|

I
b
3a

Figura 3: 3% forma do gréfico de f

Ao posicionar cada uma das 3 formas em relagao ao eixo z, teremos as seguintes
caracterizagoes (de 1. a 9.) das raizes, especificadas nas legendas das Figuras 4 a
12:

1. Os pontos A e B situam-se acima do eixo z: f(py) >0 e f(p,) >0

B
\
|

A
|
/T f)l\/l pm

Figura 4: 1 raiz real r (r < pys) e 2 raizes complexas nao reais conjugadas

2. O ponto A acima e o ponto B no eixo x: f(py) >0 e f(p,) =0

f
A
[\
T
pPM  pm

Figura 5: 1 raiz real v (r < py) e p, ¢ raiz real de multiplicidade 2

pm € raiz real de multiplicidade 2, pois f nao muda de sinal em p,,.
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3. O ponto A acima e o ponto B abaixo do eixo x: f(py) >0 e f(p,) <0

pm/

Figura 6: 3 raizes reais distintas: ry, 79,73 (r1 < pay < 12 < pm < 13)

4. O ponto A no e o ponto B abaixo do eixo z: f(py) =0 e f(pn) <0

f
A Pm . X
T

Figura 7: 1 raiz real v (r > p,,) e py € raiz real de multiplicidade 2

puy € raiz real de multiplicidade 2, pois f nao muda de sinal em p;;.

5. Os pontos A e B situam-se abaixo do eixo x: f(py) <0 e f(pn) <0

Figura 8: 1 raiz real r (r > p,,) e 2 raizes complexas nao reais conjugadas

6. O ponto C situa-se acima do eixo z: f(p) >0
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Figura 9: 1 raiz real r (r < p) e 2 raizes complexas nao reais conjugadas

7. O ponto C no eixo z:

Figura 10: p é raiz real de multiplicidade 3

Polinémio do terceiro grau e alguns resultados

— 0o

/I‘

f(p)

0

8. O ponto C situa-se abaixo do eixo x:

Figura 11: 1 raiz real r (r > p) e 2 raizes complexas nao reais conjugadas

f(p) <0

9. Quando nao existe ponto critico
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> X

Figura 12: 1 raiz real r e 2 raizes complexas nao reais conjugadas

Procedimento para a caracterizagao das raizes de f € R[z]

e Determinar o(s) ponto(s) critico(s)* de f: p ou (par < pm) -

*Caso nao exista(m), a caracterizacgao é: 1 raiz real e 2 complexas conjugadas.
e Calcular: f(p) ou (f(panr) e £(pm)) -
e Verificar as caracterizagoes: de 1. a 9. .

Exemplo 2.1. Caracterizar as raizes de f € R[z] dado por f(x) = x* — 42>+ x+6.

Solugao.

Pym = € m = 3
14— /T3
£ 3\/_) ~ 7.93>0
44 VI3
gAYy o hss<o

Trata-se da caracterizagao 3.: 3 raizes reais: ri,re, 13 (r1 < pay < 12 < pm < 73).

Exemplo 2.2. Caracterizar as raizes de f € R[z] dado por f(x) = x®+62* + 12z +
11.

Solucao.
f'(z) =32 + 122+ 12 =0

p=—2
f(-2)=3>0
Trata-se da caracterizagao 6.: 1 raiz real r (r < —2) e 2 raizes complexas conjugadas.
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Exemplo 2.3. Caracterizar as raizes de f € R[x] dado por f(x) = x*—5z*+ 7z —3.

Solugao.
f'(z) =32 — 10z +7=0
7
Pm = I e Pm = g
f(1) = 0
7
f(g) ~ —1,19<0

Trata-se da caracterizagao 4.: Uma raiz real r (r > %) e 1 é raiz real de multiplicidade
2.

Exemplo 2.4. Caracterizar as raizes de f € R[z] dado por f(x) = 23 —6x*+122—8.

Solucao.

f'(z) =32 — 120+ 12 =0

Trata-se da caracterizacao 7.: 2 é raiz real de multiplicidade 3.
Exemplo 2.5. Caracterizar as raizes de f € R[z] dado por f(z) = 2®+ 2> + 2z — 3.

Solucao.

f'(z) =32 +2r+1=0

A=4(1)2-1211=-8<0

Nao existe ponto critico. Trata-se da caracterizacao 9.: 1 raiz real r e 2 raizes

complexas conjugadas.

Observagao 2.1. Quando a < 0, temos p,, (ponto de minimo) < py; (ponto de

mdzximo), e as 9 caracterizagoes das raizes de f € R|x] estdo especificadas abaizo:
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f(pm) f(py) Caracterizacao das raizes de f € R[z]

>0 >0 1raizreal r (r > py > pn) e 2 raizes complexas conjugadas

0 >0 1raizrealr (r > py > pm) € P € raiz real de multiplicidade 2
3 raizes reais distintas: 11,79, 73 (r1 < pp < To < par < 7T3)
<0 0 1raizreal r (r < pm < pum) e par é raiz real de multiplicidade 2
<0 <0 J1lraizrealr (r <p, <puy) e 2 raizes complexas conjugadas

Uk W=
A
o
\Y
o

f(p) Caracterizacao das raizes de f € Rz]

6. >0 1raizrealr (r > p) e 2 raizes complexas conjugadas
p € raiz real de multiplicidade 3
8. <0 1lraizrealr (r <p) e 2 raizes complexas conjugadas

~
o

Caracterizagao das raizes de f € R[z]

9. 3 (p, P, P1r) 1 raiz real r e 2 raizes complexas conjugadas

3 Alguns resultados

Lema 3.1. Sejam f € R[z] dado por f(z) = ax®+bx*+cx, a > 0, 3ac < b* < 4ac,
21 e Zy as raizes complexas nao reais conjugadas de f (Re(z1) e Re(Zy) denotam a
parte real de z, e de Zy, respectivamente), p,, o ponto de minimo local de £ e pyr o
ponto de maximo local de £f. Temos:

i) Se b <0, entio Re(z1) = Re(Z1) > pm > pu > 0.

ii) Se b > 0, entdo Re(z1) = Re(Z1) < py < pm < 0.

Demonstragao. De a > 0 e b? < 4ac segue que as raizes complexas nao reais conju-

gadas de f(z) = az® + bz? + cx = z(az? + bz + ¢) sdo

b Viac 12 b Viac 12
—%+%z‘ L m= L VROTYL T (1)

= 2a 2a

De a > 0 e b > 3ac segue que os pontos criticos de f sao

—2b — V/4b? — 12ac —2b + V/4b% — 12ac
p1 = € P2 = .
6a 6a

Como f'(p1) =0 e f"(p1) = 6ap; + 2b = —/4b%> — 12ac < 0 segue que p; = pys é 0
ponto de méximo local de f. Como f'(p2) = 0 e f”(p2) = 6apa+2b = V/4b> — 12ac > 0

segue que ps = p,, € o ponto de minimo local de f.
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De a > 0, obtemos
PMm < Pm -
a >0 e b? < 4ac implicam ¢ > 0. Como ac > 0 e b* > 3ac, segue que
0 < 4b* — 12ac < 4b°.
i) Supondo b < 0, de (3) temos

42 — 12ac < —2b
= —2b—V4b%2 —12ac > 0

= py > 0.

Por fim, de 3ac < b < 4ac, b <0 e a > 0 temos:

b2 > 3ac (4% — 12ac > 0

b? < 4dac 4b* — 12ac < b?
=

b<0 b<0

a>0 L a>0

(0 < 462 — 12ac < B?
b<0

a>0
\

{ VA2 — 12ac < —b

!

I

a>0

—b — V/4b? — 12ac -0
6a

b 2b — \/4b? — 12ac
—— 4+ >0
2a 6a

B b - —2b 4+ vV4b? — 12ac
2a 6a
Re(z1) > pm -

Lol

Portanto, de (2), (4) e (5) segue a tese.
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ii) Supondo b > 0, de (3) temos

V4?2 — 12ac < 2b
= —2b+ V4?2 —12ac < 0

= pm <0 . (6)

Por fim, de 3ac < b? < 4ac, b > 0 e a > 0 temos:

(

b? > 3ac 4% — 12ac > 0

b? < 4dac 4% — 12ac < b?
— <

b>0 b>0

a>0 a>0

\
(0 < 402 — 12ac < B2
b>0

a>0
\

VA4b? — 12ac < b
a>0
—b+ V4b? — 12ac <0

6a
b N 2b + /4b? — 12ac <0

I

I

2a 6a
B b —2b — \/4b? — 12ac
2a < 6a
R€<Z1) < Pm - (7>

Lol

Portanto, de (2), (6) e (7) segue a tese.
[

Teorema 3.1. Sejam f € R[z] dado por f(z) = az® + bx? + cx, a > 0, 3ac < b* <
dac, z1 e Zy as raizes complexas ndo reais conjugadas de f, p,, o ponto de minimo
local de f e pyr o ponto de mdximo local de f. Definindo g = f +d, d € R, temos:

i) Seb <0 ed >0, entdo as raizes complezas nao reais conjugadas de g, z5 € Za,
sao tais que Re(zy) = Re(Z2) > Re(z1) = Re(Z1) > pm > pu > 0, em que pas(pm) €
o ponto de mdximo (minimo) local da funcao polinomial g definida por g.

ii) Se b > 0 e d < 0, entao as raizes complexas nao reais conjugadas de g, zo
e Za, Sao tais que Re(zy) = Re(Za) < Re(z1) = Re(Z1) < pu < pm < 0, em que

Pt (Pm) € 0 ponto de mdzimo (minimo) local da fung¢dao polinomial g definida por g.

Demonstragao. 0 é raiz de f : R — R, pois £f(0) = 0. E é a tinica raiz real.
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i) Da variac@o do sinal de f’ e de (2) e (4), podemos identificar os sinais de f:

p B H 0 =0+
. - . xr
0 P Pm

p S0t 4+ + 4

A Figura 13 corresponde ao grafico de f. Dado d > 0, deslocamos cada ponto

do gréfico de f “d” unidades “para cima” para obter na Figura 14 o grafico de g.

Y Y
f g
T i X d__ i ;
o pwm | |
‘}Z_dp pm rJO pPM 1Ppm y
Figura 13: Grafico de f Figura 14: Gréfico de g

As raizes de f s@o: 0, 21 = oy + S1i, 21 = a1 — B17, em que ag > 0, 81 > 0 (veja

(1)). A soma das raizes de f é
b
2a1:—2———:——. (8)

Tome —d € R (Figura 13). Como f(0) = 0, f ¢é estritamente crescente em | — o0, 0]
e é sobrejetora, segue que existe um tinico r €] — oo, 0 tal que f(r) = ar®*+br?+cr =
—d = ar*+br +cr+d=0= g(r) =0. Isto é, r é raiz real de g (Figura 14).
As raizes de g sao: 1, 23 = a9 + [ai, Zo = ag — [ai, em que aw, B2 € R, By > 0.

Das Relacoes de Girard, tiramos que a soma das raizes de g é
b
T4 200 = —— . 9)
a

De (8) e (9) decorre que

"
az =015 = g > aq, pois r < 0. (10)

Os pontos de maximo local (py) e de minimo local (p,,) de f sdo os mesmos de

g, pois g'(pm) = 0, g"(pm) < 0 e g(pm) =0, g"(pm) > 0. Como ja dissemos,
graficamente s6 se faz um deslocamento de “d” unidades “para cima” no grafico de
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f para obter o de g. Portanto, de (10) e do Lema 3.1 i) concluimos que

Qg > a1 > Ppm > pu > 0.
~— ~—

Re(z2) Re(z1)

ii) Da variacao do sinal de f’ e de (2) e (6), podemos identificar os sinais de f:

+ 0 - 0+ +

- - - - -0+

A Figura 15 corresponde ao grafico de f. Dado d < 0, deslocamos cada ponto

do gréfico de f “d” unidades “para baixo” para obter na Figura 16 o grafico de g.

T ! YT
a7 pm  pm O/ X
Pm Pm 3 |
i —3 B x d
i
f g
Figura 15: Gréafico de Figura 16: Grafico de g

As raizes de f sdo: 0, z1 = aq + P14, Z1 = a1 — [ii, em que ag < 0,1 > 0 (veja

(1)). A soma das raizes de f é
b
200 = —— . 11
a1 a (11)

Tome —d € R (Figura 15). Como f(0) = 0, f é estritamente crescente em |0, co| e
é sobrejetora, segue que existe um tnico r €]0, oo[ tal que f(r) = ar®+br’*+cr = —d
= ar® +br’ +cr +d=0= g(r) = 0. Isto é, r é raiz real de g (Figura 16).

As raizes de g sao: 1, 29 = Qg + [ai, Zo = g — [ai, em que ao, B2 € R, By > 0.

Das Relacoes de Girard, tiramos que a soma das raizes de g é

b
4+ 209 = - (12)
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De (11) e (12) decorre que

’
az=on =5 = g < aq, pois r > 0. (13)

Os pontos de maximo local (pys) e de minimo local (p,,) de f sdo os mesmos de
g, pois g'(pm) = 0, g"(pm) < 0 e g(pm) = 0, g"(pm) > 0. Como ja dissemos,
graficamente s6 se faz um deslocamento de “d” unidades “para baixo” no gréfico de

f para obter o de g. Portanto, de (13) e do Lema 3.1 ii) concluimos que

ay < a1 <pyu <pm<O.
~— ~—
Re(z2) Re(z1)

m
Exemplo 3.1. A parte real das raizes complexas nao reais conjugadas de g(x) =
223 — 8,922 + 10z + 5 € maior do que o ponto de minimo local de g.
Solucao.
As condigoes do Teorema 3.1 i) est@o satisfeitas, pois a = 2 > 0,b = —8,9 <
0,c=10,d=5>0 e 3.2.10 < (=8,9)? < 4.2.10 .
Temos
17,8 — /316, 84 — 240 L
Py = B ~ 0,75 (ponto de mdximo local),
17,8 316,84 — 240 L
D = + 13 ~ 2,21 (ponto de minimo local).

Portanto, sendo z, raiz complexa nao real de g, segue que
Re(z9) > pm =~ 2,21 .

Com uma calculadora encontramos as raizes de g (r ~ —0, 37, 25 ~ 2,41 +0, 99,

Zo A~ 2,41 —0,997). Veja a Figura 17 para o Exemplo 3.1.

Exemplo 3.2. A parte real das raizes complexas nao reais conjugadas de g(x) =

223 + 8,922 + 10z — 5 € menor do que o ponto de mdximo local de g.

Solugao.
As condigoes do Teorema 3.1 ii) estdo satisfeitas, pois a = 2 > 0,0 = 8,9 >
0,c=10,d=-5<0 e 3.2.10 < (8,9)? < 4.2.10 .
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Temos
—17,8 — /316,84 — 240 -
PM = B ~ —2,21 (ponto de mdximo local),
—17,8 + /316,84 — 240 o
Dy = + 5 ~ —0,75 (ponto de minimo local).

Portanto, sendo z, raiz complexa nao real de g, segue que
Re(z) < pay =~ —2,21 .

Com uma calculadora encontramos as raizes de g (r ~ 0,37, zo & —2,41+0, 99,

Zo A~ —2,41 —0,99i). Veja a Figura 18 para o Exemplo 3.2.

Y|  g(x)=2x>-8,9¢+ 10x + 5

8,34 |
5,22

0,37 0 0,75 2,21 2,41 X

Figura 17:  Re(z) =~ 2,41 > p,, =~ 2,21

g(x) = 2x°+ 8,9x+ 10x -5 |Y

0,37
’5,22 X
1-8.34

Figura 18: Re(z) ~ —2,41 < pyy =~ —2,21

Coroldrio 3.1. Sejam f € Rlz] dado por f(z) = az® + bx* + cx, a <0, 3ac < b* <

dac, z1 e Zy as raizes complexas nao reais conjugadas de f, p,, o ponto de minimo
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local de £ e ppr o ponto de mdzimo local de f. Definindo g = f +d, d € R, temos:
i) Seb >0 ed <0, entdo as raizes complexas nao reais conjugadas de g, zo € Zo,
s@o tais que Re(zy) = Re(Z2) > Re(z1) = Re(Z1) > py > pm > 0, em que pas(pm) €
o ponto de mdximo (minimo) local da fun¢ao polinomial g definida por g.
ii) Se b < 0 e d > 0, entao as raizes complexas nao reais conjugadas de g, zo
e Za, sao tais que Re(zy) = Re(Za) < Re(z1) = Re(Z1) < pm < pm < 0, em que

Py (D) € 0 ponto de mdzimo (minimo) local da fung¢ao polinomial g definida por g.

Demonstragao. i) Os coeficientes de g do Corolério 3.1 ¢) sdo opostos aos coeficientes
de g do Teorema 3.1 i), que sao a > 0, b < 0, ¢ > 0 e d > 0. Logo, as raizes sao as
mesmas e o grafico da fun¢ao g do Corolério 3.1 ¢) é uma reflexdo em relagao ao eixo
x do grafico da funcao g do Teorema 3.1 7). O ponto de maximo local da fungao
g do Teorema 3.1 i) é o ponto de minimo local da funcao g do Corolério 3.1 7); o
ponto de minimo local da fungao g do Teorema 3.1 i) é o ponto de maximo local da
fungao g do Corolério 3.1 7). Idem para f: os coeficientes de f do Coroldrio 3.1 7)
sao opostos aos coeficientes de f do Teorema 3.1 i), logo suas raizes sdo as mesmas.
Portanto, Re(z2) = Re(Z2) > Re(z1) = Re(Z1) > py > pm > 0. Veja a Figura 19.
ii) Faz-se a mesma anélise para g do Corolario 3.1 i7) e para g do Teorema 3.1

i1), que tém sinais contrarios. Idem para f.
O

y g (Teorema 3.11)—
g (Corolario 3.1i) — g

p:M p:m . . X
™0 Pm pM Re(z1) Rle(zz)

T~ _— ~-

Figura 19: Comparativo entre o Teorema 3.1 i) e o Corolario 3.1 )
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Lema 3.2. Sejam f € R[z] dado por f(x) = az® + bx® + czx, a > 0, b* = 3ac, 2 e
Z1 as raizes complexas nao reais conjugadas de f e p a abscissa do ponto de inflexao
de £. Temos:

i) Se b <0, entdo Re(z) = Re(Z1) > p > 0.

ii) Se b > 0, entdo Re(z) = Re(z1) <p < 0.

Demonstracdo. De a > 0 e b?> = 3ac vem:

e que o ponto critico de f é

pl:_S_a'

Como f"(p1) = 6ap; + 2b =0 e f”(p;) = 6a > 0, segue que p; = p é a abscissa do

ponto de inflexao de f.

) a>0 b b
Z){b<0 = —%>—£>O = Re(z) >p>0.

. a>0 b b
m{b>0 = —%<—3—a<0 = Re(z1) <p<0.

O

Teorema 3.2. Sejam f € R[z| dado por f(x) = ax® + bz + cx, a > 0, b* = 3ac,
z1 e Z1 as raizes complexas nao reais conjugadas de f e p a abscissa do ponto de
inflexao de £. Definindo g = f +d, d € R, temos:

i) Seb<0ed>0, entio as raizes complexas ndo reais conjugadas de g, z3 €
Za, SGo tais que Re(zy) = Re(Z2) > Re(z1) = Re(Z1) > p > 0, em que p € a abscissa
do ponto de inflexao da funcgao polinomial g definida por g.

ii) Seb >0 ed <0, entao as raizes complexas nao reais conjugadas de g, zo e
Za, sGo tais que Re(zy) = Re(Z2) < Re(z1) = Re(Z1) < p <0, em que p € a abscissa
do ponto de inflexao da fungao polinomial g definida por g.

Demonstracao. E similar & do Teorema 3.1, usando o Lema 3.2. O

Exemplo 3.3. A parte real das raizes complexas nao reais conjugadas de g(x) =

23 — 322 + 3z + 4 € maior do que a abscissa do ponto de inflexdo de g.
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Solugdo. As condigoes do Teorema 3.2 i) estao satisfeitas, poisa =1 > 0,b =
-3<0,c=3,d=4>0 e (-3)?=3.13 .
Temos
p=1 (abscissa do ponto de inflexdo).
Portanto, sendo z, raiz complexa nao real de g, segue que

Re(z) > 1.

Com uma calculadora encontramos as raizes de g (r & —0,71, 2z ~ 1,85+ 1, 48i,

Zy &~ 1,85 — 1,481). Veja a Figura 20 para o Exemplo 3.3.

y g(x) = 1x- 3x+3x +4
g

= i
0,71 [0 1 1,85 X

Figura 20:  Re(z) ~ 1,85 >p=1

Coroldrio 3.2. Sejam f € Rlx] dado por f(z) = az® + bx? + cz, a < 0, b* = 3ac,
21 e Z1 as raizes complexas nao reais conjugadas de f e p a abscissa do ponto de
inflexao de £. Definindo g = f +d, d € R, temos:

i) Se b >0 ed < 0, entdo as raizes complexas ndo reais conjugadas de g, z3 e
Zo, G0 tais que Re(ze) = Re(Zy) > Re(z1) = Re(z1) > p > 0, em que p € a abscissa
do ponto de inflexao da func¢ao polinomial g definida por g.

ii) Se b < 0 ed > 0, entao as raizes complexas nao reais conjugadas de g, z3 e
Za, SGo tais que Re(zy) = Re(Z2) < Re(z1) = Re(Z1) < p <0, em que p € a abscissa

do ponto de inflexao da funcgao polinomial g definida por g.

Demonstracao. E similar & do Coroldrio 3.1. O
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Exemplo 3.4. A parte real das raizes compleras nao reais conjugadas de g(x)

—23 + 322 — 32 — 4 é maior do que a abscissa do ponto de inflexio de g.

L. Yamaoka

Polinémio do terceiro grau e alguns resultados

Solugao. As condigoes do Corolério 3.2 i) estao satisfeitas, pois a = —1 < 0,b =
3>0,c=-3d=-4<0 e 32=3.(-1).(=3)

Temos

p=1 (abscissa do ponto de inflexdio).

Portanto, sendo z; raiz complexa nao real de g, segue que

Re(z9) > 1.

Com uma calculadora encontramos as raizes de g (r &~ —0,71, 2o ~ 1,85+ 1, 484,

Zo ~ 1,85 — 1,48i). Veja a Figura 21 para o Exemplo 3.4.

Todos os desenhos dos grdficos das fungoes neste artigo foram obtidos pelo soft-

ware Maxima.

y g(x) = -1x+ 3x-3x -4
\\\
e N ST ) “ ~
\\\
\
g \
\
Figura 21: Re(z) =~ 1,85 >p=1

4 Conclusao

Na Secao 2 apresentamos um procedimento para caracterizar as raizes do polinomio

do 3% grau f € R[z] calculando a fungao polinomial do 3° grau f : R — R no(s)
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seu(s) ponto(s) critico(s), quando este(s) existe(m). Quando ha pelo menos uma
raiz real e pelo menos um ponto critico podemos estabelecer uma ordem entre a
raiz (as raizes) e o(s) ponto(s) critico(s). Esta ordem estd especificada em: i) nas
legendas das Figuras 4 a 11, para a > 0; ii) nas caracterizagoes 1. a 8. da Observacao
2.1, para a < 0. Na Secao 3 fizemos um comparativo entre a parte real das raizes
complexas nao reais conjugadas do polinomio do 3° grau g € R[z] e o(s) ponto(s)

critico(s) da fungao polinomial do 3° grau g : R — R para alguns casos particulares.
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