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Resumo

Neste presente trabalho é definida a sequência (s, t)-Narayana, sendo uma
generalização dos coeficientes da fórmula de recorrência da sequência de Na-
rayana. Assim, são estudadas as respectivas formas matriciais, função gera-
dora, fórmula de Binet, equação caracteŕıstica e outros aspectos matemáticos
referentes à essa nova sequência introduzida.
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Abstract

In this present work, the (s, t)-Narayana sequence is defined, being a gen-
eralization of the coefficients of the recurrence formula of the Narayana se-
quence. Thus, the respective matrix forms, generating function, Binet’s for-
mula, characteristic equation, and other mathematical aspects related to this
new sequence are studied.
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1 Introdução

A sequência de Narayana foi introduzida pelo matemático indiano Narayana Pan-

dita (1340-1400), após o estudo referente ao problema das vacas e bezerros. Uma

vaca produz um bezerro por ano. Assim, como acontece para a sequência de Fibo-

nacci em que existe a problemática dos pares dos coelhos imortais, tem-se a seguinte

problemática dos bezerros e vacas: A partir do quarto ano, cada bezerro produz um

bezerro no ińıcio de cada ano. Quantos bezerros existem no total após 20 anos? A

partir disso, tem-se a definição da sequência de Narayana (Nn), como sendo uma

sequência linear e recorrente de terceira ordem, com a sua fórmula de recorrência,

dada por [1]:

Nn = Nn−1 +Nn−3, n > 3, N0 = 0, N1 = N2 = 1.

O polinômio caracteŕıstico, ou ainda equação caracteŕıstica, é dado por: x3 −
x2 − 1 = 0, possuindo como soluções duas ráızes complexas e uma raiz real, onde

esse valor real representa a proporção de super-ouro (valor aproximado de 1,46) [3].

Alguns outros aspectos matemáticos e históricos, podem ser estudados em outros

trabalhos [1, 2].

Ademais, é introduzida a sequência (s, t)-Narayana, com base no trabalho [8],

estudando alguns teoremas matemáticos, definições e algumas propriedades envol-

vendo caracteŕısticas matemáticas referente a essa nova sequência apresentada neste

trabalho.

2 A sequência (s, t)-Narayana

A sequência (s, t)-Narayana, é uma sequência de terceira ordem, linear e recor-

rente, generalizando os coeficientes da sua respectiva fórmula de recorrência (s e

t).

Definição 2.1. A sequência (s, t)-Narayana {nk}∞k=0 é introduzida e definida pela

seguinte relação de recorrência, com s e t sendo números inteiros:

nk = snk−1 + tnk−3, k > 3, n0 = 0, n1 = n2 = 1.

Cadernos do IME - Série Matemática, Rio de Janeiro, RJ, n. 17, 2021 - DOI: 10.12957/cadmat.2021.59822



R. P. M. VIEIRA; F. R. V. ALVES; P. M. M. C. CATARINO A sequência (s, t)-Narayana 127

Dessa forma, têm-se os primeiros termos dessa sequência, como sendo:

n0 = 0,

n1 = 1,

n2 = 1,

n3 = s,

n4 = s2 + t,

n5 = s3 + st+ t,

n6 = s4 + s2t+ 2st,

n7 = s5 + s3t+ 3s2t+ t2,

n8 = s6 + s4t+ 4s3t+ 2st2 + t2,

n9 = s7 + s5t+ 5s4t+ 3s2t2 + 3st2,

Teorema 2.2. O polinômio caracteŕıstico da sequência (s, t)-Narayana é dada por:

x3 − sx2 − t = 0

Demonstração. Com base no Teorema de Cayley-Hamilton [4] e na forma matricial

[6], é posśıvel obter o polinômio caracteŕıstico, em que:

p(λ) = det(λI −Q),

com λ ∈ Z ou λ ∈ C, λI =


λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 e Q =


s 0 1

t 0 0

0 1 0

.

Dessa forma:

p(λ) = det



λ− s 0 −1

−t λ 0

0 −1 λ


 = λ3 − sλ2 − t.

Logo: p(λ) = 0, tem-se: λ3 − sλ2 − t = 0. Obtendo: x3 − sx2 − t = 0

Teorema 2.3. A fórmula de Binet da sequência (s, t)-Narayana é dada por:

nk = Axk1 +Bxk2 + Cxk3

onde k ∈ N, x1, x2 e x3 são as ráızes do polinômio caracteŕıstico e 4p3 + 27q2 6= 0,
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com q = −t − 2s3

27
e p = − s2

3
, a condição para os coeficientes s, t da fórmula de

recorrência existirem.

Observação 2.1. Com base na fórmula de recorrência da sequência (s, t)-Narayana

e no seu polinômio caracteŕıstico com ráızes, pode-se obter por meio da resolução

do sistema linear de equações, os valores dos coeficientes A,B,C.

O discriminante ∆ = ( q
2

4
+ p3

27
), onde q = −t − 2s3

27
e p = − s2

3
, referentes

ao polinômio caracteŕıstico de grau 3, determina a forma como serão as ráızes do

polinômio. Dessa forma, quando ∆ 6= 0, todas as ráızes serão distintas, concluindo

facilmente que 4p3+27q2 6= 0 [5]. Caso a condição não seja satisfeita, os coeficientes

indicados acima não existirão, uma vez que as ráızes são iguais, então não haverá

nenhuma fórmula Binet. É posśıvel notar ainda que x1x2x3 = t e que x1+x2+x3 = s.

Por fim, essa condição implica que quando t = 0, haverá pelo menos uma raiz igual

a zero. Logo, não haverá a fórmula Binet para este caso.

Teorema 2.4. Para n ∈ N e k ∈ N, a função geradora da sequência (s, t)-Narayana,

é dada por:

G(nk, x) =
x+ x2 − sx2

1− sx− tx3
.

Demonstração. Multiplicando a função geradora G(nk, x) por sx e tx3, tem-se:

G(nk, x) = n0 + n1x+ n2x
2 + n3x

3 + n4x
4 + . . .

sxG(nk, x) = sn0x+ sn1x
2 + sn2x

3 + sn3x
4 + sn4x

5 + . . .

tx3G(nk, x) = tn0x
3 + tn1x

4 + tn2x
5 + tn3x

6 + tn4x
7 + . . .

Assim G(nk, x)− [sxG(nk, x) + tx3G(nk, x)], com os valores iniciais n0 = 0, n1 =

n2 = 1, obtêm-se:

G(nk, x)(1− sx− tx3) = n0 + (n1 − sn0)x+ (n2 − sn1)x
2

G(nk, x)(1− sx− tx3) = x+ x2 − sx2

G(nk, x) =
x+ x2 − sx2

1− sx− tx3
.
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Teorema 2.5. A forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada por:

[
1 0 1

]
s 0 1

t 0 0

0 1 0


k

=
[
nk+2 nk nk+1

]
, k > 0.

Demonstração. Por meio do prinćıpio da indução finita, tem-se que:

Para k = 1, tem-se:

[
1 0 1

]
s 0 1

t 0 0

0 1 0

 =
[
s 1 1

]
=

[
n3 n1 n2

]
.

Assim, a igualdade é válida.

Supondo que seja válido para qualquer k = w,w ∈ N, tem-se que:

[
1 0 1

]
s 0 1

t 0 0

0 1 0


w

=
[
nw+2 nw nw+1

]
.

Agora, verificando que seja válido para k = w + 1, tem-se:

[
1 0 1

]
s 0 1

t 0 0

0 1 0


w 

s 0 1

t 0 0

0 1 0

 =
[
nw+2 nw nw+1

]
s 0 1

t 0 0

0 1 0


=

[
snw+2 + tnw nw+1 nw+2

]
=

[
nw+3 nw+1 nw+2

]
.

É importante ressaltar que além da forma matricial apresentada no Teorema

2.5, existem outras cinco formas matriciais da sequência (s, t)-Narayana, obtidas a

partir da permutação das linhas e colunas das duas matrizes que compõe a forma

matricial.

Teorema 2.6. Uma outra forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada
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por:

[
1 1 0

]
s 1 0

0 0 1

t 0 0


k

=
[
nk+2 nk+1 nk

]
, k > 0.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 2.5.

Teorema 2.7. Mais uma forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada por:

[
1 1 0

]
0 0 1

1 s 0

0 t 0


k

=
[
nk+1 nk+2 nk

]
, k > 0.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 2.5.

Teorema 2.8. Uma outra forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada

por:

[
0 1 1

]
0 0 t

1 0 0

0 1 s


k

=
[
nk nk+1 nk+2

]
, k > 0.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 2.5.

Teorema 2.9. Uma outra forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada

por:

[
0 1 1

]
0 t 0

0 s 1

1 0 0


k

=
[
nk nk+2 nk+1

]
, k > 0.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 2.5.

Teorema 2.10. Uma outra forma matricial da sequência (s, t)-Narayana, é dada

por:

[
1 0 1

]
0 1 0

0 0 t

1 0 s


k

=
[
nk+1 nk nk+2

]
, k > 0.

Demonstração. De modo análogo à demonstração do Teorema 2.5.

Cadernos do IME - Série Matemática, Rio de Janeiro, RJ, n. 17, 2021 - DOI: 10.12957/cadmat.2021.59822



R. P. M. VIEIRA; F. R. V. ALVES; P. M. M. C. CATARINO A sequência (s, t)-Narayana 131

3 Conclusão

Com a introdução da sequência (s, t)-Narayana, foi posśıvel estudar a genera-

lização dos termos iniciais dessa sequência. Dessa forma, foram discutidas algumas

propriedades e definições matemáticas, ressaltando a sua função geradora, fórmula

de Binet, equação caracteŕıstica e forma matricial referentes à esses números.

No futuro, busca-se estudos referentes a visualização dessa sequência, como bem

realizado nos trabalhos [2, 7], onde foi estudada uma alternativa de visualização

da sequência de Padovan e outras sequências numéricas, por meio do GoogleColab

integrado ao método de Newton.
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