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Abstract

No presente artigo serao expostos conceitos e proposicoes da dinamica
simbodlica assim como resultados que permitem sua aplicacdo a difeomorfis-
mos que apresentem seu conjunto recorrente por cadeia hiperbdlico. Tais
conceitos serao aplicados em exemplos conhecidos de forma a ilustrar como,
através da construcao de matrizes de intersecao geométrica e de subshifts de
tipo finito, podemos obter caracteristicas dinamicas interessantes dos exemp-
los estudados.
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Abstract

In this article, we will exhibit concepts and propositions of symbolic dy-
namics, as well as results that allow their application to diffeomorphisms that
present a hyperbolic chain recurrent set. These concepts will be applied in
known examples in order to show how, through the construction of geometric
intersection matrices and subshifts of finite type, we can obtain interesting
dynamic characteristics of the studied example.
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1 Introducao

Consideremos f : M — M um difeomorfismo sobre uma variedade compacta M,
denotemos por R(f), ou simplesmente R, o conjunto recorrente por cadeia de f. Tal
conjunto ¢é invariante sob f e fechado em M, portanto R é um conjunto compacto,
pois estamos assumindo M uma variedade compacta. [1, p.1]

Iremos analisar a dindmica do difeomorfismo sobre certas partes compactas do
conjunto recorrente por cadeia. A seguinte defini¢do de [2] determina as condigdes

para tal conjunto ser considerado hiperbélico.

Definigao 1. Um conjunto invariante compacto A de um difeomorfismo f : M — M
possui uma estrutura hiperbdlica se o fibrado tangente de M restrito a A pode ser

escrito como uma soma de Whitney
TAM = E" & E?

de sub-fibrados invariantes sob a derivada Df e existem contantes C' > 0, X € (0, 1)
tais que
IIDf™(v)|| < CA"||v]|, Yo € E*,n > 0;

[|Df"(v)|| > C_l)\_"||v||, Yo e EY,n > 0.

Com isso a definicao acima garante que se o conjunto R ¢ hiperbdlico, entao a
partir de cada ponto do conjunto existem direcoes de contracao ou de expansao, ou
ainda em alguns pontos podem existir ambas as direcoes de contragao e expansao.

Quando buscamos estudar a dinamica discreta de difeomorfismos estamos dis-
cretizando o tempo. De acordo com Lind em [3], a dindmica simbdlica, além do
tempo, discretiza também o espago. De acordo com Franks em [2], se o conjunto
recorrente por cadeia for hiperbdlico, entao podemos relacionar a dinamica do difeo-
morfismo f sobre a variedade M com a dinamica de um operador ¢ em um espaco
de sequencias bi-infinitas.

Tal espaco e operador sao definidos em [3] da seguinte forma:

Definigao 2. Seja A um alfabeto finito. O A-shift completo € a colegao de todas as

sequéncias bi-infinitas formadas pelos elementos de A. FEste serd denotado por

Yu={r = ()iez : v; € A para todo i € Z}.

Definicao 3. A fun¢ao shift o : ¥4 — X4 € dada por o(x) =y onde x,y € X4 €
Yi = Tiq1, Vi € Z.
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A composicao da funcao o consigo mesma n vezes equivale a deslocar a sequéncia
n casas para a esquerda e a sua inversa o' : ¥4 — ¥4 é dada por 07! (y) = z onde
T; = Yi_1, Vi € Z. Também nos referimos as funcoes o e o~ como shift & esquerda
e shift a direita, respectivamente.

A partir do espaco Y 4 podemos construir outros espacos de sequéncias a partir da
retirada de elementos com caracteristicas especificas. Seja um bloco uma sequéncia
finita de letras de A, podemos escolher um conjunto de blocos, denotado por F, de
forma a buscarmos retirar de > 4 todas as sequéncias que contém algum dos blocos
de F. O espaco que consiste das sequéncias que sobraram é denominado um espago
shift ou subshift, se além disto tomarmos F um conjunto finito, entao o espaco

formado é denominado um subshift de tipo finito.

2 Relacoes entre subshifts de tipo finito e ma-

trizes

Seja A uma matriz quadrada com entradas inteiras nao negativas, é possivel, através
de A obter um subshift de tipo finito denotado por ¥ 4. Da mesma forma, a partir
do subshift é possivel retornarmos a matriz [2, p.19]. Neste trabalho iremos nos
concentrar nos casos em que a matriz A tem entradas 0 ou 1, pois sao estes os casos
que se aplicam aos exemplos estudados. As construcoes das matrizes e subshifts
serao apresentadas abaixo.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e entradas 0 e 1. Defina o alfabeto
S = {s1,..., sp} e arelacio — (dizemos “pode ser seguido por”) de forma que s; — s;

se, e somente se, a;; = 1. Desta forma construimos o conjunto F da seguinte forma:

F ={(sis;) |si = s}

Ou seja, F é o conjunto dos blocos (s;s;) de comprimento 2 onde a;; = 0.
Construindo o S-shift completo e retirando dele todas as sequéncias que possuem
algum dos elementos de F, obtemos o subshift de tipo finito relacionado a matriz

A, que denotaremos por X 4, onde

g = {(Sl) = (...5_18051...)‘81‘ S S, Si — Si+1, Vi € Z}

Considere agora S = {s1, ..., s,} um alfabeto finito. Seja X o conjunto de todos
os blocos de comprimento 2, (s;s;) com ¢, j € {1,...,n}. Tome F um subconjunto de

X. Podemos construir em S a relacdo — onde s; — s; se, e somente se, (s;s;) ¢ F.
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Desta forma, construimos o subshift de tipo finito, ¥, através de S e da relacao —

CO1mo:

Y= {(Sz> = (...8_18081...)|SZ' € S, S; — Si+1, Vi € Z}

A partir da relacao —, constroi-se a matriz adjacente A, dada por

1, se 8, — 55
aij =
0, caso contrario.

Se partindo da matriz adjacente de X, construirmos o subshift de tipo finito rela-
cionado, obtemos o mesmo espago de sequéncias. Reciprocamente, ao construirmos
a matriz adjacente do espago ¥4, obtemos a prépria matriz A.

Para ilustrar a construcao, trazemos o seguinte exemplo:
Exemplo 1. Seja o alfabeto S = {1,2,3} e o conjunto F = {(12), (32), (33)} e seja
Y1 o0 espaco shift de tipo finito obtido através de F. A partir de F obtemos a relacao
— de forma que:
1—1 1-»2 1—=3
2—1 2—=2 2—=3
3—1 3-»2 3-»3

E a partir de — obtemos a matriz

A:

—_ = =

0
1
0

S = =

Enunciaremos a seguir alguns resultados de [2] que relacionam propriedades da

matriz adjacente com propriedades do subshift. *

Proposicao 1. Seja A uma matriz quadrada de entradas 0 ou 1 e X4 o subshift
de tipo finito associado a matriz A. Se o : X4 — X4 € o shift a esquerda, entdo o

nimero de pontos fizxos de o ¢ igual ao traco de A* para todo k > 0.

Corolario 1. Seja A uma matriz quadrada de entradas 0 ou 1 e X4 o subshift de
tipo finito associado a matriz A. Se 0 : ¥4 — X4 € o shift a esquerda, entao a

cardinalidade do conjunto de pontos fizos de o € igual ao traco de A.

LAs construgoes para os casos de matrizes inteiras niao negativas encontram-se em [2] e os
resultados apresentados também se aplicam nestes casos.
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Proposicao 2. Seja A uma matriz quadrada de coeficientes 0 ou 1 e seja o(A) a
funcao shift a esquerda definida no subshift de tipo finito relacionado a matriz A.

Entio o(AT) € topologicamente conjugado a o~ (A).

Demonstracgao: Seja A uma matriz quadrada de ordem n com coeficientes 0 ou 1.
Tome o alfabeto S = {sy,..., s, } e construa X4 e X 4r de acordo com o que foi visto
acima.

Defina 1) : ¥ 47 — ¥4 tal que ¥(z) = y onde yy = x_y, Yk € Z. Vamos mostrar
que v estd bem definida, isto é, ¥(z) € ¥4 para todo z € ¥ 4.

Tome x € Y, r onde © = (..x_g...x_1ZZ1...T%...). Dado um bloco qualquer
de comprimento 2 de tal sequéncia, digamos (zxrjy1), temos que existem i,j €
{1,...,n} tais que z), = s; € Ty = 5y, dai 5; — 55, € em A’ temos que af, = 1.

Suponha, por absurdo, que ¥(x) ¢ ¥ 4. Sendo ¥ (z) =y onde yx, = z_y, Yk € Z,
ird existir pelo menos um bloco (Ym¥ym+1) tal que ¥, = Sr, Ymi1 = s, tal que
5, = Sp, isto é, a,, = 0, onde s,,s, € S, m € Z. Da definicao de 7, temos que
S5p = Ymt1 = Tom—1 € Sp = Y, = T_ppy, logo na sequencia x € Y r existe o bloco
(Z—m-1Z_m) = (sps,). Entdo s, = s, e, com isso, a,,. = 1, 0 que é uma contradicao
pois al. = a,, = 0.

Com isso mostramos que 9 (z) € ¥ 4. Note também que ™1 : ¥4 — X 7 tem a
mesma lei de formacao de 1, ou seja, ¥~ (y) = z, onde zy = y_i, Vk € Z.

Vamos mostrar que o = ¢! oot o1). Dado x € T yr, temos que o(z) = y onde

Yk = Tpt1 , Vk € Z. Além disso,

v looto(z) =y too ! (p), onde py = z_y, Vk € Z;
= (w), onde wy = pr_1 = v_p41, Vk € Z;
=z,onde 2y =W_ =P_p_1 = Tpr1 = Y, Vk € Z;
=y, onde yp = Tpy1, Vk € Z;

=o(z).

Logo o =9 too to.

Figure 1: Diagrama da conjugacao.

o
EAT—> EAT

e

Ya T T4
g

Fonte: Autoral.
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Veja na Figura 2 a seguir como as aplicagoes agem sobre uma sequéncia x € X 4.

Figure 2: Aplicacdo de "' o 07! 09 em x onde em laranja estd marcado o centro
da sequéncia e em roxo a k-ésima entrada.

(1T T fg1...T 1 T1 - Th—1 Tht1 ---)

N
\

vt .

#
(...SU]H_l Tk TLh—1 .- T1 x—l-.-lﬁ—k-q-ll'_k_l...)
N
o -1 \
g \
#

(...$k+2 Lk+1 Tk .- T2 oo L — k42 Tr_f )

N
\

(0 |

;

(T T_jg1 T_py2...T0 T2 ... Tg Tkt --)

Fonte: Autoral.

Para mostrar a continuidade de 1, considere a métrica d em X4 e em X 4r dada
N(z,z")

por d(z,2') = (5 onde N(z,z') = min{k > 0| zy, # z), ou x_y, # z', }.

Dado € > 0, existe n € N tal que <%)” < e. Tome § = <%>n, dadas z, 2" € Y r
tais que d(z,z') < J, temos entao que N(z,z’) > n, de onde podemos concluir que
r = x) para k € {—n,...,n}.

Como 9(z) =y, onde y = x_y e Y(2’) = ¢/, onde y, = 2’ ,, Yk € Z, temos,

para k € {—n,..,n}, que yp = v = 2", = y,. Assim, N(y,y’) > n e, com isso,

(@), v(@')) = d(y, ) < (%) -

Logo 1 é continua e a demonstracao da continuidade de ¥~ é andloga.

Com isso mostramos que o(A?) e 071(A) sao topologicamente conjugadas por

0. n

A proposicao acima nos da uma relacao direta entre os comportamentos das
funcoes shift a esquerda, o, e shift & direita, 0=!. Devido ao fato de haver uma con-
jugacao topoldgica relacionando ambas as fungoes, teremos liberdade para escolher

com qual das funcoes preferimos trabalhar em cada exemplo.

Definicao 4. Uma matriz quadrada A de ordem n, inteira e ndo negativa é dita
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irredutivel se para cada 1 <1i,j < n, existe um k > 0 tal que (A¥);; # 0.

Proposicao 3. Se o : X4 — X4 € o subshift correspondente a A, entdo sio equiva-

lentes:

(a) A € irredutivel.

(b) o tem uma drbita densa.

Se qualquer uma das condicoes € satisfeita entao os pontos periodicos de o sao

densos em 4.

3 A Dinamica Simbolica em Difeomorfismos

Sejam M uma variedade de dimensao n e f : M — M um difeomorfismo. Uma
k-alga hi(k) = h; em M é uma cépia de DF x D% mergulhada em M onde D¥
e D' * sdo o k-disco e o (n — k)-disco unitarios. Denotamos o conjunto finito de
k-alcas disjuntas por H(k) = U hi(k). [1, p. 22]

i
Pelo fato dos exemplos de difeomorfismos que serao apresentados neste trabalho
serem de dimensao 2, as alcas nestes exemplos serao produtos cartesianos de inter-

valos, portanto retangulos.

Definicao 5. A matriz de intersecao geométrica A correspondente a um difeo-

morfismo f e a um conjunto de alcas H = U h; € dada por:

(2

A;; = nudmero de componentes conezas de h; N f(h;).

No caso da matriz obtida nao ser uma matriz de entradas 0 ou 1, é possivel
redefinirmos o conjunto de alcas H de forma a obter uma matriz desta forma.

Note que se H é composta por n alcas, entao A é uma matriz n x n. Com
isto, tomando um alfabeto S = {s1, s9, ..., s, } obtemos um subshift de tipo finito

Y4 C Xg relacionado a matriz de intersecao geométrica A da seguinte forma:

1, se s;—s;
Az’j =

0, caso contrario.

Definicao 6. Seja H = U h; um conjunto de al¢as, denotamos o conjunto estdvel

de um ponto x € h; como W (x) definido por

We(w) = {y € hi | Jim [[/"(@) — /"(w)] = 0)
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e o conjunto instdvel de x € h; como W (x) definido por
W) = {y € ho | Jim [|F(2) — F~(5)]] = 0}.

Na seguinte defini¢ao, denotamos o interior de um conjunto C' por C°.

Definicao 7. O difeomorfismo f € dito hiperbolico com respeito a um conjunto de
algas H = Jh; se

e Dado x € h; e f(z) € h; entao W} (f(x)) C (f(Wi(x)))° e fF(Wi(x)) C
(W5 (f ()
e Dados x € h;, f(x) € H ev € T,(W(x)), w € T,(WH(x)), entao ||df (v)|| <

AMvl| e |ldf (w)|| = A7H|w|| para algum X € (0,1) e ||.|| a métrica induzida em

M a partir da métrica euclidiana em R"™.

Dizer entao que o difeomorfismo f é hiperbdlico com respeito ao conjunto de alcas
H ¢é garantir as propriedades de inclusao das imagens dos conjuntos instavel e estavel

dos pontos, assim como a propriedade de contracao e expansao do difeomorfismo.

Figure 3: Ilustragao de um difeomorfismo hiperbdlico com respeito ao conjunto de
alcas.

f b))
|

Fonte: Autoral.

Com os resultados e defini¢oes anteriores podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1. (Algcas Hiperbdlicas, [2])

Se f € um difeomorfismo hiperbdlico com respeito a um conjunto de alcas H = U h;
i
e A = ﬂ fM(H), entao f|px € topologicamente conjugada ao espago shift de tipo
neZ

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, RJ, n. 16, 2021 - DOI:10.12957/cadmat.2021.59413



K. A. F. Rodrigues; M. G. Villapouca A Dindmica Simbdlica e sua Aplicagio em Difeomorfismos 57

finito com a funcdo shift a direita o= : X4 — X4, onde A € a matriz de intersecao

geométrica correspondente a f e H.

Com este Teorema podemos relacionar a dinamica do difeomorfismo com a
dinamica do subshift de tipo finito, e vimos que certas caracteristicas da dinamica
do subshift sao obtidas diretamente através da matriz com a qual esta relacionado.
Assim, conclui-se que podemos obter caracteristicas dinamicas de f através de sua
matriz de intersecao geométrica.

Desta forma, os resultados acima nos permitem identificar de forma rapida car-
acteristicas dinamicas do difeomorfismo estudado, além disso, a relagao do difeomor-
fismo estudado com o espaco shift de tipo finito nos permite uma melhor visualizagao
do que ocorre com as érbitas do sistema. Com isso, vamos agora aplicar tais resul-

tados em alguns exemplos de difeomorfismos, entre eles, a Ferradura de Smale.

4 Exemplos

4.1 Toro Bidimensional

Vamos considerar o seguinte exemplo encontrado em [1]. Considere a seguinte regiao
no toro bidimensional 72 de onde se removeu um disco D C R?, tal regiao é formada

por duas alcas hy e hy que nao se intersectam, ilustradas na Figura 4.

Figure 4: Regiao em T2\ D.

Fonte: [1] p.10.

Nesta regiao construimos o difeomorfismo f de forma que p seja um ponto atrator

e no disco removido D se encontra o ponto repulsor co. O difeomorfismo f atuard
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sobre a regiao por meio de processos de contracao e expansao que farao com que a
alca h; seja levada dentro de hy e com que a alga hy passe dentro de hy e de si mesma,
a0 mesmo tempo a regiao ao redor de p sofrera uma contracao. Tais processos estao

ilustrados na Figura 5.

Figure 5: Difeomorfismo f: 7% — D — T? — D.

Fonte: [4] p.10.

Note que existem pontos que a cada iterada de f deixam as alcas e sao levados
numa vizinhanga atratora de p, porém, existem também pontos que permanecem
nas alcas em todas as iteradas de f.

Tomemos como conjunto de algas H = hy Uh,y. O conjunto recorrente por cadeia
de f é dado por

R(f) = {p} U AU {oc},

onde

A=) f"(hUhy)

nez
é invariante sob f.
Temos que a matriz de intersecao geométrica correspondente a f e ao conjunto

de alcas H = hy U hy é da seguinte forma:

A:(g )

Tomamos o alfabeto {1,2} e consideramos o espaco shift dado por ¥ = H{l, 2}.

A partir da matriz podemos construir a relacao —, onde:
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2—1 2—2

A partir da relagdo —, obtemos que F = {(11)} e com isso o subshift de tipo

finito construido através de S e da relacao — é dado por
ZACZ:{QZ' ’ $Z:1:>$1+1:2}

Como f é hiperbdlico com respeito a H e A foi construido de acordo com as
hipéteses do Teorema das Algas Hiperbdlicas, entao f| é topologicamente conjugada
ac Y, — X4

Note também que A = AT, desta forma, pela Proposicdo 2, temos que o' :
Y4 — X4 € topologicamente conjugado a 0 : 24 — X4, 0 que garante, por sua vez
que f|a é topologicamente conjugada a o.

Tal conjugacao topoldgica serd a fungao ¥ : A — ¥ definida por ¢(z) = (z) =

(...x_yxo71...), onde para cada n € Z, tem-se:

I, se f"z)emh
2, se f™x) € hs.

Tn =

Além disso, pelos resultados vistos anteriormente, temos que:

1. f|a tem um tnico ponto fixo, no caso, o ponto que pode ser representado pela

sequéncia constante (2).
2. f|a tem uma érbita densa em A.

3. Os pontos periddicos de f|5 sdo densos em A.

4.2 Ferradura de Smale

Vamos considerar o seguinte exemplo conhecido como Ferradura de Smale cuja
dindmica foi estudada em [1].

Seja R a regiao formada pelo quadrado @ = [0, 1] x [0, 1] e pelos semidiscos D,
e Dy. Dentro de ) teremos dois retangulos horizontais H; e Hy que serao levados
em dois retangulos verticais V; e V5 através de processos de contracao e expansao

do difeomorfismo F', conhecido como Ferradura de Smale, ilustrados na Figura 6.
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Figure 6: Ferradura de Smale

Yy H by

t  Ho \

N L
|

B!

\

—>6<—

Fonte: Autoral.

E possivel notar que a cada iterada de F' existem pontos que deixam () e entram
nos semi-discos. Uma vez que isto ocorre, tais pontos sao levados a um ponto
atrator no semi-disco D; e nao retornam mais a (). Tal comportamento é descrito

na proposicao a seguir.

Proposicao 4. Seja F' a aplicacdo Ferradura de Smale e seja p € Dy ponto fixo de
F, se x € D1 U Dy, entao lim F"(z) = p.

n——+o0o
Embora a cada iterada de F' existam pontos deixando (), existem também pontos

que nunca o fazem. Assim, o conjunto dos pontos que nunca saem de () é:
A=)FQ)
neL

Com isso, vamos tomar o conjunto de alcas H = Hy U Hy, onde Hy e H; sao
os retangulos indicados na Figura 6. Note também que A pode ser construido de

acordo com as hipéteses do Teorema das Algas Hiperbdlicas, de fato:

A=) F(Q) = () (o u ).

nez nez

Temos que a matriz de intersecao geométrica correspondente a F' e ao conjunto

A:G )
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de alcas H é da seguinte forma:
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Tomamos entao o alfabeto S = {0, 1}, a partir dele podemos construir o espaco

shift ¥ = H{O, 1}. Construindo a relagdo — a partir da matriz A, obtemos F = ().

Podemos entao tomar o espaco shift completo X, ou seja:
Y4=%={z|x; € {0,1}}.

Desde que F' é hiperbdlico com respeito ao conjunto de algas H e A é construido
de acordo com as hipéteses do Teorema das Algas Hiperbodlicas, podemos garantir
que F|5 é topologicamente conjugado a o=t : 3 — .

Por sua vez, como A = AT pela Proposicao 2, temos que 7! : ¥ — ¥ é
topologicamente conjugado a ¢ : ¥ — X. Desta forma, podemos utilizar tanto a
funcao shift a direita como a funcao shift a esquerda para estudar a dinamica de F'.

A conjugagao topolégica entre F'|, e o serda dada pela fungao ¢ : A — ¥ definida

por ¢(x) = () = (..x_1x021...), onde para cada n € Z, temos:

0, se f™(x)e€ Hy
1, se f™(x)€ H.

Ty —

Com isso verificamos, pelos resultados da segao anterior, que:

1. F|5 tem dois pontos fixos. No caso sdo os que podem ser representados pelas

sequéncias constantes (0) e (1).
2. F|a tem uma 6rbita densa em A.

3. Os pontos periddicos de F|5 sao densos em A.

4.3 Ferradura Quebrada

Considere agora o seguinte exemplo visto em [1] ao qual se refere como Ferradura
Quebrada. Tal exemplo é uma variagao da construcao da Ferradura de Smale vista
anteriormente.

Seja R a regiao formada por dois quadrados Ny e N, dentro dos quais teremos
trés retangulos horizontais Hy, Hs e H3 que serao levados em retangulos verticais
através de processos de contragao e expansao pelo difeomorfismo f, denominado
ferradura quebrada, ilustrados na Figura 7.

Assim como na Ferradura de Smale, a cada iterada existem pontos deixando os

quadrados, e estamos interessados em estudar os pontos que nunca o fazem.
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Figure 7: Ferradura Quebrada

Ny Ny Ny — /—\ Ny

Fonte: [1] p.25.

Vamos tomar os quadrados Ny, Ny como nosso conjunto de algcas H = Ny U N,

e definir o conjunto

Ao =) 1"(H).

nez
Podemos entao construir a matriz de intersecao geométrica correspondente a f

e ao conjunto de alcas H dada por

(1)

De tal matriz podemos obter o espaco shift de tipo finito X¢ que serd construido
tomando o alfabeto S = {1,2} e nele estabelecendo a relacdo — obtida através da

matriz (), sendo assim, obtemos que:

1—1 1—2

2-»1 2—=2

Como f é hiperbdlico com respeito a H, o Teorema das Algas Hiperbdlicas
garante que f|x, é topologicamente conjugado a ol Eg — Xo.

Tal conjugacao topolégica serd dada por ¢ : Ag — X onde a entrada a; de
Y(z) éigual a j se f~%(x) € N; onde j = 1,2.

Para melhor compreender este processo, vejamos a inversa de f na Figura 8
abaixo. Temos que f~! deve levar os retangulos verticais Vi, V5 e V3 nos retangulos
horizontais Hy, Hy e Hj.

10
Considere agora a matriz Q' = QT = (1 1) .
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Figure 8: Inversa da Ferradura Quebrada
a; | b, c, .(1; a; b; No N, Ny

17,
ay <
by
az b
-— |

—_— .
@ byc1 dq az o

N

////”///

’ [T TTTITTIL
(T TTTIIITID::

Fonte: [1] p.77

Note que, pela Proposi¢ao 2, temos que o' : Yo — ¥g é topologicamente
conjugado a o : ¥gr — Ygr, assim temos que f|a, ¢ topologicamente conjugado a
o Mgr — Mgr. Desta vez tal conjugacao topoldgica serd dada por ¢ : Ag — Xy
onde a entrada a;, de ¢(z) é igual a j se f¥(x) € N;, onde j = 1,2. Desta forma,
obtemos uma conjugacao que relaciona o a f ao invés de f~1.

Assim, podemos optar pela conjugacao topoldgica que mais nos facilite visualizar
as oOrbitas do difeomorfismo. Em tal caso embora a dinamica simbdlica possa nos
permitir visualizar os trajetos dos pontos sob f, nao conseguimos obter muitas
informagoes a partir de sua aplicacao pelo fato da matriz de intersecao nao ser
irredutivel. Somente podemos afirmar que f possui 2 pontos fixos, no caso, os

pontos que podem ser representados pelas sequéncias (1) e (2).

5 Conclusao

A aplicagao dos conceitos de dinamica simbdlica em exemplos de difeomorfismo
como os vistos acima nos permitiu rapidamente identificar, a partir da matriz de
intersecao geométrica dos exemplos, a presenca de caracteristicas dinamicas como a
densidade de pontos periddicos e a existéncia de uma érbita densa. Além disso, dev-
ido a podermos associar as érbitas dos pontos a sequéncias, é possivel visualizarmos

melhor a dinamica de alguns exemplos.
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