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OS NUMEROS HIPERBOLICOS DE LEONARDO

LEONARDO’S HYPERBOLIC NUMBERS

R. VIEIRA®? M. MANGUEIRAP F. ALVES®
P. CATARINO4

Resumo

Visando dar continuidade ao processo de evolucao da sequéncia de Leo-
nardo, tem-se a complexificacdo dessa sequéncia por meio da introducgdo dos
numeros hiperbdlicos de Leonardo. Diante disso, sao estudados conceitos ma-
tematicos dando énfase a sua respectiva funcao geradora, férmula de Binet e
forma matricial. Tao logo, é realizada a extensao para os nimeros inteiros
nao positivos, generalizando assim os ntmeros hiperbdlicos de Leonardo.

Palavras-chave: Formula de Binet, Generalizagao, Nimeros hiperbdlicos,
Sequéncia de Leonardo.

Abstract

In order to continue the evolution process of Leonardo’s sequence, there
is a complexification of this sequence through the introduction of Leonardo’s
hyperbolic numbers. Therefore, mathematical concepts are studied, empha-
sizing their respective generating function, Binet formula and matrix form. As
soon as, the extension to non-positive integers is performed, thus generalizing
Leonardo’s hyperbolic numbers.

Keywords: Binet’s formula, generalization, hyperbolic numbers, Leonardo
sequence.
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1 Introducao

A sequéncia de Leonardo foi introduzida por Catarino e Borges [2], ocorrendo uma
evolucao matematica desta sequéncia presente em outros trabalhos matematicos
[ » Yy Oy ]

Dessa forma, tem-se a sequéncia de Leonardo satisfazendo a seguinte relacao de
recorrencia:

Ln = Ln—l + Ln_g + ]_,TL Z 2. (11)

Tao logo, para n + 1 pode-se reescrever essa relagao de recorréncia como L, 1 =
L, + L, 1+ 1. E ainda, subtraindo Le, — Le, 1 obtém-se uma outra relacao de

recorréncia equivalente para esta sequeéncia.

Ln - Ln+1 = Ln—l +Ln—2 +1-— Ln _Ln—l -1

Lrn+1 - 2Ln - Ln72 (12)

onde Ly = L; = 1 sao as condicoes iniciais.

Com o viés de realizar uma evolucao matematica desses niimeros, tem-se o pro-
cesso de complexificacao com o estudo dos nimeros hiperbélicos. Assim, tem-se que
o anel hiperbdlico, H pertencente a algébra bidimensional de Clifford [1], pode ser
chamados de nimeros de Lorentz. Esses niimeros possuem aplicagao na medicao de
distancias no plano do espago-tempo de Lorentz [6].

Assim, os niimeros hiperbdélicos sao descritos por HH = {z = = + hy|h ¢ R, h* =1,
z, y € R}. A adi¢do e multiplicagdo de dois desses nimeros hiperbdlicos ny e no,

sao dadas por [3, 7]:

nq + Mg = (l’l -+ hyl) + (1'2 -+ hyg) = (1'1 + 513'2) —+ h(yl + yz)
ning = (v1 + hy1)(x2 + hya) = (122) + h(y1y2) + h(z1y2 + 2201)

O seu polinémio caracteristico é dado por 2% — 222 — 1 = 0, apresentando como
solucoes trés raizes, onde duas sao semelhantes as raizes de Fibonacci.

Ao tudo, tem-se a introdugao dos nimeros hiperbdlicos de Leonardo, realizando
ainda o seu processo de generalizagao. Logo, a partir da definicao desses nimeros,

sao obtidos alguns conceitos matematicos discutidos mais adiante.
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2 Os numeros hiperbdlicos de Leonardo

Nesta secao, sao estudados os nimeros referente a sequéncia hiperbdlica de Leo-

nardo, abordando os aspectos matematicos referentes a esses nimeros.

Definigao 2.1. A sequéncia hiperbélica de Leonardo, L., é definida por:

L,=L,+ hL,.1,

comLo=1+h, P=1+3h e Py=3+5h, em que h = 1.
Dessa forma, tem-se os primeiros termos dessa sequéncia: 1+h, 14+3h, 34+5h, 5+
9h,9 + 15h, 15 + 25h, . ..

Definicao 2.2. A formula de recorréncia dos hiperbélicos de Leonardo, € dada por:

En = 2I~/n—1 - Ln—37

onden > 3,n € N,

Propriedade 2.3. A funcao geradora dos numeros hiperbolicos de Leonardo é dada

por:
- 14+ h+(1—h)(—z+2?)
Ly, x)= .

9(Ln:) (1 -2z + a3)

Demonstragao. Realizando a multiplicacao da funcio por 2z, 23 nas equacoes abaixo,

tem-se:
g(En, T) = Z Loa" = Lo+ Lz + Loz + ...+ Lya™ + ... (2.3)
n=0
2$g(En, T) = 2Lox + 20122 + 2002 + ... 4+ 2L, 12" + . .. (2.4)
2°g(Ly, x) = Lox® + Lyz* + Loa® 4+ ...+ Ly_s2™ + . .. (2.5)

Adicionando as equagoes (2.3) e (2.5) e subtraindo (2.4) tem-se que:

(1 — 2.7? —|— .Tg)g(LNn,l‘) = L~Q —|— (L~1 — 2E0)SC —|— (LNQ — 21:1)562 + (Eg — 2L~2 —|— I:())JZB —|— e —|—
+ (Ly — 2Ly + L)z + ...

Com base nos valores iniciais: Ly = 1+ h,L; = 1 + 3h, Ly = 3+ 5h e em sua

respectiva formula de recorréncia, pode-se obter:

(1 -2z +2%)g(Ln,z) =1+ h+ (=14 h)x + (1 + h)a?

- 1+h+(1—h)(—z+2?)
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O

Teorema 2.4. A formula de Binet dos niumeros hiperbolicos de Leonardo, com

n € Z, € descrita por:

L, = Ap(1 4 hay)a? 4+ By(1 + hay)al + Cu(1 + has)zl,

. _ (z2—1)(xz3—-1) (=) (x3-1) _ (z1—1)(x2—1)
em que: Aj, = (z1—x2)(x1—23)’ By, = (zz—z1)(w2—a3)’ ~P = (@s—a1)(zz—a2)

raizes do polindmio caracteristico de Leonardo (x* — 2z* —1 = 0).

€ X1, Ty €T3 AS

Demonstragao. Utiliza-se a recorréncia da sequéncia hiperbdlica (Defini¢ao 2.2) com
0s seus valores iniciais (I:O =1+h, I:l =1+ 3h, [:2 = 3+ 5h). Dessa forma, tem-se

o sistema de equacao:

a+ B+ =1+h
axry + fre+vyxr3 =14 3h
i+ frs +yxi =3+5h

Resolvendo o sistema, tem-se que:

(3+5h) 4+ (—x2 — x3)(1 + 3h) + x2x3(1 + h)

@ T2 — T1x9 — T173 + ToT3 ’
(34 5h) + (=21 — x3)(1 + 3h) + x123(1 4 h)
' T3 — TaXs — T1T2 + T123 ’
_ (345h) + (=21 — x2)(1 4 3h) + z122(1 + h)
N T3+ 11Ty — T1T3 — TaT3 '
Através das relagoes de Girard: x1z9x3 = —1, 21 + T9 + 13 = 2 € X179 + Tax3 +

x1xs = 0, é facil ver que:

on = R o) = T ) = k),
B, = (f;ja_—;f;(;fj ;? (14 hzy) = (:(le__;;giz : 5161) (14 hzy) = Br(1 4 hxg),
e 0 g e =G e
O

Baseado no trabalho de Vieira et al. [8], em que trata da forma matricial uni-

dimensional, tem-se o estudo da forma matricial dos nimeros hiperbélicos de Leo-

nardo.
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Teorema 2.5. Paran > 1 en € N, a forma matricial da sequéncia hiperbolica de

Leonardo € dada por:

2 10| [1420 n 0 1420 h 0
3110 o1 0 1 bl =|Lua Luw L) | 0 1%
1 00| | =n 01 ho0 1

= [in+2 En—i—l Zn:| :

Demonstragao. Pelo principio da inducao finita, tem-se que para n = 1:

14+2h h 0O

2 1 0|l |14+2h A O
3iaffo o o 1a=pp3i|l o0 1
—1 0 0 —h 0 1 —h 0 1
— 5490 345k 1+3h]
:|:[~/3 [N/Q El]
Assim, assumindo que vale para qualquer n = k, k € N:
k
2 10 142h h 0O
3110 01 0 1 h|=Ino Le Ixl.
-1 0 0 —h 0 1
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Por fim, verifica-se a validade paran =k + 1:

k+1
2 10 1420 h 0
3110 01 0 1 h
100 ho0 1
2 10| [1+20 n 0
- [Lm Ly Lk] 0 01| 0o 1 n
1 00|| =h 01
_ 1420 h 0
= |Likss  Liy2 Lk+1} 0 L h
) ~h 0 1

= | Lrts + 2hLyy3 —hlpyy hLlpis+ Ligo hlgyo + Ly
= _Lk+3 + hlgiy Ek+2 EkJrl]

= _fzk+3 Ek+2 Ek+1}-

3 (Generalizacao da sequéncia hiperbdlica de Leo-

nardo

Na presente se¢ao, estuda-se o comportamento dos niimeros hiperboélicos de Leo-
nardo para os termos com indices inteiros nao positivos, generalizando assim esses

numeros.

Definicao 3.1. Para todon >0 en € N, a formula de recorréncia dos hiperbdlicos

de Leonardo para indice inteiro nao positivo, € dada por:
L_, = 2L—n+2 - L—n+3-

Definicao 3.2. Para todo n > 0 e n € N, o hiperbdlico de Leonardo, para indice
inteiro nao positivo, € definido pela equagdo:

Low=1L_n+hL_ .

Propriedade 3.3. A funcao geradora dos hiperbolicos de Leonardo para indice in-
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teiro mao positivo, € expressa por:

) 1+ h+ (=1 +h)z+ (—1— 3h)a?
9(Lnw) = 3 — 212+ 1 ’

com os respectivos valores iniciais: L o =1—h,L_;=—1+heLy=1+ h.

Demonstracao. Realizando a multiplicacao da funcao por 222 e 22, tem-se que:

[e.e]

9(L_pz) = Z Loja"=Lo+L o+ L 92>+ .. .+ L 2" +...
n=0

2x2g(i_n, x) = 2Lor? + 2L 2% + 2L ozt + ...+ 2L, 2" + ...
x?’g(i_n, x) = Lot® + L qa*+ L ox® + ...+ L_p sz + ...

Assim, ao realizar a operacao 2°g(L_,, z) —222g(L_n, )+ g(L_,, =), tem-se que:

(2% = 20° + 1)g(L_p,x) = Lo + L1z + (=2Lo + L_y)a?
(23 =222 + 1)g(L_p, ) = 1+ h+ (=1 + h)x + (=1 — 3h)a?

) 1+ h+ (=14 Rh)z+ (—1 - 3h)a?
9(Lon,) = 3 — 222+ 1

]

Teorema 3.4. Paran > 0 en € N, a forma matricial dos hiperbolicos de Leonardo,

com indice inteiro nao positivo, € dada por:

00 —1] [1420 1 0 1420 h 0O
[3 1 1} 10 2 0 1 h|= [L,n+2 Lowis L,n} 0 14
01 0 “ho0 1 “ho0 1

= [EfnJrQ LfnJrl f/fn} :

Demonstracao. De modo similar a demonstracao realizada no Teorema 2.5, pode-se

validar esta propriedade. O

4 Algumas propriedades

Doravante, sao investigadas alguns conceitos matemaéticos referentes aos niimeros

hiperbdlicos de Leonardo e a sua generalizacao.
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Propriedade 4.1. A soma dos n primeiros nimeros dos hiperbolicos de Leonardo

¢ dada por:

w

Ly = 2Ln_942L,1—(2+30)+> L,

m=3 s

[
N

Demonstracao. Por meio da relacao de recorréncia dos hiperbdlicos de Leonardo,

com n € N, tem-se que:

Ly=2L, 1 — Ly_s (4.6)

Assim, avaliando a relacao dada na Equacao 4.6, em valores de n > 3, obtemos:

Ly = 2L, — Lo
L, = 2Ls— 1,
Ly = 2L,— Ly
L¢ = 2Ls;— Ls
L; = 2Lg— Ly

ZN—Jnf2 = 2En73 - f/7175
21~/n—2 - -Zn—4

[N/n = 2[~/n—1_Ln—3

ll
Il

n—1

Por meio de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Zim = [~/2_I/0+I/3—.Zl+.Z4+"'+f/n_3+2[~/n—2+2in_1

= 2Ln 9+ 2L, — (24 3h) +

s

-3
= 20, 9+2L, 1—L0+L1 Z
_§~
L
=2

O

Propriedade 4.2. A soma dos nimeros de indices pares dos hiperbdlicos de Leo-

nardo € dada por:

Zizm = 2Ly —(1420)+ > L,
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Demonstra¢ao. Com base na relacao de recorréncia dos hiperbdlicos de Leonardo,

com n € N, tem-se que:
En = 2I—Jnfl - En73

Assim, avaliando a relagao de recorréncia, em valores de n > 3, obtemos:

L4 == 2[~/3 - I/l
L6 - 2E5 - l~)3
Lg = 2[27 - j—/5

L2n—2 = 2£2n—3_i2n—5
L2n = 2i2n71_f/2n73

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

ZEQm = EB_z1+j;5+"'+i2n73+2z2n71
m=3

2n—3
= 2[~/2n—1 - [Nq + Z f/s
s=3
~ 2n—3 ~
== 2L2n71 - (1 -+ 2h> + LS
s=3

]

Propriedade 4.3. A soma dos nimeros de indices impares dos hiperbdlicos de

Leonardo € dada por:

2n—4

S Lows = 2Uma - ()Y L
m=3

s=2

Demonstragao. Utilizando a relagao de recorréncia dos hiperbdlicos de Leonardo,

com n € N, tem-se que:
ZP:Jn = 2[~Jn—1 - in—?:
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Dessa forma, com base na relagao de recorréncia, com valores de n > 3, tem-se:

Ly = 2L, — L
Ly = 2L,— L,
L7 == 2i6—i4

Lon—s = 2Lop_4 — Lon_g
L2n71 = 2E2n72_l~—/2n74

Através de cancelamentos sucessivos, obtém-se:

Z Lom—1 = Lo—Lo+Ly+ -4 Lop_s+2Lon_

2n—4
= 209, 5— Lo+ Z L,
s=2
2n—4 ~
= 2Ly, 2—(1+h) L

]

Teorema 4.4. A soma dos inteiros hiperbolicos com indice inteiro nao positivo de

Leonardo é descrita por:

—n+3

ZL_j = 2L o — (1+h)+ Z Ly.

7j=1

Demonstragao. Utilizando a relagao de recorréncia (Definigao 2.2), tem-se que:

Ly=2L,—1L

Ly=2Lo—L,
Ls=2L 35— L,
Le¢=2L4— L3

L—n+l - 2L—n+3 I~/—n+4
Loy=2L_pio—L_pis

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, RJ, n. 17, 2021 - DOI: 10.12957/cadmat.2021.58185



R. Vieira; M. Mangueira; et al. Os Numeros Hiperbdlicos de Leonardo 123

Através de cancelamentos sucessivos, é possivel obter:

—n+3
ZL =20z = Lo+ ) L
k=-—1
—n+3
=2L o= (1+h)+ > L
k=-—1

5 Conclusao

A pesquisa apresentou uma evolu¢ao em torno do processo de complexificacao
dos numeros de Leonardo. Assim, foram introduzidos os ntimeros hiperbdlicos de
Leonardo, inserindo a unidade hiperbdlica na referida sequéncia unidimensional.

Ao tudo, foram estudados aspectos matematicos, ressaltando a férmula de Binet,
funcao geradora e forma matricial dos nimeros hiperbédlicos de Leonardo e da sua
generalizagao para os nimeros inteiros nao positivos.

Por fim, para trabalhos futuros destaca-se a aplicacao desses niimeros, bem como

a sua utilizacao em outras areas e formas de visualizacao.
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