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Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder

Cantor-Bernstein-Schroder Theorem
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Resumo

O Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder é um resultado importante em
Teoria dos Conjuntos tanto do ponto de vista dos fundamentos da matematica
quanto para a formacao profissional de futuros educadores da matematica.
Neste trabalho iremos apresentar uma prova detalhada deste resultado usando
alguns conceitos basicos que serao devidamente apresentados ao longo deste.
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Abstract

The Cantor-Bernstein-Schroder Theorem is an important result in Sets
Theory both from the point of view of a mathematical foundations and for
the formation of new professionals in mathematics education. In this work,
we will present a detailed proof of this result using some basic concepts that
will be properly presented throughout this.

Keywords: Cantor-Bernstein-Schréder Theorem, Axiom of Choice, Sets The-
ory.

MSC2020: 03E20, 03E25.

aUniversidade do Estado do Rio de Janeiro, RJ, Brasil; ORCID:0000-0001-6768-9082 E-mail:
gabriellateles96@gmail.com

bUniversidade do Rio de Janeiro, Rio De Janeiro, Brasil; ORCID:0000-0002-8351-7456 E-mail:
guido.ledesma@ime.uerj.br


mailto:gabriellateles96@gmail.com
mailto:guido.ledesma@ime.uerj.br

138 G. Magalhdes; G. Ledesma Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder
1 Introducao

Historicamente o teorema tem sua estreia em uma carta de Cantor para R. Dedekind,
embora ambos tivessem conseguido provar este resultado, as discordancias existentes
entre eles -segundo os historiadores- foi o principal motivo pelo qual estas demons-
tragoes foram publicadas somente anos depois da primeira demonstragao oficial [6].
Dedeking apresentou 3 formas diferentes de demonstrar o teorema, todas em cartas
datadas no ano de 1887, e G. Cantor tem sua demonstracao numa carta datada no
ano de 1882. Apesar disso foi o matematico alemao Ernst Schroder, quem primeiro
publicou uma versao da demonstragao deste teorema [], com data de publicagdo em
janeiro de 1896, porém, sua prova foi refutada por Alwin Korselt em 1911. Através
de cartas, o proprio Schroder admitiu seu erro e ainda disse a Korselt: “Deixa-o so-
zinho a honra de fornecer uma prova para o teorema de Cantor”, Schroder se referiu
a Felix Bernstein que na época tinha apenas 20 anos e ficou sabendo do teorema
através de um dos seminarios de Cantor, acabou se interessando pelo teorema e
obteve sucesso em sua prova, cuja publicagao data do ano de 1897 [1]. Apds isso,
houveram intimeras provas e tentativas de demonstrar este teorema, veremos aqui

uma delas. Esta parte histérica encontra-se amplamente explicada no livro [3].

2 Conceitos preliminares

Estes conceitos preliminares foram insiprados em [5].

Lema 2.1. Sejam E, F conjuntos e f : E — F uma funcdo, entao f € injetiva se
e somente se

F(ANB) = f(A)N f(B), YA,BCE

Demonstragao. (=) Dados dois subconjuntos A, B C FE iremos provar o lema acima
usando dupla inclusdo. Primeiro f(ANB) C f(A)Nf(B). Paraistosejay € f(ANDB)
entao existe um z; € ANB talquey = f(x;) ecomoz; € ANB entao f(z1) € f(A)
e f(z1) € f(B) o que implica que y € f(A) N f(B).

Agora iremos mostrar que f(AN B) 2 f(A) N f(B) para isto, considere y €
f(A)N(B) entao y € f(A) e y € f(B) logo existe um x; € A tal que f(z1) =y e
também existe um xy € B tal que f(x2) =y, desde que y = f(x1) = f(x2) e como f
é injetiva entao temos necessariamente que z1 € A e x5 € B entao f(z1) € f(ANB)

(<) Sejam xy e x5 € F com a propriedade f(z1) = f(z2). Definimos os conjuntos
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A ={x1} e B={xy} tais que se x; # x5 entao AN B = (). Usando as hipéteses:

FLANB) = f(A)Nf(B) = 0 = {f(z)} N {f(z2)} = {f(z1)}
o que resulta em uma contradicao. Logo x1 = x5 entao f é injetiva. O

Lema 2.2. Sejam E, F conjuntos e f : E — F uma func¢do. A funcao f € bijetiva,
se e somente se:

F\ f(A) = f(E\A), VACE.

Demonstragao. (=) Dado A C E, vamos mostrar este resultado usando dupla in-

clusao. Iniciamos provando a inclusao F'\ f(A) C f(E \ A), para isto, dado

ye FAJ(A) = y¢ f(A)
= f(z)#y, VreA

Como f é sobrejetiva existe um x; € E \ A tal que f(z1) = y o que implica que
y € f(E\ A). Agora resta mostrar a inclusao f(E\ A) C F'\ f(A). Para isto, dado
y € f(E\ A) entdo existe um z; € E'\ A tal que y = f(z1). Como f é injetiva, entao
para todo x2 € A temos que f(x2) # f(z1) = y o que implica que y € F'\ f(A).

(<) Para mostrar a bijetividade de f, iremos primeiro mostrar a injetividade,
para isto, suponha que z; # 3 e denotamos A = {z1}. Logo {22} C E\ A daqui,
se y1 = f(x1) e yo = f(x2) temos

meflAd) e e f(E\NA)=F\[A)

Assim, y; € f(A) e yo € F'\ f(A), logo y1 # ye, portanto f é injetiva. Para provar
a sobrejetividade iremos mostrar que f(E) = F. Para isto tomamos A = E, entao
E\ A =0 logo,

FIENA) =0 = F\f(E)=0

com isto, temos que f(E) = F. Logo f é de fato sobrejetiva e por fim f é bijetiva. [

Proposicao 2.1. Sejam E, F conjuntos e f : E — F uma funcdo bijetiva. Se A, B

sao subconjuntos de E entao,

FA\B) = f(A)\ f(B).

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, RJ, n. 15, 2020 - DOI: 10.12957/cadmat.2020.54182



140 G. Magalhdes; G. Ledesma Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder

Demonstracao. Como f é bijetiva entao pelo Lema 2.1 e Lema 2.2 temos que

f(A\B) = f(An(E\B))

fA)NF(EN B)
= J(AN(F\F(B))
FA)N F(B).

[]

Lema 2.3. Sejam f: X =Y eg: Z — T funcoes bijetivas tais que X N Z =0 e
YNT =0 entio, h: XUZ — Y UT ¢ bijetiva.

h(w)_{f(w), sew e X
g(w), sew € Z.

Demonstracao. Vamos primeiramente provar a injetividade: Sejam x,z € X U Z,

entao temos as seguintes possibilidades

(1) x,z e X (i) zreX e z€Z
(ii) x,z2 € Z (ivireZ e ze X

Em (i) e (ii) o resultado segue da injetividade de f e g, respectivamente. Para
(1ii), temos

hz)=h(z) = f(z)=g(2)

Isto categoriza uma contradigao, pois f(z) € Y e g(z) € T, onde por hipGtese Y e
T sao disjuntos. Logo h é injetiva. O caso (iv) ¢ similar ao caso (iii).
Nos resta agora mostrar a sobrejetividade de h. Para isto, seja um € Y UT
entao, f € Y ou 8 € T pela sobrejetividade de f e g podemos ver que: Caso 3 €
Y, existe um z € X tal que f(x) = B entao, h(z) = 8. E agora caso 8 € T, entdo existe umy €
Y tal que g(y) = (B entdo h(y) = 5. Assim, mostramos que h é de fato bijetiva. [

3 Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder

A demonstracao deste teorema foi fundamentada em [1].

Defini¢ao 3.1 (Equivaléncias). Dados dois conjuntos A e B diremos que sao equi-

valentes se existe uma funcdao bijetiva f : A — B, e denotaremos esta relagcao por

A~ B.
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Esta relacao ~ verifica as seguintes propriedades:

Lema 3.1.

1. Reflexiva: A ~ A.
2. Simétrica: A ~ B entao B ~ A.

3. Transitiva: Se A~ Be B~ C entao A~ C.

Demonstragao. 1. Basta usar a funcao identidade Idy : A — A, definida por

Ids(x) = z que define uma fungao bijetiva.

2. Como A ~ B, existe uma funcao f : A — B bijetiva. Logo f~!: B — A é

uma funcao bijetiva e portanto B ~ A.

3. Se A ~ B, entao existe f : A — B bijetiva, assim também como B ~ C' entao
existe g : B — C' bijetiva. Assim, go f: A — C' é uma fungao bijetiva. Logo
A~C.

Uma relagao que verifica (i), (ii) e (iii) é chamado de relagao de equivaléncia. [

Teorema 3.1 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder (TCBS)). Sejam f : Ay —
By e g: By — Ag duas fungoes injetivas, entao existe uma funcdao bijetiva h : Ag —
By.

Demonstracao. A ideia da prova é mostrar que existe uma funcao bijetiva de Ag
para um subconjunto deste, o qual chamamos de Ay, que é equivalente a By, daqui
usando transitividade entre conjuntos equivalentes mostramos que Ag é equivalente
a By.

Denotamos por B; o conjunto f(Ag) e A; o conjunto g(By). Entao as fungoes
f:Ay— Byeg: By — A; tornam-se bijetivas. Ver Figura 1.

[

Ao BG

Figura 1: Definicao de A,

Do mesmo modo denotemos por Ay o conjunto g(Bj), assim este conjunto estd

contido em A; e é equivalente ao conjunto Ay, pois f: Ay — By e g|p, : B1 = A
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sao bijetivas, entdo a composicao g|p, o f também é bijetiva, com isto Ay ~ As.
De maneira andloga, denotamos por B, o conjunto f(A;), assim este conjunto esté
contido em Bj e é equivalente ao conjunto By, ja que g : By — Ay e f|a, : A1 — By
sao fungoes bijetivas, entdo a composicao f|4, o g é bijetiva e daqui By ~ By. Ver

Figura 2

Figura 2: Definigao dos conjuntos A/ s e B s

De maneira geral a acao da composicao go f pode ser visualizado como Figura 3.

Ao

Figura 3: composigao g o f

Desta forma podemos construir sequéncias de subconjuntos {Ax} e {Bx} de A e

B respectivamente, que verificam as propriedades:
1. By = f(Al) e Al—i—l = g(Bl), Vi e {0, vk — 1] .
2. A2 A DA DA3D..DA e ByD2Bi 2B, 2B32 .20 B,

3. Ay~ Ao e By~ By
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Agora definimos
Api1 = g(Bk) e Biii= g(Ak)

Claramente estes conjuntos assim definidos verificam (1), vamos agora verificar

as propriedades (2) e (3). Primeiro (2), por (1) temos que,
By = f(Ar-1) C Br1 = g(Bx) C g(Br1) = Ap1 C Ax

De forma anéloga sabemos que By,; C By. Agora vamos mostrar (3), isto é,
Ap_1 ~ Agy1 e By_1 ~ Byy1 primeiro vamos mostrar que A, _; ~ Ag,q para isto
note que f|a,_, : Ar—1 — By e g|p, : Bx — Agy1 sdo bijetivas assim, g|p, o f|a,_, 6
uma bijecao de Ay para Ap.1. Fazendo de maneira andloga podemos mostrar que
Bg—1 ~ Byy1. Com isto construimos indutivamente duas sequéncias { A} e { By} de
subconjuntos encaixantes de Ay e By respectivamente. Agora com as propriedades
(1), (2) e (3) acima, definimos:

+o0 +o0o
D= ﬂ A, e E= ﬂ By,
k=1 k=1

Com isto podemos escrever o conjunto A como uma uniao de subconjuntos da

seguinte forma:

“+o0o
Ag = DU UAk\Ak—H
k=0

podemos ver isto graficamente na Figura 4

Figura 4: Coroas que compoem A
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Podemos ver que Ay é a unido disjunta do conjunto D e de infinitas coroas.
Assim iremos olhar para cada coroa, afim de entender quais sdo as aplicacoes que
atuam em cada uma. Tendo em vista que o objetivo desta demonstragao é provar que
existe uma correspondéncia entre os conjuntos Ay e Ay, iremos escrever os conjuntos
Ag e Ay como a uniao disjunta de coroas, afim de estabelecer esta correspondéncia

procurada. Assim, temos que

400 +o0
Ag=D U U Agigr \ Aoz | U U Ao \ Aoy

k=0 k=0

—+o0 “+o0
Ai=D U U Agpyr \ Aogya| U U Aggy1 \ Aogro

k=0 k=0
Arrumando de forma conveniente, como feito acima, fica claro que existe uma cor-
respondéncia através da aplicagao identidade entre as coroas impares de Ag e de A;
e também entre os conjuntos D’s. Logo, é preciso encontrar uma aplicacao bijetiva
que relacione as coroas pares, e de fato como visto anteriormente uma possivel can-
didata a esta aplicacao é a composicao das fungoes go f. Assim pela Proposigao 2.1

temos que:

go f(Ag \ Aogr1) = f(Aa)\ f(A2rt1)
= Agiro \ Aogys

Podemos ver claramente esta aplicagao na Figura 5.

A 9l

Figura 5: Composigao go f

Assim definimos a fungao a : Ay — A; como sendo a fungao bijetiva entre tais

conjuntos, e podemos escreve-la como:
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a(a) = { a; sea€ DU (UZ:S Aogkr1 \ A2k+2)
go fla); sea €2 Ao\ Azkir
Pelo Lema 2.3 esta é uma funcao bijetiva. Entao, temos que Ay ~ A; e por
hipdtese sabemos que A; ~ By, assim por transitividade Ay ~ B,.
O mais interessante é que além de mostrar que existe essa bijecao, podemos
escrever quem é esta correspondéncia. Compondo a funciao o com ¢! temos a

funcao bijetiva denotada por h : Ay — By. Definida como

_ 1 o =
h(a) =g a(a) f(a); se a € UZ:OE Aoy \ Ao

E pelo Lema 2.3 esta funcao é bijetiva. O

{ g Ya); sea€ DY (|25 Aoirr \ Asjeyo)

4 Aplicacoes

4.1 Construcao de uma bijegao entre [0,1] e |0, 1]

A prova do Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder nos fornece uma maneira simples

de encontrar esta bijecao, por exemplo, podemos tomar duas fungoes f e g definidas

£:0,1[—[0,1] g9:[0,1] =]0,1]
z 1
fla) =z gle) =5+

Claramente estas sao fungoes injetivas, assim pelo Teorema de Cantor-Bernstein-
Schréder podemos concluir que |0, 1[~ [0, 1]. Restringindo os contradominios as suas

respectivas imagens temos que

Ao=101L S =B = |35 s == |33,

Do mesmo jeito,
13
BO:[O71]’ g(BO):A1:[071]7 g(Bl):A2: |:_ _:|’

Assim generalizando as imagens de f temos que:

28 —1 2" 417 " )

W,W , Se —lepar
JA) =9 Tob 1 9k 41

}W,W[, sek—lelmpar
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De maneira analoga, generalizando as imagens de g temos que:

2k _1 2k 41 )

W,W 5 Sekepar
9B =9 Tok 1 2511

[W,W], Sekél'mpar

Como foi feito no TCBS precisamos identificar se existe intersecao entre os
{Ai} sendo assim, tomamos z € [);=5 A) daqui, temos em particular que = €

Agy para todo k € N logo,

-1 _ 241 T S < tm 2F1
okt =TS o = Koo 2R = e T e 2R
1 1 1
= —<zxz< - = D=<-=
7 =*=7 {2}

Com isto finalmente podemos reescrever o conjunto Ay como uniao disjunta de

suas coroas como feito no teorema, assim, temos que

2k —1 284+ 1
Ao \ Aopr1 = {Waw}
ok 1 2kl 1 2kl 1 2k 41
ok+1 7 Qk+2 : ok+2 7 9k+1

Aggi1 \ Azkso
Logo a funcao h :]0, 1[— [0, 1] bijetiva pode ser escrita como

h(:v) = { x, sex = {%} U(A2k+1 \ A2k+2)

%‘i‘i, S€$EA2k\A2k+1

Podemos ver esta funcao graficamente na Figura 6

Figura 6: Grafico da funcao h
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4.2 Equivaléncia entre p(Z) e R

Esta aplicacao é inspirada no livro do G. Folland [2].

A estratégia para esta aplicagao serd encontrar uma fungao f : p(Z) — R inje-
tiva, e em seguida encontrar uma fungao g : p(Z) — R sobrejetiva pois pelo axioma
da escolha existe uma h : R — p(Z) injetiva e por fim pelo Teorema de Cantor-
Bernstein-Schroder sabemos que p(Z) ~ R. Sendo assim precisamos enunciar o
axioma da escolha e também um importante lema.

Axioma da Escolha: Dada uma familia {A, : « € J} de conjuntos nao vazios,

existe um conjunto C' ao qual pertence exatamente um elemento de cada A,.

Observacao 4.1. E claro que o Azioma da Escolha so € necessdrio quando traba-
lhamos com uma familia infinita de conjuntos. No caso da familia ser finita ndo
precisamos do azxioma para fazer tal escolha, pois essa poderia ser feita de maneira
sequencial, ou seja, um por um. Coisa 1mpossivel no caso do infinito, onde esta

escolha deve ser feita de forma simultanea.
Lema 4.1. Toda funcao sobrejetiva admite uma inversa a direita.

Demonstracao. Dados X e Y conjuntos e uma f : X — Y sobrejetiva, assim para
cada y € Y temos que f~1({y}) # 0 de tal modo que {f~'({y})} C X. Veja Figura
7.

fL ff

A
=

'y

V2 \

Figura 7: Gréfico da funcao f~!

Com isto pelo axioma da escolha, dada esta familia {f~'({y})},c, existe um

conjunto C' formado por um elemento de cada conjunto {f~'({y})},cy, a saber,
C={x,:2,€ f'(y) paracaday € Y}

Assim conseguimos definir a funcao g com a seguinte regra,
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g: Yy — X
y = Ty
Com isto temos que f(g(y)) = f(zy) = v. O

O primeiro passo para nossa demonstracao serd definir uma funcao injetiva de

o (N) em R para isto, pegamos A C N e definimos a regra,

f(a)y=> 107"

neA

Note que f(A) = 0, agayas... onde cada a,, verifica que,

1, sene A
ap =
0, sen¢ A

Esta fungao assim definida é injetiva, com efeito, se pegamos A, B C N tais que,

f(A) = f(B) = 0,a1asas... = 0, bybobs...
= a; = bi, Vi €N
= A=0B.

Portanto f ¢ injetiva. Por outro lado sabemos que Z ~ N e daqui temos que
0(Z) ~ p(N), usando composicao de fungdes existe uma funcio injetiva f : p(Z) —
R. O préximo passo serd construir uma fungao g sobrejetiva de p(Z) em R. Para

isto, definimos g : p(Z) — R como segue

) { log (3°,ea2™"), se A élimitado inferiormente e A # 0);
g =

0, em outro caso.

Afrimamos que esta fungao g : p(Z) — R é sobrejetiva, com efeito dado y € R,
existe g € RT tal que y = log(xg). Desde que y admite representagdo decimal em

base 2 temos que,
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b b
g = an2”+an_12”_1+...+a020+§1+§1+m
: b
_ i bj
= g a;2 +§ 5
i=1 =1

Agora definimos o conjunto C = {m € Z : a_,, = 1 ou b,, = 1} e com este temos,

g(C) = log (Z 2%) = log (Z am2™ + Z bm2_m>

= log(zo) = ¥.

Assim, provamos que g é sobrejeitiva e pelo Lema 4.1, existe uma funcao h : R —
©(Z) injetiva, com isto conseguimos construir uma f : p(Z) — R injetiva ¢ h: R —
©(Z) injetiva logo pelo TCBS temos R ~ p(N).

Corolério 4.1. R ~ p(N) e R ~ p(Q).

Demonstracao. Segue diretamente da equivaléncia R ~ o(Z). O

5 Conclusao

Neste trabalho usamos a propriedade da infinitude do infinito para poder construir
uma bijecao entre um conjunto e um subconjunto proprio dele. Esta ideia esta
também presente em outras construcgoes tais como o Hotel de Hilbert e o paradoxo
de Aquiles e a tartaruga. Assim este trabalho contribui na compreensao da aplicagao

do infinito na matematica.
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