Cadernos do IME - Série Matemdtica DOI: 10.12957/cadmat.2020.54047
e-ISSN: 2236-2797 (online) Recebido em 25 Ago. 2020 | Aceito em 11 Nov. 2020

TEOREMA DE REORDENAMENTO DE SERIES DE

RIEMANN

RIEMANN’S SERIES REARRANGEMENT THEOREM

AMANDA SIQUEIRA® GERSON G. LEDESMAP

Resumo

Neste trabalho ira ser feita uma demonstracao explicita do Teorema de
Reordenamento de Riemann, afirma-se que se tivermos uma série condicio-
nalmente convergente é possivel fazé-la convergir para qualquer ntimero dese-
jado, reordenando convenientemente seus termos. Conseguinte a introdugao
do Teorema de Abel para vermos alguns exemplos de reordenamento da série
harmonica alternada.
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Abstract

In this work we will give an explicit demonstration of Riemann’s Rear-
rangement Theorem, which tells us that if we have a conditionally convergent
series it is possible to make it converge to any desired number by conveiently
rearrangement of its terms. We will introduce Abel’s Theorem to see some
examples of the rearrangement of the alternating harmonic series
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A. Sequeira e G. Ledesma

Introducao

Figura 1: Bernhard Riemann
Fonte://www.svpwiki.com/Georg-
Friedrich-Bernhard-Riemann

Em 1827, Peter Lejeune-Dirichlet desco-
briu que a soma de uma série pode ser al-
terada, reordenando seus termos enquanto
trabalhava em condigoes que garantiam a
convergéncia das séries de Fourier [2]. Ele
foi o primeiro a notar que os termos de
certas séries poderiam ser reorganizados

de forma a resultar uma soma diferente a

Preliminares

Teorema de Reordenamento

soma da série original, mas nao foi capaz
de mostrar porque isso era possivel.

Bernhard

comecou a trabalhar em um artigo que

Posteriormente, Riemann
ampliava os resultados de Dirichlet sobre
a convergencia das séries de Fourier. Ele
logo encontrou uma explicacao notavel
para esse comportamento, descobrindo
assim que isso funciona para qualquer
série condicionalmente convergente. Esse
resultado ficou conhecido como “O Teo-
rema de Reordenamento de Riemann” em
seu artigo da série de Fourier.

Embora o trabalho tenha sido concluido,
no final de 1853, ele nao foi publicado até
sua morte, em 1866, sob o titulo “Uber
die Darstellbarkeit einer Function durch
eine trigonometrische Reihe” (Sobre a re-
presentacao de uma funcao por séries tri-
Estes acontecimentos

gonométricas) [7].

sao explicados em mais detalhes no artigo

]

Neste artigo considera-se a reta real estendida que resulta de adicionar a reta de

nimeros reais os elementos +0o0 e —oo e serd denotada por R, isto é,

R=RU {+00} U{—c0}.

Os elementos +0o0 e —oo podem ser relacionados com os nimeros reais através

de certas operacoes aritméticas e uma relacao de ordem. Para detalhes sobre as

propriedades aritméticas da reta estendida recomendamos ao leitor ver [10]. S6

chamamos atengao para as somas +00 + (—00) e —00 + (+00), que nao sao definidas

em R. Sendo assim, a reta estendida nao é mais um corpo. Com relagao ao produto

em R, se a = 0, define-se: +00.a = a.(+00) =0 e —00.a = a.(—o00) = 0, 0 que nio
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A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento 119

segue a convenc¢ao usual vista no contexto de limites, porém sao defini¢oes tteis em
estudos mais avancados de Matematica.

A reta estendida torna-se um conjunto totalmente ordenado se definirmos a or-
dem:

—o<a<+oo VaelR.

Outra propriedade importante da reta estendida é que todo subconjunto S de
R tem um fnfimo (definido como a maior cota inferior do conjunto) e um supremo
(definido como a menor cota superior do conjunto), ao contrario do que acontece na
andlise classica, em que para um conjunto ter infimo (supremo) este deve ser nao
vazio e limitado inferiormente (superiormente). No caso de reta estendida, se £ C R

nao for limitado inferiormente (superiormente), entao
inf E' = —o0 (sup £ = 400).

O caso curioso acontece quando o conjunto for vazio, pois terfamos que
inf) =400 e supl =—oc

Isto pode ser explicado notando que todo nimero real (por vacuidade) é uma cota
inferior do conjunto vazio, assim segue da Definicao de infimo que inf ) = +00. O
outro caso ¢é explicado de forma similar.

A topologia usual considerada na reta estendida, é a topologia gerada pela familia

F constituida por todos os conjuntos da forma:
(r,+o0] ={z € R, z >r}U{+oo} e [-oo,r)={zreR, z<rju{—-c0}, reR.

Ou seja, os abertos desta topologia, além do conjunto vazio e R, sdo todas as
intersegoes finitas de conjuntos pertencentes a familia F e todas as unioes arbitrarias
destas intersecoes finitas. A familia F ¢ uma sub-base da topologia (ver [3]). Os
conjuntos (r, +00| serao vizinhangas abertas do elemento 400 e os conjuntos [—oo, )
serao vizinhancas abertas do elemento —oo, com r € R. Observamos que para
a < bya,b € R, intervalo aberto (a,b) é dado pela intersegao (a,+oc| N [—00,b).
Como R C R, a topologia usual da reta serd a topologia induzida pela topologia da

reta estendida.

Definicao 2.1. 1. Uma sequéncia na reta estendida é uma fun¢io v : N — R

usualmente denotada por {x,} ou (z,). O x, € chamado de termo n-ésimo.
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120 A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento

2. Uma sequéncia {x,} na reta estendida R é dita convergente a um elemento

r € R, se uma das situacoes abaixo ocorre:

(a) Sex € R e dado um € > 0, existe ng € N tal que se
n>ny = |z,—z|<e

Quando isso acontecer, denotaremos por lim xz, = x ou limz, = x ou
n—-+0o0o

T, — T.

(b) Se x = 400 e dado M < o0, existe ng € N tal que se
n>ny = x,>M.

Neste caso escrevemos lim x,, = +00.

(c) Se x = —00 e dado m > —oo, existe ng € N tal que se
n>ng = T, <<m.

Neste caso escrevemos lim x,, = —00
As seguintes defini¢oes foram tiradas de [(]

Definigao 2.2. Seja {z,} uma sequéncia e seja {n;} wma sequéncia de inteiros

positivos, tal que k1 < ko < k3 < .... A sequéncia
{w, 12

¢ chamada de subsequéncia de {x,}.

Definicao 2.3. 1. Seja F um subconjunto de R. Diremos que x € R € um ponto

de aderéncia de F se, somente se, para todo r > 0 verifica-se
L(z)NF #£0

em que I.(x) =|x —r,x 4+ r[. O conjunto de todos os pontos de aderéncia de
F é chamado de fecho de F e serd denotado por F. Um conjunto é chamado

de fechado se, e somente se, este coincide com seu fecho.

2. Um numero x € R é chamado de ponto de acumulgao de F, se

Dx)NEF#0, Vr>0
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A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento 121

em que I(z) = L.(z)\{z}. O conjunto de todos os pontos de acumulagao de

F € chamado de conjunto derivado de F e serd denotado por F'.
Observagao 2.1. Verifica-se que F' = F U F', ver [0].

Defini¢ao 2.4. Uma sequéncia é chamada de limitada se existe um K € RT tal que
|z,| < K, Vn € N.

Teorema 2.1. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada na reta possui sub-

sequéncia convergente.
Demonstragao. Ver [0]. O

Observacao 2.2. Note que no contexto de reta estendida, dado uma sequéncia
{z,} nao limitada, entdo esta possui uma subsequéncia {xy,} que converge a +0oo
ou —oo. Daqui podemos ter uma versao do Teorema de Bolzano-Weierstrass para

reta estendida.

Teorema 2.2. Toda sequéncia na reta estendida possui uma subsequéncia conver-

gente.

Demonstragao. Seja {x,} uma sequéncia na reta estendida, assim temos duas pos-
sibilidades, {z,} é limitada ou nao. Se {x,} for limitada, entdo, pelo Teorema 2.1,
estd possui subsequéncia convergente. Agora, se {z,} nao for limitada, para cada
n € N existe um £, € N tal que

|k, | > n.

Daqui, construimos uma subsequéncia {zy, } C {x,} e definimos o conjunto
A={ky:ap, >0} CN.

Este conjunto A pode ser finito ou infinito. Se A for infinito, entao obtemos uma
subsequéncia {z;, } tal que

lim z;, = 4o0.
n—-+oo

Se A ¢ finito, entao o complementar deste é infinito assim podemos obter uma
subsequéncia {z;, } tal que

lim z,, = —o0.
n—-+00

Portanto, toda sequéncia na reta estendida possui uma subsequéncia convergente.

[]
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122 A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento

Defini¢ao 2.5. Dado uma sequéncia {x,} na reta estendida, definimos o conjunto
E={aecR:3{x,} C{x,} tal quex), — a}.

Este é chamado de conjunto dos limites subsequenciais de {x,}.

Exemplo 2.1. Vamos achar os limites subsequenciais, da sequéncia {x,} definida

por
0, n=3k+1
Tpn=14 —n, n=3k+2
n, n=23k

A subsequéncia {x3r+1} = {0} converge para 0, {xsr+2} = {—3k + 2} converge a

—00 e a subsequéncia {xs,} = {3k} converge a +00. Logo, E = {0, +00, —o0}.

Observacao 2.3. Em R, seque do Teorema 2.2, que E # () para qualquer sequéncia

na reta estendida.
No que segue do trabalho usaremos a notacao de [3].

Defini¢ao 2.6. Seja {x,} uma sequéncia na reta estendida. Seja E o conjunto de

limites subsequenciais de {x,}. Definimos
s*=supF e s,=infFE.

Os nimeros s* e s, sdo chamados de limites superior e inferior de {x,}, respectiva-

mente, e usamos a notacao,

limsupz, =s* e liminfx, = s,
n—+o00 n—+00

O seguinte resultado exibe a relacao entre lim inf, lim sup e lim de uma sequéncia.

Teorema 2.3. Uma sequéncia {x,} na reta estendida converge se, e somente se,

liminf z,, = limsupz, = lim z,.
n—+00 n—-+o00 n—+o0

Demonstracao. Ver [8] O

Lema 2.1. Seja {x,} uma sequéncia na reta real e E o conjunto de seus limites

subsequénciais. Entao, dadoy € ENR, e >0 el € N, existe um m € N tal que

m>1 e |r,—yl <e
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A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento 123

Demonstracao. Dado y € E, ¢ > 0 el € N. Como y € E, entao existe uma
subsequéncia {zy, } tal que

T, — Y.
Pela convergéncia existe ng € N tal que
n>ny = |z, —y|l <e.
Pela definicao de subsequéncia existe um n suficientemente grande tal que
n>nyg e k,>L
Entao, tomando m = k,,, temos
m>1l e |x,—y|l<e

]

Teorema 2.4. Os limites subsequenciais de uma sequéncia {x,} na reta estendida

formam um subconjunto fechado de R.

Demonstragao. Seja E o conjunto de todos os limites subsequenciais de {z,}. Que-
remos provar que E é fechado, para isso precisamos provar que £ = E. Sabemos
que E C E sempre é verdade, entdo resta provar que £ C E. Suponha que g € E.
Basta considerar o caso quando o ¢ é ponto de acumulacao de E. Assim precisamos
construir uma subsequéncia de {x,} que converge para q.

Se ¢ = 400, como q € E, segue que existe uma sequéncia {g,} C E tal que

Gn — g

Como estamos considerando ¢ um ponto de acumulagao, ¢, # 400, para todon € N,

assim, pelo Lema 2.1, existe um k, € N tal que

1
26, — @l < - )

e, além disso, estes {k,} podem ser escolhidos verificando

k?l <k2 <k’3<
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124 A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento

Assim, de (1), a subsequéncia {xy, } de {x,} verifica que

1
qn — — < Tk, = lim xy, = +o00.
n n—-+o0o
Logo, ¢ € E. De forma similar pode-se provar que se ¢ = —oo entao q € E.

Suponha que ¢ € E N R, assim escolhemos n; € N tal que x,, # ¢, e chamemos
de 6 = |¢ — xp,|. Como q é um ponto de acumulacao de E, entao I5(q) N E # 0,
4

portanto existe um y; € I;(¢)NE. Como y; € E, entdo pelo Lema 2.1 existe ny > n4
4

tal que 5
|y1 _xm’ < Z
Entao
0= 2l < o=l + Iy — sl < S+ 2= 2.
4 4 2

Agora suponha que temos construido os indices ni,ns,...,n;_1, como q é um

ponto de acumulacao de E, existe um y; € I'; (¢) N E. Como y; € E, pelo Lema 2.1,
21
existe um n; > n;_; tal que

| <2
Y i 9i
Entao 5 5
— Tp,| < — Y P T | < = —_ = —.
7=l <lg—wl+ v — 2l < 5+ 5 = 53
Portanto 5
0= 20| < 50 1=1,2,3..

Como temos que 276 — 0, quando i — +oo, entao x,, — ¢. Portanto, q €
E. ]

Teorema 2.5. Seja {s,} uma sequéncia na reta estendida. Seja E e s* como na

Definicao 2.6. Entao s* tem as sequintes propriedades:

(a) s* € E.

(b) Seja x € R, se x > s*, existe um inteiro N tal que n > N implica s, < x.
Além disso, s* € o unico elemento na reta estendida com essas propriedades.

Demonstrag¢ao. Antes de iniciar a demonstracao, note que a propriedade (a) nos diz
que o lim sup da sequéncia é um limite subsequencial e a propriedade (b) nos diz que
existem apenas um numero finito de elementos acima de qualquer ntimero maior

que o limsup. Agora, vamos fazer a prova deste Teorema.
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A. Sequeira e G. Ledesma Teorema de Reordenamento 125

(a) Se s* = 400, e como s* = sup F, entdo E nao é limitado superiormente. Dal,
{sn} néo é limitado superiormente, pois caso contrério existiria um M > 0 tal
que

S < M, Vn e N. (2)

Em particular, se temos z € FE, entdo existe uma subsequéncia {sy,} C {s,}
tal que

Sk, —7 <.

Assim temos que sg, < M, para todo n € N e aplicando limite

lim s, < lim M = 2z<M.

n—-+o0o n—-+00

Como z € E é arbitrario entao E é limitado superiormente, o que gera uma
contradigao. Assim, {s,} nao é limitado superiormente, portanto, para cada
n € N, existe k, € N tal que

Sk, > N.

Daqui, dado M > 0, pela propriedade Arquimediana, existe um n, € N tal

que M < ng. Assim, se n > ng, entao n > M. Logo,
Sk, > M

e portanto,

lim s, = +o0.
n——+00

Logo, encontramos uma subsequéncia {sx, } C {s,} tal que s5, — 400, por-

tanto +oo € E.

Se s* é um numero real, entao E ¢é limitado superiormente. Temos que s* =
sup E, entdao s* € E. Pelo Teorema 2.4 temos que E é fechado e portanto
s*e k.

Se s* = —o0, entdo {s,} é limitado superiormente, pois se {s,} nao fosse
limitado superiormente, entao conseguiriamos uma subsequéncia {sy, } C {s,}
tal que

Sk, — +00

e, portanto, +oo € F, o que é um absurdo, pois sup £ = —oo. Chamemos de
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M > 0 a cota superior de {s,}. Afirmamos que

lim s, = —o0.
n—-+o0o

Com efeito, dado m < 0 definamos o seguinte conjunto

A={neN:s, €[m,M]} CN.

Existem duas possibilidades em que A é finito ou A é infinito. Suponha que

A é infinito e entdao enumerando e ordenando o conjunto A temos,

A= {k ks, ..}

Assim, temos a subsequéncia {s, } de {s,} tal que

Assim, {sy, } é limitado e segue do Teorema de Bolzano-Weierstrass, que existe

{51, } € {55, } tal quo
Slmk — S.

E portanto s € E, o que é um absurdo, pois sup E = —oo. Logo A é finito.

Entao, existe um ny € N tal que se

n>nyg = S, <m.

Logo,
lim s, = —o0.
n—-+oo
Portanto, —oo € E.
Note que esta propriedade é verdadeira por vacuidade no caso s* = +oo.

Vamos fazer a prova para o caso s* < 400. Se = +00, como s* < 400,

segue que a sequéncia {s,} é limitada, logo
Sp<x, VYn>1.

Por outro lado, se x for um nimero real procedemos pelo absurdo, isto é,

suponha que exista um numero x > s* tal que s,, > x para infinitos valores de
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n. Enumerando este, temos uma subsequéncia {s,,, } tal que

< Sy, VneN. (3)

Temos que {s,,,} é limitado superiormente, pois caso contrario existiria uma
subsequéncia {s;,, } C {sm,} tal que

S, — +00

mn

o que implicaria que 400 € F, gerando uma contradigao. Entdo, {s,,, } é
uma sequencia limitada e pelo Teorema Bolzano-Weierstrass possui uma sub-

sequéncia convergente, isto é, existe {sx,, } C {sm,} e y € R tal que

Sk, —7 Y-

Por (3) verifica-se que y > z, o que implica y > s*, contrariando a defini¢ao
de s*, pois y € E.
Agora, vamos mostrar que estas propriedades caracterizam o limite superior

da sequéncia. Se temos um 5 € R verificando (a) e (b) vamos mostrar que

wl
Il
VA

Com efeito, como 5 € E, entao
5<s" = 5<s" ou s=s".

Suponha que § < s*. Se 5 = 400, entao segue que s* = +oo, logo § = s*,

contradizendo a suposicao. Assim 5 < +00, logo existe um k£ € R tal que
s<k<s*
por (b), existe um N € N tal que

sen>N = s,<k.

Assim, s6 existe uma quantidade finita de elementos da sequéncia a direita do
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k, de onde s* € F, o que gera uma contradi¢ao. Logo,

Y
Il
VA

O

Teorema 2.6. Seja {s,} uma sequéncia na reta estendida. Seja E e s, como na
Definicao 2.6. Entao s, tem as sequintes propriedades:

(a) s, € E.

(b) Seja v € R ,se x < s,, existe um inteiro N tal que n > N implica s, > .

Além disso, s, € o unico elemento na reta estendida com essas propriedades.

Demonstracao. A prova é de forma analoga ao Teorema 2.5. O]

3 Teorema de Reordenamento de Riemann

As ideias desenvolvidas nesta segdo sdo baseadas nos livros [] e [1].

Defini¢ao 3.1. Dado uma sequéncia de nimeros reais {x,}, escrevemos o objeto

formal
+oo
g T, ou simplesmente E T
n=1

e chamamos de série. A série converge, se a sequéncia {sy} definida por

k
Sk:an:xl—i—xg—i—...—i—xk

n=1
converge. Os numeros s, sao chamados de somas parciais.

Definigao 3.2. A série Y x, converge absolutamente, se a série » . |x,| é conver-
gente. Caso a série seja convergente e nao seja, absolutamente convergente, dizemos

que a série € condicionalmente convergente.

Lema 3.1. Se Y a, for uma série condicionalmente convergente, entao a série
formada pelos termos positivos e a série formada pelo modulo dos termos negativos

sao divergentes.

Demonstragao. Seja, 2;’2 pn formado pelos termos positivos de ) a,, e seja Z:g n

formada pelos valores absolutos dos termos negativos de > a,,. Isto é,

A T
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Se ambas fosse convergentes, entao

Z(pn +qn) = Z [

convergiria, contrariando a hip6tese. Suponha que > p, fosse convergente e > g,

divergente,
N N N
Z qn = an - Z Qp,
n=1 n=1 n=1

o que implicaria na convergéncia de > ¢,, contradizendo a suposi¢gdo. O mesmo
acontecera se Y g, convergente e »_ p, divergente. Portanto, ambas divergem, isto
é
+oo +o0o
an =+o0 e an = +o0.
n=1 n=1
m

Teorema 3.1. (Reordenamento de Riemann) Seja > a, uma série condicional-
mente convergente e seja

—0o<a<p< +oo.

Entao, existe um reordenamento Y a., com somas parciais s, tal que,

liminfs, =a e limsups, =p. (4)
n—+0o n—+00
Demonstra¢ao. Sejam Py, Py, Ps, ... 0s termos nao negativos de »_ a,, na ordem que
eles acontecem, e Q1,Qs, Qs, ... sao os valores absolutos dos termos negativos de
> an, também na ordem original. As séries Y P, e Y Q,, diferem de > p, e >_ gy,
definidas no Lema 3.1, apenas pelos termos zeros, portanto elas sao divergentes.

Construiremos {m,} e {k,} sequéncias tais que o reordenamento da forma

P+. 4Py —Q1— ... —Qp, +Pryi1+ o+ Py, —Qryi1— oo — Qi + ... (5)

satisfaz (4). Para isto, escolheremos sequéncias {a,} e {3,}, tal que a,, — «a,
Bn — B, a,, < B, para todon € N e 5, > 0. Tomemos m; e k; os menores inteiros,
tais que:

Pi+ Pyt ot Py > B> P+t Py

P+ .. +P,, —Q1—..—Qp, <y <Pi+.+PF, —Q1— ... —Qp,—1.
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Agora, peguemos ms e ko 0s menores inteiros, tais que:

P1+...—|—Pm1—Ql—...—Qk1+Pm1+1+---+Pm2>52

P1 +—|—Pm1 _Ql — ... —le —|—Pm1+1 +—|—Pm2 —le_H — ... _ng < Q9.

A Figura 2 mostra o comportamento das somas parciais. Primeiro, somamos até

obter um ntumero maior que i, em seguida, subtraimos termos de forma a obter

um numero menor que «;, adicionamos termos novamente até obter um ntmero

maior que f5 e depois diminuimos até encontrar um nimero menor que «s, € assim

sucessivamente, sempre pegando o menor my, e k,. Isso é possivel, pois > P, = 400

ey Q= +oo.

S/ ! s /
Smatka Smi+k1 ma+ki Sy

[ \! >
] ] \ \ 1

R a1 Ba 15 B

Figura 2: Comportamento das somas parciais.

De forma indutiva, construimos m; e k; os menores inteiros com a propriedade

P1+...+Pm1—Ql—...—le+...—|—ij_1+1+...+ij>,3j

(6)

P1+...—|—Pm1—Ql—...—le+Pm1+1+...+Pm2—...—ij_l+1—...—ij < ;. (7)

Se chamarmos de {s/} as somas parciais destes reordenamento, podemos rees-

crever as desigualdades acima da seguinte forma

!/

/ / /
mj+kj_1 > 5] Z Sm]‘+k‘j,171 e S <s

S mj+kj < a] — mj+k-j,]_-
Deste modo, temos que

/ /
0 <Sppn,, =B <Pmy ¢ 0<oy—sp 1 < Qe

A Figura 3 e a Figura 4 ilustram as desigualdades acima.
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< ij

. . . ~ . / 7’
Figura 3: A distancia entre f; e s),, ;. ¢ menor do que Fy,;.

Qk;
| | |
| | | >
S;nj+kj @) S;nj'i'kj—l
< Qu,
Figura 4: A distancia entre o; e sy, ;- ¢ menor do que Qy;.
Agora, vamos analizar a relacao de {s},} e {s}, 4.}
) Diminui termos ) Soma termos J
I ! | | |
mj+ ki1 M mj + k; nomjp +ky
Figura 5: Andlise da subsequéncia {s}, . .}
Sen € [m; + kj_1,m; + k;] NN, entao
/ !/
S = Stk
Se n €]m; + kj, m;i1 + k;) NN, entao
/ /
Sn S Sm]+1+kJ
De aqui, se n € [m; + k;—1,mj41 + k;] NN, entdo
/ / / /
Sp S Sk, OU S, S Sp (9)
Agora, vamos provar que
. ) ekl
limsups, =3 & (i)
. - ,
n—s+00 (i) Sex > B, entao 3 ny € Ntal ques), < x,Vn > ny.
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Como temos, P,,, — 0, pois a, — 0, entdo de (8) segue

. /
jEI_ElOO(Smj-i-kj—l - BJ) =0

e desde que, 3, — [, temos

. / . /
jllgi-noo Smj-‘rk‘j—l = jgg_noo[(‘smj-‘rk‘j—l - ﬁ]) + BJ] = B

Aqui, temos que g € E. Como {S;nﬁkj,l} — [ e tomamos x > 3, entao existe

71 € N tal que

/
mj+kj,1

S <ll§', v]Z]l

Se n > m;, + kj,, entao existe um r € N tal que
m;, + kjr—l <n< mj.+1 + kjr'

Portanto, por (9) temos que

/ /

/
n S St —1

mj. 41+kj,

/

/
s ou s, <s = s, <uw.

Com isso, provamos que 3 = limsup,,_, . s,,. A prova do liminf, , . s, = o é

feito de forma anéloga. O

4 Reordenamentos da série harmonica alternante

Para esta secao precisamos do Teorema de Abel.

Teorema 4.1. (Teorema de Abel) Seja g(x) = > ycax™ uma série de poténcia

que converge para |x| < 1. Se Y ., ¢, converge, entdo

lim g(z) = ch.

r—1~

n>0
Demonstragao. Ver demonstragao em [1] ou [9J]. O
Exemplo 4.1. Vamos demonstrar que
—1)nHl 1 1 1 1 1 1
Z( T)L =l-gtg—gts-gtz—gTg 15+~ =n2
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Com efeito, considere

1 1 1 1 1 <X (—1)mtt
f(:b)zx——x2+—x3——$4+—a75——x6+"':Zan (10)

2 3 4 5 6 — n
este é convergente se |z| < 1. Temos que
/ <= (=1)mt! 1 — +1,n—1
= _— n- — _1 " e . 11
o) = e = 3 (1)
Multiplicando ambos os lados por x, temos
+o00
of (r) = (-1 (12
n=1
Somando (11) e (12), obtemos
“+o0o +oo
xf'(x) _'_f/(x) _ Z n+1 " _|_Z n+1 o Z[(_l)nJrlxn _ (_1)nxnfl]'
n=1 n=1
Do lado direito da igualdade temos a série telescopica, entao
k
/ / o : _1\ntl,n _ (_q1\n,n—1
of (@) + /@) = T S[(-1) e — (<1
T kLR
= lim[(~1)"*1ak — (~1)
= 1.
Teremos
1
!/ —
fla)= 1
Entao,

x)—/f’(x)dx—/(1J1rx)dx—ln(x+1).

Voltando a (10), temos que

N
1 1) = "
n(x +1) ; P
Agora, aplicando o Teorema de Abel
+oo n+1
Z = lim In(zx +1) =In2.
1 z—1~
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—1 n+1
(1) nos leva

Exemplo 4.2. Serd provado que uma reorganiza¢ao da série Z:ﬁ

aln2+ %lnS.

Para isto, sera seguida a reorganizacao

1+1+1 1+1+1+1 1+
3 5 2 7 9 11 4 77

Por meio desta reorganizacao obtém-se a série,

1 1 1 1 1 1 1
fla) =2+ §$3 + 5I5 - §x6 + ?137 + §x9 + ﬁxu — qu...

esta série de poténcia pode ser vista da seguinte forma

1 1 1 1 1 1 1 1
f(ﬂ?) = (.T + 5%3 + 5375 + ?‘f? + 5339 + ) - <§SC6 + qu + 61718 + §$24 + ) .

Seja,
1 1 1 1
g(r) =x+ 59:3 + gxg’ + ?x7 + §x9 + ..
e
1 1 1 1
h(z) = 5:156 + wa + éxls + §x24 + ...

ambas convergem absolutamente no intervalo —1 < x < 1. Como antes, tem-se

J@)=1+2*+2* + 25 + 2%+ ...

Integrando, obtem-se
1 1
g(x) = -In(1+2z) — -In(1 — z).
2 2
Do mesmo modo,

W (z) = 32° + 3™ + 3217 + ...
=32°(1 + 2% + 2%+ ..)

B 3z
1 — b
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Integrando, temos

h(x) = _71 In(1 — 2%).

Como temos que f(z) = g(x) — h(x), entao

F@) = Sn(1 + 2) — %111(1 _ o)+ %111(1 — o)

[n(1+2z) —In(1 — ) + In(1 — 2°)]

o[l

N~ N~

1
= éln[(l+$)(1+x+x2+x3+$4+x5)].

Aplicando o Teorema de Abel,

pprpt bt 1 by lim f(z) n12=m2+ ‘s
—+-—=—4+-4+-+——-+4+..= lim =—-Inl2=1In —1In3.
375 277911 1 o T\ T g 2

5 Conclusao

Em suma desde o inicio da nossa aprendizagem da Matematica, sabemos que
se considerarmos qualquer conjunto finito de niimeros e reorganizarmos sua ordem,
a soma permanecera a mesma. No entando quando fazemos tal agao com somas
infinitas, em alguns casos, podemos reorganizar os termos para obter uma soma
totalmente diferente da primeira. Deste modo, isto nos mostra que nao devemos
confiar apenas na nossa intuicao quando trabalhamos com a nocao do infinito.

O Teorema de Riemann atribui uma compreensao mais profunda das somas
infinitas, fato que intrigou alguns matematicos durante anos. Riemann foi genial
ao perceber que para séries condicionalmente convergentes era possivel reorganizar
os termos e obter valores diferentes. Por ultimo, este trabalho de Riemann, permite

uma maior compreensao da complexidade acerca do tema sobre séries numéricas.
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