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UMA RELEITURA DA ORIGEM GEOMETRICA DO TEOREMA
FUNDAMENTAL DO CALCULO PARA O AUXILIO NO ENSINO
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A REVIEW OF THE GEOMETRIC ORIGIN OF THE FUNDAMENTAL THEOREM OF
CALCULUS FOR HELP IN HIGHER EDUCATION
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Resumo

Este trabalho pretende apresentar a origem do mais importante resultado do Céalculo Diferencial
e Integral: o Teorema Fundamental do Calculo, em sua versdo geométrica como concebida por
Isaac Barrow, como meio facilitador de ensino da disciplina de Calculo para cursos superiores. A
Histdria da Matematica e a maneira como os matematicos do século XVI1I pensavam, neste caso,
tencionam dirimir a dificuldade que os alunos desses cursos tém em entender como 0S processos
de derivacéo e integracdo sdo inversos. Para alcancar este objetivo, apresentamos, também, um
exemplo prético de aplicacdo da prova feita por Barrow usando a notacdo de funces e a
matematica atual.
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Abstract

This work intends to present the origin of the most important result of the Differential and Integral
Calculus: the Fundamental Theorem of Calculus, in its geometric version as conceived by Isaac
Barrow, as a means of facilitating the teaching of Calculus for higher education courses. The
History of Mathematics and the way in which 17th century mathematicians thought, in this case,
intend to resolve the difficulty that students of these courses have in understanding how the
processes of derivation and integration are reversed. To achieve this goal, we also present a
practical example of applying the proof made by Barrow using function notation and current
mathematics.
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N&o € inteiramente correto acreditar que Newton e Leibniz tenham criado o
Célculo Diferencial e Integral de forma independente e de uma maneira totalmente
espontanea e nova para a época. O proprio Newton, em uma carta para Robert Hooke,
escreveu a famosa frase: “Se avistei mais longe, é por que estava sobre os ombros de
gigantes™. [6, p. 315]

O que aconteceu, de fato, foi uma conjuncdo de ideias e métodos que esses
matematicos acabaram agregando ao que hoje conhecemos como CDI. Eles séo
considerados os “inventores” do Calculo pois [1, p. 251]:

1. Desenvolveram uma notacao propria, cada um com a sua notacdo individual e
Unica, onde puderam expressar o0s diversos problemas que envolviam propriedades de
curvas como tangentes, arcos, areas e outros;

2. Com essa notacdo, eles puderam tratar os diversos problemas de Calculo que
apareciam como calculo de maximos e minimos de func@es, retas tangentes a uma
determinada curva em um ponto dado, problemas de area sob o gréfico de uma funcéo
etc., que eram tratados de forma isolada ou em métodos particulares, sem ter que
particularizar o problema que enfrentavam;

3. Observaram e mostraram a relacdo que hoje conhecemos como o Teorema
Fundamental do Calculo e sua extrema importancia: este Teorema que afirma que
derivacdo e integracdo sdo processos inversos e este € um problema central e geral do
Célculo, ndo acontecendo somente para fungdes ou casos particulares [1, p. 5].

Claramente, para eles conseguirem esse feito, muitos matematicos os precederam
e fizeram suas contribuicGes a Matematica desde a Antiguidade. Entre eles, podemos citar
Arquimedes, Aristoteles, Fermat, Descartes, Kepler, Cavalieri, Saint Vincent, James
Gregory e Issac Barrow [2].

O que queremos destacar, primeiramente, é que a relacdo entre derivacdo e
integracdo ja havia sido observada anteriormente por James Gregory, em sua obra de 1668
intitulada Geometriae Pars Universalis [8, p. 565], e por Issac Barrow, de quem Newton
foi pupilo, na sua obra-prima Lectiones Geometricae, publicada apenas dois anos depois,
em 1670 [1, p. 240].

E interessante observar que, como hoje em dia, para um aluno de CDI, achar uma
tangente a curvas sempre foi um processo mais rotineiro do que encontrar areas sob 0s
gréficos das curvas, e 0 mesmo era verdade em 1659, epoca precedente as visdes de

Gregory e Barrow sobre a relagdo derivagéo versus integracao [4, p. 19].
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No entanto, como vimos no outro paragrafo, alguns matematicos comecgaram a
perceber a relacdo entre esses dois tipos de problemas: tangentes e areas. Mas o que
faltava a eles para “descobrirem” o CDI?

Podemos destacar trés tipos de embaragos principais para isso: a falta de uma
linguagem matematica adequada que traduzisse o que eles estavam fazendo, “o conflito
das exigéncias ou rigor matematico impostos pela légica dedutiva e pela natureza
essencial ou o infinitamente grande e o infinitamente pequeno perpetuamente levando ao
paradoxo e & anomalia™ [1, p. 2-3], e, por ultimo, o fato de que nem James Gregory nem
Issac Barrow deram muita importancia ao que eles haviam “notado” na “nova” relacéo
entre tangentes e areas, achando-a apenas um fato curioso sem mais a ser discutido sobre
ele.

Para diferenciar melhor os feitos de Newton e Leibniz daqueles obtidos por seus

antecessores, Charles Henry Edwards Jr. (1979) nos diz que:

O que estd em questdo aqui é a diferenca entre a mera descoberta
de um fato importante e o reconhecimento de que ele é importante
— isto é, que este fato estabelece a base para progressos futuros.
Em Matematica, o reconhecimento do significado de um conceito
ordinariamente envolve a sua incorporacao em nova terminologia
ou notacdo que facilite sua aplicacdo em futuras investigacdes.®
[3, 189]

Este artigo ndo se propde a tratar do Teorema Fundamental do Célculo (TFC) na
forma como foi concebido por Newton ou Leibniz, mas justamente ver como ele era visto
na sua forma geométrica. Apesar de James Gregory ter sido o primeiro a vé-lo desta
maneira, a sua prova para o TFC é bastante complicada e requer uma série de
transformacdes geométricas que fogem do escopo deste trabalho. Desta forma, veremos
o TFC, na sua forma geométrica, como provado por Barrow. Veremos a sutileza da prova
dada por este matematico relacionando tangentes e areas no seu formato original, mas de

uma maneira mais detalhada do que originalmente ele fez.

bT...] the conflict between the demands or mathematical rigour imposed by deductive logic and the essential
nature of the infinitely great and the infinitely small perpetually leading to paradox and anomaly.

¢ What is involved here is the difference between the mere discovery of an important fact, and the
recognition that it is important — that is, that it provides the basis for further progress. In mathematics, the
recognition of the significance of a concept ordinarily involves its embodiment in new terminology or
notation that facilitates its application in further investigations.
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Por dltimo, daremos um exemplo pratico de aplicacdo do método de prova de
Barrow usando funcgdes e a notacdo matematica que conhecemos atualmente.
E importante notar que o uso da Historia da Matematica pode ser um meio

moderador no ensino ndo so de Calculo, mas de outras disciplinas da Matematica, pois

Nos nossos dias, 0 ensino da matematica tende frequentemente
para a aplicacdo “mecanicista” de técnicas apoiada numa notagao
eficiente, orientada para a resolucdo de exemplos e problemas,
sem estimular uma compreenséo suficientemente profunda das
ideias e dos conceitos. O estudo da histdria da matematica é uma
excelente forma de mitigar esta deficiéncia. Permite-nos
compreender a génese e o desenvolvimento das grandes ideias,
tal como surgiram e tomaram forma na mente dos grandes
matematicos. [7, p. 66]

Desta maneira, apresentar o Teorema Fundamental do Céalculo como concebido
por Barrow em 1670 e mostrar um exemplo de aplica¢do do seu método de demonstragédo
com a notagdo que os alunos de cursos superiores conhecem se revela uma maneira
potencializadora de aprendizagem desse resultado fundamental da Matematica para esses

estudantes.

1 O Teorema Fundamental do Céalculo como concebido por Issac Barrow

E interessante observar que este resultado no foi apresentado, por Barrow, como
um Teorema ou uma Proposi¢do. Portanto, vamos mostra-lo da mesma forma que ele [5,
p. 378-379], mas com mais explicagdes e detalhamento para uma melhor compreensao
do leitor.

Considere, primeiramente, uma semirreta horizontal VD e seja dada ZE uma curva

qualquer, cujo eixo (horizontal) seja VD, esteja abaixo dele e tal que esta curva tenha
coordenadas perpendiculares a este eixo, como, por exemplo, Z sendo a coordenada
perpendicular relativa a V e E sendo a coordenada perpendicular relativa a D. Vamos
supor, sem perda de generalidade, que as coordenadas perpendiculares da curva ZE séo

continuamente crescentes. Assim, por exemplo, VZ < DE.
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Figura 1: Curva ZE qualquer com eixo VD.

v D

Fonte: Autoral.

Vamos, agora, construir uma curva VF, com eixo VD, que esteja situada acima
dele e tenha origem em V, da seguinte maneira: para cada ponto X do eixo VD, se M for
a coordenada perpendicular da curva ZE em relagdo a X e R for um segmento com
comprimento fixo dado, entdo a coordenada perpendicular Y da curva VF que estamos
construindo, relativa ao ponto X, deve satisfazer a condig&o:

XY xR = area(VXMZ), )
onde estamos denotando por area(VXMZ) a érea da figura com fronteira dada pela unido

dos segmentos VZ, VX, XM, e a parte ZM contida na curva inicial dada ZE.

Figura 2: Curva VF construida.

S~

=
area(VXMZ)

area(VXMZ)

Fonte: Autoral.
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Desta forma, vemos que, com esta defini¢do, de fato a curva construida VF tera
origem em V. Além disso, considerando que F seja a coordenada perpendicular da curva
V'F relativa ao ponto D, temos, por exemplo, que

DF x R = area(VDEZ).
Agora, seja T um ponto sobre o eixo VD de tal forma que ele satisfaca a condigio
DE_ R e
DF DT

Observe que, necessariamente, pela condi¢do acima, o ponto T deve estar situado
entre os pontos V e D, pois area(VDEZ) = DF x R = DE x DT. Se T estivesse situado
num ponto tal que VT > VD, entdo teriamos DE x DT > DE?, ou seja, concluiriamos
que area(VDEZ) > DE?. Mas isto é uma contradicéo, visto que a figura com area igual
a area(VDEZ) esta contida no quadrado de lado DE.

Feita esta observacéo, ligue os pontos T e F. Com isso, vamos mostrar que:
Afirmacéo: a reta que contém o segmento TF é tangente, no sentido grego®, a curva

construida VF no ponto F.

Figura 3: ponto T e segmento TF.

E

Fonte: Autoral.

4sto quer dizer que TF é uma linha reta que toca a curva VF em um sé ponto. Por isso dizemos que esta
€ uma prova geométrica e ndo analitica. [3, p. 140]
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Para provarmos esta afirmacdo, considere I um ponto qualquer da curva VF

situado, por exemplo, entre V e F, mas ndo coincidente com F. A partir disso,
considerando a perpendicular ao eixo VD que passa por I, sejam P e G as suas intersecdes
com o eixo VD e a curva inicial dada ZE, respectivamente.

Considere L um ponto sobre a semirreta DF tal que 0 segmento /L seja paralelo

a0 eixo VD. Com isso, teremos que, como a curva VF é crescente e I esta entre V e F,
entdo o ponto L esta entre os pontos D e F. Seja K a intersecao entre os segmentos TF e
IL.

Vamos mostrar que o ponto K esté situado abaixo da curva VF. Para isto, note,

primeiramente, que, por semelhanca de triangulos, temos

D 3)

Figura 4: pontos I e K.

E

G

Fonte: Autoral.

Por outro lado, da defini¢cdo do ponto T, temos que % = DI!?E. Juntando isso a (3),
5 < IF _ DE .
chegamos a conclusao que —=—,0u, equivalentemente, que
R x IF = IK x DE. )

Agora, da defini¢do de construgéo da curva VF, temos que
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PIXR =R XLD = area(VPGZ).
Assim, como temos que DF x R = area(VDEZ), segue-se, portanto, que
R xIF = R x (DF — LD) = area(VDEZ) — area(VPGF) = area(PDEG). ()

Entdo, de (4) e (5), vemos que LK X DE = R x LF = area(PDEG) < PD X DE,
pois a figura cuja area € area(PDEG) esta contida no retangulo de lados PD e DE, por
construcgéo.

Desta Gltima desigualdade, concluimos, finalmente, que LK < PD = IL, 0 que
mostra que, de fato, o ponto K esta situado abaixo da curva VF, como haviamos afirmado
anteriormente.

Com isso, como o ponto I tomado era um ponto qualquer da curva VF, situado
entre V e F, mas ndo igual a F, acabamos de mostrar que todos 0s pontos do segmento
TF estdo abaixo da curva construida VF, com excecdo de F,onde TF e VF se interceptam.

Agora, se consideramos um ponto qualquer I da curva VF situado além de F,
concluimos, com uma demonstracdo anédloga a que foi feita, que todos os pontos da reta
que contém o segmento TF e estdo depois de F também estdo situados abaixo da curva
construida VF. Sendo assim, de fato, esta reta é tangente & curva VF no ponto F, como
queriamos demonstrar.

Como uma ultima observacdo desta secdo, se a curva inicial dada ZE tivesse
coordenadas perpendiculares continuamente decrescentes, chegariamos a mesma
concluséo sobre a reta que contém o segmento TF. A Unica distin¢do entre os dois casos
para a curva ZE € que, pela construcdo da curva VF, se ZE tem coordenadas
perpendiculares continuamente crescentes, entdo a curva VF é cbncava para cima e, no
outro caso, ela é cdncava para baixo.

Para vermos isto, consideremos 0 caso em que a curva ZE tem coordenadas
perpendiculares continuamente crescentes. Entéo, pela definicdo de construcdo da curva
VF, temos que area(VPGZ) < area(VDEZ), donde PI X R < DF X R, ou seja, PI <
DF, para todo ponto I da curva VF situado entre D e F, mas ndo igual a F. Se, por outro
lado, I estiver além de F, entdo area(VDEZ) < area(VPGZ), o que implica que DF X
R < PI X R, ou seja, neste caso, DF < PI. Assim, isto mostra que as coordenadas
perpendiculares da curva construida VF sdo continuamente crescentes, 0 que ndo permite

que VF tenha um ponto de inflexdo e deva ser, necessariamente, cdncava para cima.
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2 Um exemplo pratico da prova de Barrow usando a notacdo matematica atual

Nesta sec¢éo, veremos um exemplo pratico com uma fungéo f'(x) no lugar da curva
ZE dada no método de demonstracdo de Barrow, que vimos na secdo anterior, para
percebermos melhor o que ele realmente provou: o Teorema Fundamental do Calculo. Da
mesma maneira, nos permitiremos manter a notacdo matematica atual dentro deste
exemplo para uma melhor compreenséo do leitor.

Vamos considerar o plano cartesiano xy com a restricdo x =0 e com as
coordenadas y sendo positivas e crescentes a partir da origem, tanto no sentido para cima
quanto no sentido para baixo do eixo y. O eixo x representara o0 €ixo VD da demonstragéo
de Barrow, sendo VV = (0,0) e D = (6,0).

Considere a funcéo

2
fo)=5+2,

de tal forma que as coordenadas y = f(x) estejam situadas abaixo do eixo x. Esta
representard a curva ZE dada na demonstracdo de Barrow cujas coordenadas verticais sao
continuamente crescentes. Entdo, neste caso, temos que Z = (0,2) e E = (6,f(6)) =
(6; 3,125), onde as ordenadas destes dois pontos estéo situadas abaixo do eixo x.
Agora, a fungdo y = g(x) que representard a curva construida VF da
demonstragdo de Barrow sera obtida considerando-se R = 1. Com isso, suas coordenadas
verticais y devem satisfazer a condicdo (1), isto é, considerando X = (x,0),com0 < x <

6,M = (x, f(x))eY = (x,g(x)), temos que

x
3

. X
XY XR =area(VXMZ) = g(x) = ff(t) dt =%+2x.
0

Desta forma, teremos, para este caso, que F = (6,9(6)) = (6;14,25). As

funcdes f e g sdo mostradas abaixo.
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Figurab:curvasy = f(x) ey = g(x).

y
1425
\" ______________________________ F
14 % !
12 + :
g(x)
10 '
o1 ;
61 Y
oA ; :
y = g(x)
41 ': :
24 ;
i 0
0 +—@ @
Y% 9 o 4 5 %
3125

Fonte: Autoral.

Agora, seja T um ponto sobre 0 eixo VD (= eixo x) satisfazendo a condicéo (2).
Assim, segue-se que

DE R 3,125 1 -

F_ﬁ:14,25:ﬁiDT=4,56:>T=(6—4,56;0):>T= (1,44 ;0).

Com isso, temos, pela demonstracao de Barrow, que a reta que contém o segmento

TF é tangente a curva y = g(x) no ponto F, que € aquela que representa a curva
construida VF de Barrow.
De fato, a reta acima passa pelos pontos T = (1,44 ;0) e F = (6 ;14,25), ou seja,
tem equacao
y = 3,125 x + 1,44,

Por outro lado, sabemos que o coeficiente angular da reta tangente a curva y =

g(x)noponto F éa = g'(6). Como g'(x) = g + 2, seque-se que a = 3,125. Observe
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gue este é o mesmo coeficiente da reta acima. Considerando o ponto T pelo qual ela passa,
chegamos a concluséo que, de fato, a afirmacdo feita por Barrow esta correta, ou seja, em
termos de hoje, ele teria demonstrado, para este exemplo que demos, que g'(6) = f(6).

Isto significa, pela construcgéo de g, que

j_x ff(t)dt = f(x) nopontox = 6,
0

que € o Teorema Fundamental do Calculo aplicado a x = 6. Obviamente, este ponto x =

6 apareceu somente pelo exemplo que usamos. Como Barrow nao particularizou o ponto
P a
F na curva construida VF, vemos que, na verdade, ele demonstrou que - (f:f(t) dt) =

f(x) , para todo x > 0 , considerando uma funcdo f qualquer monoétona. Logo, ele
percebeu claramente que problemas de &reas estavam intimamente relacionados a
problemas de retas tangentes a curvas. Observe que a condicdo (2) para o ponto T equivale
a dizer que T deva satisfazer
DF DE
DT R

)

ou seja, a condicdo (2) tratava de tangentes de fato, pois % é o coeficiente angular da reta
tangente a curva VF no ponto F e a condicdo era que T fosse tal que este coeficiente da

reta TF fosse um multiplo positivo qualquer da coordenada vertical DE da curva ZE
inicialmente dada.

Este exemplo poderia ter sido feito considerando o ponto D como sendo (x, 0),
com x > 0 qualquer, evitando restri¢cdes para x no resultado final. No exemplo, optamos

fazer x = 6 para torna-lo menos abstrato e mais acessivel aos alunos.

3 Comentarios e conclusoes

Vimos até aqui o quanto que a Histdria da Matematica pode ser Gtil na explicagdo
da dualidade integracdo-diferenciacdo que é estudada no Teorema Fundamental do
Célculo para alunos de universidades.

De fato, trabalhar primeiramente com a demonstracdo geométrica dada por
Barrow pode ser um fator mais estimulante para relacionar a questdo dos problemas de

areas e tangentes para os estudantes. Em seguida, aplicar esta demonstragcdo num exemplo
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pratico usando funcgdes e a notacdo matematica atual acaba por levar o aluno a perceber
que diferenciacgdo e integracdo S0 processos inversos.

Desta forma, o aluno tem um apelo geométrico na percepcéo da dualidade area-
tangente para depois observar, no exemplo pratico, a dualidade integracdo-diferenciacao.
Esta maneira de abordagem pode se revelar muito Gtil na aprendizagem do Teorema
Fundamental do Calculo, desmistificando este importante teorema matematico para o
aluno.

Outra coisa a ser observada é que o fato de mostrar, para os estudantes, como 0s
matematicos do século XVII pensavam e faziam a demonstracdo dos seus resultados
usando geometria plana também pode ser um elemento motivador no ensino-
aprendizagem de Célculo.

Uma possibilidade também seria dar um exemplo mais simples para 0s proprios
alunos desvendarem a demonstracdo de Barrow, como utilizar uma reta no lugar da curva
ZE inicialmente dada. Com isso, os alunos podem chegar bem mais facilmente a
conclusdo que Barrow havia provado e observar que ha uma relacéo relevante entre os
processos de diferenciacdo e integracdo. Isto poderia ser dado em uma aula anterior a aula
sobre o TFC, fazendo com que os alunos, por eles mesmos, ja tivessem obtido o resultado
deste Teorema antes de sua visualizacdo no formato que vemos hoje nos cursos de
Calculo. Por este motivo, para os alunos terem um exemplo mais perceptivel ja feito,
como dito no final da se¢do anterior, escolhemos fazer um exemplo préatico considerando

0 ponto D ndo sendo igual a (x, 0), com x > 0 qualquer.
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