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Resumo

A decomposicdo ou Fatoragdo de Cholesky é um método direto de re-
solucao de sistemas lineares, i.e., produz uma solucao exata do sistema apds
um numero finito de operacoes aritméticas. Por se tratar de passos nao trivi-
ais, o ensino deste método de decomposicao pode se tornar desafiador. Neste
contexto, representagoes visuais podem ser uma ferramenta de apoio vanta-
josa. Objetivando tornar o processo de ensino mais didatico, este trabalho
apresenta a implementacao das etapas da decomposicao utilizando a lingua-
gem TuPy. Essa linguagem oferece uma abordagem grafica que facilita a
compreensao do método, ja que é realizado o passo a passo da execugao.
Dessa forma, além de mostrar como funciona o método de fatoracdo do ponto
de vista algoritmico, torna-se possivel obter um entendimento mais efetivo
através da visualizacao de cada etapa da decomposicao.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Fatoracdo de Cholesky, Representagao
visual, TuPy Online.
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The Cholesky decomposition or factorization is a direct method for solv-
ing linear systems, i.e., it produces an exact solution of the system after a
finite number of arithmetic operations. Considering that it is not a trivial
algorithm, teaching this factorization method might be challenging. In this
context, visual representations could be a useful support tool. For a more
didactic teaching experience, this work presents the implementation of the
decomposition stages by means of the TuPy language. This language offers
a graphical approach, helping in the understanding of the method, since the
execution is carried out step by step. Thus, in addition to showing how the
factorization method works from an algorithmic point of view, it is possible
to gain a more effective understanding through the visualization of each stage
of the decomposition.

Keywords: Linear Systems, Cholesky Factorization, Visual representation,
TuPy Online.
MSC2010: 65F05, 97D40, 68V99

1 Introducao

Encontrar a solucao de sistemas lineares ¢ um dos problemas bésicos de dlgebra
linear, com aplicacoes em miultiplas areas de conhecimentos. Os métodos numéricos
usados para esse fim se classificam em dois grupos [11]: métodos diretos e métodos
iterativos. Os métodos diretos encontram a solugao exata do sistema linear, a me-
nos de erros de arredondamento e caso ela exista, apdés um nimero finito de passos.
Entre os métodos dessa categoria, sao comuns aqueles que efetuam uma fatoragao
da matriz A do sistema linear. A fatoracao consiste na decomposicao da matriz no
produto de dois ou mais fatores, para depois resolver uma sequéncia de sistemas li-
neares de forma mais eficiente computacionalmente. Além de ser usada na resolucao
de sistemas lineares, a fatoracao de matrizes tém interesse em si mesma. Através
da fatoracao, muitas operacoes com matrizes sao facilitadas, como calculo do de-
terminante, inversao de matrizes, etc. E uma técnica essencial nas aplicacoes de
algebra linear computacional, usada, em geral, na manipulacao de grandes volumes
de dados, com aplicacoes atuais em ciéncias de dados e aprendizado de maquinas.
A decomposigao ou fatoragao de Cholesky [7], que leva o nome do matematico
e oficial militar francés André-Louis Cholesky (1875-1918) [3], é uma técnica im-
portante dentro dessa area. Cholesky trabalhava em problemas de topografia e
desenvolveu o método para resolver problemas de minimos quadrados. A primeira
publicagao do método deveu-se a Ernest Benoit em 1924 [2]. A decomposi¢ao de
Cholesky é amplamente usada em métodos estatisticos, como anélise de regressao,
assim como em métodos de simulacao e otimizacao. Essa fatoracao é uma va-

riacao da decomposicao LU (Lower-Upper), na qual a matriz A do sistema possui
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caracteristicas especificas: é simétrica e definida positiva. Matrizes simétricas defi-
nidas positivas aparecem numa grande variedade de problemas nas ciéncias. Além
de aplicacoes classicas de Algebra Linear, aparecem, por exemplo, em estudos de
movimento de sistemas descritos por equacgoes diferenciais, seja em problemas de
transporte como muitos problemas na Fisica, nos quais sao estudadas perturbacoes
ao redor de um minimo de energia. Outro exemplo muito comum encontra-se em
areas relacionadas a Estatistica e Probabilidade, matrizes de covariancias sao sempre
simétricas e definidas positivas

A fatoragao de Cholesky é amplamente usada e forma parte das ementas classicas
na disciplina de Calculo Numérico para diferentes cursos de ensino superior. Con-
tudo, o ensino do funcionamento do método e das etapas envolvidas na fatoracao
pode ser desafiador: tais cursos possuem alunos com uma ampla variedade de per-
fis, de modo que alguns conseguem rapidamente captar os detalhes, enquanto outros
tém maior dificuldade em assimilar passos especificos. Isso repercute diretamente
nas aulas, pois a explicacao do método repetidas vezes toma um tempo de aula mui-
tas vezes nao previsto. Além disso, o processo de aprendizagem fica prejudicado,
pois alunos que ja entenderam a fatoracao ficam desmotivados, enquanto alunos que
ainda nao a entenderam podem se sentir constrangidos e as vezes nao manifestar o
nao-entendimento.

Com o objetivo de apoiar o ensino e aprendizagem da decomposi¢ao de Cholesky;,
este trabalho apresenta a implementagao do método na linguagem TuPy [(]. Essa
linguagem é uma ferramenta online que possibilita que a implementagao do codigo
seja feita em portugués e também que seja observado o passo a passo da execucao do
programa. Isso facilita o entendimento do aluno nao somente em relagao a escrita
do codigo, mas também ao esquema algoritmico da fatoracao.

O trabalho esta organizado na seguinte forma. Na proxima segao, sao apresenta-
dos alguns aspectos tedricos da fatoracao de Cholesky, bem como as suas restrigoes.
Na Secao 3 ¢é discutida a importancia do uso de recursos de visualizagao e intro-
duzida a ferramenta utilizada na implementacao. Na secao seguinte é apresentado
o codigo do algoritmo desenvolvido na linguagem TuPy, assim como figuras que
ilustram o andamento da fatoracao, possibilitando a visualizacao da interface da
ferramenta para implementacao e da interface de execucao do cédigo. Por fim, na

Secao 5, encontram-se as conclusoes do trabalho.
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2 Fatoracao de Cholesky

Como foi indicado na secao anterior, a fatoragao de matrizes desempenha um im-
portante papel em Algebra Linear Computacional. A fatoracao de Cholesky é uma
variagao da decomposicao LU, porém, com algumas restrigoes quanto a matriz A
que se deseja fatorar, que deve ser simétrica e definida positiva. A seguir, sao de-
finidos alguns conceitos e aspectos tedricos necessarios na compreensao e utilizagao
do método. A exposigdo é baseada nas referéncias [I, 7, 11]. Essa apresentacao é
util para definir a notacao usada e apresentar um texto autossuficiente, servindo
como um guia rapido dos conceitos bésicos de algebra linear necesséarios para a
compreensao do que se segue.

Seja R o conjunto dos nimeros reais. Denota-se o espago vetorial de todas as
matrizes reais de dimensao m x n por R"*". Os elementos da matriz A sao escritos
como a;; € R, onde 7 refere-se a linha e j, a coluna da matriz. Escreve-se, as vezes,
A = (a;j) para denotar a matriz.

A transposicao é uma das operacoes basicas de matrizes. Na transposicao, as

linhas da matriz sdo transformadas em colunas e as colunas em linhas.

Definigao 2.1. Se A = (a;;) € R™", entao B = (b;;) = AT, onde b;; = aj;, é a
transposta de A.

Nota-se que a matriz AT € R™*™,

Definicao 2.2. Uma matriz simétrica é uma matriz quadrada tal que A = AT, i.e.,

a;j = aj; para todo i e j.

Matrizes simétricas sao atrativas desde o ponto de vista computacional, pois
para elas é usado apenas metade do armazenamento que para uma outra matriz
qualquer. Igualmente, de forma geral, é necessdria apenas a metade do tempo nos

calculos envolvidos.

Definicao 2.3. Uma matriz ¢ dita triangular quando os elementos acima ou abaixo
da diagonal principal sao iguais a zero. Sao chamadas de matriz triangular inferior

e matriz triangular superior, respectivamente.

Existem varios critérios para definir uma matriz definida positiva. Uma apre-
sentacao exaustiva fica fora do interesse nesse trabalho. Assim, optamos por definir

da seguinte forma:

Definicao 2.4. Seja A uma matriz quadrada de dimensao n. A é definida positiva

se x'Ax > 0 para todo x € R™ nao nulo.
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Usando a definigao anterior, pode ser demonstrado o seguinte Teorema, que es-
tabelece uma equivaléncia entre a matriz definida positiva e a sua fatoragao. A
demonstragao do Teorema pode ser encontrada em [I, p.117]. A fatoracao de Cho-

lesky é obtida como um caso particular.

Teorema 2.5. Seja A uma matriz real simétrica, de dimensaon. Entao A € definida
positiva se e somente se existe uma matriz triangular inferior invertivel G tal que
A =GGT. Os elementos da diagonal de G, g;;, com 1 < i < n podem ser escolhidos

como sendo numeros positivos.

Observagao: A decomposicao com elementos g; positivos se chama de Fa-
toragao de Cholesky. Pode ser demonstrado que essa decomposicao é tnica.
No exemplo a seguir mostra-se que existem varias possibilidades de decomposicao

no caso em que a exigéncia de ter todos os elementos g;; positivos nao seja satisfeita.

4 2 2 0 -2 0 -2 0
A= , G= G = G =

Y )

2 2 11 -1 -1 -1 1

Seja A uma matriz simétrica e definida positiva, entao, pelo Teorema 2.5, ela
possui uma decomposicao de Cholesky e pode ser decomposta como A = GG, com

elementos positivos na diagonal da matriz G. Isso é representado da seguinte forma:

a1x A2 - Apl gn 0 -+ 0 g1 921 " gm

Q21 Q22 - Qp2 _ go1 G2 -+ O 0 g2 - Gn2 (1)
. 0 .

Qp1 Ap2 *** Gpp gn1 Gn2 ' Gnn 0 0 0 Gnn

Na representagao da matriz A em (1) ja foi considerado o fato de a;; = aj;. A
seguir, serd feita uma deducgao detalhada das expressoes necesséarias para calcular os
elementos da matriz G. Essa dedugao é baseada na apresentacao oferecida em [11,
p.151-152]. Leitores mais avangados podem ir diretamente nas expressoes (3), (4)
e (5).

A identificag@do dos elementos da matriz G é baseada no produto matricial repre-
sentado em (1). Inicialmente, serd definida a forma para encontrar os elementos da
primeira coluna de G. Em seguida, serao definidos os elementos da segunda coluna
de GG e assim, sucessivamente, até encontrar os elementos da ltima coluna de G, cujo
Unico elemento nao nulo ¢ g,,, chegando-se a uma forma geral para encontré-los.

Efetuando-se o produto das matrizes G e GT e igualando & matriz A, a comecar

Cadernos do IME - Série Matemdtica, Rio de Janeiro, n. 14, 2020 - DOI: 10.12957/cadmat.2020.5112/



M.L. de Almeida et al. Implementag¢do da Fatorag¢do de Cholesky — Representacdo Visual 29

com o produto da primeira linha de G pela primeira coluna de G*, obtemos:
ai = gugn — an = gh (2)

Para cumprir a condicao da fatoracao de Cholesky, a diagonal da matriz G tem de
ser positiva. Dessa forma, serd escolhida a raiz positiva na expressao (2), g11 = \/a11-
Agora que o elemento gy; foi encontrado, é possivel obter os outros elementos da

primeira coluna de GG da seguinte forma,

a1
a21 = g21911 —> G21 = —
g11
an1
Anl = Ggn1911 — Gnl = ——
g11

Logo, o caso geral, para a primeira coluna de G, resulta em:

;1 .
gi1=—, para 2<i<n. (3)
911
Encontrados os elementos da primeira coluna, procuram-se os elementos da se-
gunda coluna de G. Como a matriz A é simétrica, nao é necessario realizar o produto
matricial para, por exemplo, 0 caso ajs = g119o1, POIS a12 = asy, € 0 elemento go;

ja foi calculado anteriormente. Entao, iniciando o calculo dos elementos da segunda

coluna pelo elemento da diagonal, tem-se
_ _ 2 2 2 2
A2 = g21921 t G22922 — Q22 = g31 T+ g — Gap = A22 — gy

Novamente, para satisfazer a condicao de que a matriz G possua diagonal po-
sitiva, escolhemos goo como sendo a raiz positiva da expressao \/as — g3,. Por
outra parte, como estd se trabalhando com matrizes reais, as — g5, nao poderd ser
negativo. O fato da matriz A ser positiva definida garante a condicao agy — g3, > 0.

Uma vez encontrado o elemento da diagonal, podem-se obter os elementos res-

tantes da segunda coluna de G,

a32 — g31921
922

a3z = g31921 + 932922 — Gg32 =

An2 — gn1921
922

Dessa forma, chega-se, no caso geral, a seguinte expressao para os elementos da

An2 = gn1921 + Gn2922 — Gn2 =
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segunda coluna,

1 .
Gio = — |ai2 — ginga1]  para 3 <i<n.
g22

Por fim, generalizando os procedimentos feitos anteriormente, obtem-se a forma
geral para encontrar todos os elementos da matriz G. No caso geral, para os ele-

mentos da diagonal da matriz GG, tem-se

\/an para j =1

9ii = i 1 (4)
aj; — Zg]?k para 2 <75 <n.
k=1

»

\

Para completar os elementos das colunas de G, tem-se a expressao (3) como
forma geral da primeira coluna, sendo o caso geral para as seguintes colunas, i.e.,

para j = 2,3,...,n — 1, dado por

j—1

9ij = L aij — Zgikgjk para j+1<i<mn, (5)
9iji k=1

com os g;; calculados usando a expressao (4). O indice j vai até n — 1, visto que

na n-ésima coluna sé precisa ser calculado o elemento g¢,,, o que é feito através da

expressao (4).

Portanto, usando as expressoes gerais (3), (4) e (5), é possivel encontrar todos
os elementos da matriz GG, observando que o ultimo céalculo a ser efetuado é na
determinagdo do elemento g;;, j = n, através da expressao (4). Nessa etapa, ja sao
conhecidos todos os elementos das colunas da matriz G com indice menor do que
n. A matriz G é conhecida como fator de Cholesky. Essas expressoes sao a base do

algoritmo que foi implementado [I, 11], do que trata a Segao 4.

3 O Uso de Recursos de Visualizacao

A visualizagao de informagao é uma area de estudo recente e refere-se ao uso de repre-
sentagoes visuais de dados abstratos para amplificar a cognicao [1]. As visualizagbes
efetivas ajudam os observadores a identificar rapidamente informacoes relevantes e
a entender as relagoes do que estdo vendo [12]. A visualizagdo de software é consi-

derada uma subéarea da visualizagao de informagao. Nesse caso, o objetivo é tornar
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mais compreensiveis a estrutura, o comportamento e a evolugao do software, como
a organizacao do codigo, o estado do software e os erros apresentados no decorrer de
sua execucao. Os desenvolvedores utilizam a visualizacao de software para melhorar
a qualidade do software e aumentar o conhecimento em relagao aos artefatos de
software [10].

Observa-se um grande potencial no uso de representacoes visuais para explicar
conceitos complexos na educacao em Matemadtica, de forma a facilitar mecanismos
de raciocinio. Em particular, em areas da matematica aplicada, como o célculo
numérico, as representacoes visuais tornam-se tteis na explicacao dos passos de
execucao dos métodos usados e, talvez, nas adaptacoes necessarias de resultados
tedricos. Unindo a representacao da fatoracao de Cholesky como algoritmo e a
visualizacao de software aplicada ao mesmo, é possivel obter grandes beneficios
no que tange ao aprendizado, diminuindo consideravelmente o esforco cognitivo na

compreensao de nuances relacionadas aos diferentes passos.

3.1 TuPy Online

O TuPy Online' é um ambiente de desenvolvimento (IDE) online [], baseado no tra-
balho de Guo [¢] e foi adaptado por professores pesquisadores e alunos do IME-UERJ
com o objetivo de auxiliar a aprendizagem dos alunos no estudo de algoritmos [9]. A
ferramenta trabalha com pseudocdédigos e é uma linguagem de programacgao minima
inspirada, em parte, por Python, porém o cédigo ¢é escrito em portugues. Ele per-
mite acompanhar o passo a passo da execucao do algoritmo, mostrando o conteido
das variaveis envolvidas e também a visualizacao simultanea das estruturas dos da-
dos correspondentes, j& que é integrado a ferramenta Graphviz 2 para visualizacao
de graficos.

A ferramenta foi desenvolvida no contexto de software livre baseada no Online
Python Tutor 3 e pode ser usada diretamente na rede ou a partir de uma cépia local.
Além disso, o TuPy Online é uma iniciativa de cédigo aberto e seu cédigo-fonte esta

disponivel no GitHub [0] para quem desejar contribuir em seu desenvolvimento.

Thttps://gvirtu.github.io/ TuPyOnline/
Zhttps://www.graphviz.org/
3http://www.pythontutor.com/
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4 Algoritmo da fatoracao de Cholesky

Nesse trabalho foi implementado o algoritmo da fatoragao de Cholesky baseado nas
expressoes (3), (4) e (5) da Segao 2, utilizando a ferramenta TuPy. Na Figura 1,
pode-se observar a interface inicial da linguagem e o cédigo do programa. Uma

versao bésica do algoritmo pode ser encontrada em. [1 1, pag. 153].

Figura 1: Interface de edigao do TuPy Online

TuPy Online

Visualizag3o de programas e estruturas de dados em Portugués
Excreva seu programa TuPy abaixo:

2 inteiro oculto M[#,=] « []
3 real oculto Gl#,x] « []

4 real oculto soma, r

5 inteiro oculto N, i, j, k
6

7

8

- prep_Matriz(inteiro oculto N):
para i « 1 até N inclusive:

9 inteira ocults LIN]

10 Mo M+ [L]

11- para i « 1 até N inclusive:

12 real oculto L[N]

13 G« G+ [L]

14 e

15

16 - cadeia Cholesky():

17 ler(N)

18 prep_Matriz(M)

19 visual 0 « matriz(M) #VISUALIZACAQ MATRIZ AL
20 visual C « matriz{G) HAVISUALIZACAQ MATRIZ CHOLESKY
21

2. para i « @8 até N:

23 - para j « 0 até N:

24 ler(M[11[31)

25 0 +« matriz(M) ~

26

27 inteiro oculte cont « @

28 - para i « 8 até N:

29~ para j & i+l até N:

30 0 « matriz(M, [[i,3], [3,i]1]) ~

31- se M[i1[3]1==M[j1[i]:

32 cont « cont + 1

33- se cont==0:

34 retornar "A matriz dada nao & simétrica.”
a5

36 - para k « B8 até N:

37 soma ¢« @

8- para i « 8 até k-1 inclusive:

19 soma ¢ soma+((G[kI[11)+(G[kI[i1))

&0 r o« Mlk][k] - soma

41~ ser < 0.0:

42 retornar "A matriz dada ndo & definida positiva.”
&3 Glk][k] « r*(1/2)

b4 C « matriz(G) -

45« para i & k+1 até N:

46 soma « B

57 e para j « B até k-1 inclusive:

48 soma « soma + (G[i][31)+(G[KI[31)
49 GLil[k] « (MI[i][k] - sema)/Glk1[k]
58 C « matriz(G) ~

51 retornar "A matriz dada possui Fatoracdo de Cholesky.”
52

53
54 Cholesky()

3 entrada de Seu programs aqui...

@ Salvar programa

‘ ’ Visualizar Execugdio E Carregar programa

Fonte: Autoral.

Inicialmente foi feita a declaragao das varidveis que serao utilizadas. Elas foram
declaradas de forma oculta. Esse recurso é utilizado para que as variaveis, assim
declaradas, nao aparecam de forma explicita no decorrer da visualizacao da execucao
do cédigo. Para utilizé-lo, é necessario declarar a variavel no cédigo com o seu
tipo e a palavra oculto logo apds; por exemplo, se declaramos uma varidavel do
tipo inteiro, declaramos como inteiro oculto. Contudo, esse recurso pode nao ser

utilizado, indicando na visualizacao os valores que as varidaveis possuem a cada
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iteragao, como pode ser observado na Figura 2.

Figura 2: Execucao do cédigo mostrando as variaveis

Contedos Meméria
TuPy { @ Fixar painel)
Contexte glopal

cadeia cholesky(): N 3

ler(N)
prep_atriz(N)
ual 0 <- matriz(m) #VIS

E

para 1 <- 2 até u:
para j <- @ até n:
g ler(M[i][iD)

inteiro oculto cont <- @
para i @ até N:
para j <- i+1 até m:
se M[11[§)1=M[i1[i]:

cont <- cont + 1

soma

s
se cont!=8:
retornar "4 matriz dada nio é simétrica.” Funclo cholesky ]
para k <- 2 até n: o i
res
c
0o 1 2
Lago (para) olololo
110010
Laco (para) .
210|100
imoArteriospara se deslocar entre
o 1 2
[ ¢ primeiro | [ ¢anterior | Passogdess [ Préximo® | [ Uiktimo | -
oOfofofo
[ D Ezquems experimental ) [ Dicepisrcidigoformatade |
| Beortar visualizagio stual | ( B xportarelemento | 1101010
[ 1dentificag3o de varidveis _
\isuelizego adeptada de Bython Tutor por Philis Cus (Epgboine) 2101010

Fonte: Autoral.

Em seguida, foi realizada a implementacao de uma fungao chamada prep_Matriz
para a inicializacao das matrizes que serao utilizadas no decorrer da execuc¢ao do
cédigo. A criacao de matrizes no TuPy é feita a partir de vetores. Na obtencao de
uma visualizacao personalizada das matrizes se faz necessario utilizar a funcao visual,
que recebe os valores das matrizes e as mostra de forma grafica. Essa fungao foi
utilizada internamente na fungao “Cholesky()”, a qual foi criada como uma fungao
cadeia.

Uma cadeia em TuPy representa cadeias de caracteres, comumente conhecidas
como strings, pela sua denominagao em inglés. Com isso, a fungao implementada
retorna uma mensagem indicando se é possivel realizar a fatoracao ou nao, a depen-
der das propriedades da matriz de entrada. As possiveis mensagens de retorno serao
destacadas mais na frente.

Antes de inicializar a execucao do cédigo é necessario inserir a ordem da matriz
de entrada, a varidavel N, e também os elementos dessa matriz. Esses valores devem
ser inseridos na caixa de texto apresentada na Figura 1, separados por espago, como
entrada do programa. Na Figura 3 pode-se observar que foi realizada a leitura dos

valores inseridos na caixa de texto e apresentada de forma gréfica.
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Figura 3: Leitura dos elementos da matriz dos coeficientes
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Fonte: Autoral.

No algoritmo foi feita uma adaptacao para determinar se a matriz A é simétrica.
Esse aspecto também foi considerado na parte da visualizagao, onde implementamos
um recurso que destaca os elementos que estao sendo comparados para avaliar a
simetria. Isso pode ser observado na Figura 4. Caso a matriz seja simétrica, o
algoritmo prossegue com a execucao do cédigo, caso contrario, o algoritmo retorna
a mensagem “A matriz dada ndao é simétrica”.

E importante notar que, como o TuPy é inspirado na linguagem Python, a
inicializacao dos indices é feita a partir do valor 0. Quando definimos, por exemplo,
para 1 <— 0 até N:, a iteracao da varidvel ¢ serd de 0 até N — 1, pois a linguagem
nao considera que o N estd incluso no intervalo de iteracao.

Por outra parte, de acordo com o Teorema 2.5, para verificar a propriedade da
matriz ser definida positiva e, ao mesmo tempo, obter uma fatoracao de Cholesky,
os elementos da diagonal principal da matriz G tém que ser escolhidos de modo a
serem estritamente positivos. Como foi indicado na Secao 2, isso é feito escolhendo
a raiz positiva na expressao (4). Além disso, precisa-se ter também solucao real da
raiz quadrada considerada. A nivel do algoritmo, essa verificagao é feita analisando
o sinal do argumento da expressao (4), i.e., o que estd dentro da raiz quadrada, que

é considerado no cédigo pela variavel r. Por exemplo, se considerarmos o calculo do
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Figura 4: Comparacao dos elementos para avaliar a simetria
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processo de fatoracao sera interrompido e o codigo retornard a mensagem “A matriz
dada nao € definida positiva”. Quando o processo for completado satisfatoriamente,
sera obtida a matriz G, o fator de Cholesky, e retornada a seguinte mensagem “A
matriz dada possui Fatoracdo de Cholesky”.

No processo de ensino de algoritmos, como os de fatoracao de matrizes, se faz
dificil para os alunos o entendimento das expressoes gerais como as apresentadas
em (3), (4) e (5), ainda mais quando indices s@o usados. O cédigo aqui desenvolvido
pode ser usado de forma auxiliar no processo de ensino. Na Figura 5 pode-se observar
a execugao do cddigo finalizada, utilizando como exemplo uma matriz que possui
fatoracao de Cholesky.

O programa computacional permite acompanhar o passo a passo da execucao,
como também voltar a um passo que nao tenha sido totalmente entendido, aumen-
tando o seu poder didatico. De fato, é possivel voltar quantos passos for necessario
e ver, dinamicamente, o que esta sendo feito. Assim, a contribuicao fundamental da

ferramenta é a de permitir o acompanhamento visual de cada etapa do calculo dos
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Figura 5: Interface da ferramenta com o coédigo finalizado
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Fonte: Autoral.

elementos da matriz GG, facilitando o entendimento do algoritmo.

Vale notar que, ao se trabalhar com nimeros reais, algumas matrizes podem ter
como fator de Cholesky uma matriz com nimeros de muitos digitos, os quais nao se
adequam ao tamanho padronizado da visualizagao no TuPy. Na Figura 6, mostra-
mos um exemplo simples disso. Com a intencao de contornar essa limitacao visual,
foi inserida uma caixa de didlogo na parte superior, onde sao listados os valores, por
linha, da matriz final G. Contudo, ressalta-se que o objetivo do cédigo é didatico,
com a intencao de mostrar visualmente a evolucao da fatoragao, ajudando no me-
lhor entendimento do algoritmo. Assim, o docente que estiver usando o aplicativo
no processo de ensino, pode antecipadamente encontrar exemplos de matrizes que
produzam um resultado 1til visualmente.

A fatoracao de Cholesky requer n®/6 + O(n?) operagoes no desenvolvimento do
algoritmo para o célculo dos fatores. Assim, para n grande, serao realizadas aproxi-
madamente metade das operagoes necessarias quando comparado com o algoritmo
classico da Eliminacao Gaussiana.

O cédigo desenvolvido encontra-se disponivel [5] no GitHub * e divulgado no

4https://github.com /miiichellelau/cholesky_tupy
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Figura 6: Visualizacao de matrizes com muitos digitos
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site do Programa de Pds-Graduagao em Ciéncias Computacionais da UERJ (PPG-

CCOMP) ®, possibilitando que outras pessoas possam utiliza-lo para fins didéticos.

5 Conclusao

A ferramenta TuPy Online é uma grande aliada para o ensino de algoritmos, ja
que possibilita a visualizacao do passo a passo da execucao do cédigo. Nesse traba-
lho, considera-se uma aplicacao da ferramenta no ensino de Célculo Numérico, onde
sao estudados varios tipos de fatoracao para resolver sistemas lineares. No algo-
ritmo béasico da fatoracao de Cholesky encontrado na literatura foram acrescentadas
condigoes para comprovar que a matriz de coeficientes do sistema linear cumpre os
requerimentos para o calculo do fator de Cholesky. Com o auxilio do TuPy Online
é possivel visualizar cada etapa da fatoracao, facilitando a compreensao do método.

Com vistas a avaliar a utilidade do trabalho desenvolvido, foi apresentado em
sala de aula para uma turma mista de Célculo Numérico, com alunos de graduacgao
dos cursos de Estatistica, Ciéncias Atuariais e Ciéncia da Computacao, da UERJ. Os
alunos se mostraram interessados no decorrer da atividade. Com o intuito de avaliar
a eficacia da ferramenta na aprendizagem, encontra-se um projeto em andamento,

que preve um protocolo de experimentagao em varias turmas de graduacao.

Shttps://ccomp.ime.uerj.br /producao-tecnologica/
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