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Resumo
A equacdo diferencial ordinaria chamada de Equacdo de Von Bertalanffy é utilizada
como modelo matematico para descrever o crescimento do frango colonial. A partir de
dados estatisticos, deseja-se verificar se a Equacdo de VVon Bertalanffy é um modelo
matematico adequado para descrever o crescimento do frango colonial

1. Introducéo

A producdo de frangos de corte coloniais no Brasil esta relacionada com a
avicultura familiar. Nessas condicdes ela representa, muitas vezes, a viabilidade
econdmica das propriedades rurais, dos assentamentos da reforma agréria e de alguns
pequenos municipios em varios estados brasileiros, onde pequenos produtores buscam
um melhor desempenho na criacdo das aves visando a sua comercializac¢do; contando,
para esse fim, com recursos financeiros limitados e recursos naturais existentes na
propria propriedade ou regifo em que vivem. (CRIACAO de Frango Colonial, 2010).

Na criacdo alternativa de frango colonial, também comumente conhecido no
Brasil como galinha caipira, de capoeira ou outras denominagdes regionais, as aves tém
acesso a pastagem e sua alimentagdo inclui gréos, hortalicas, frutas, tubérculos e
sementes. Como resultado deste sistema de criagdo, que difere da criacdo em
confinamento de frango de corte, o frango colonial € de crescimento lento e tem uma
carne mais escura e firme, com sabor acentuado e menor teor de gordura.
(FIGUEIREDO et al., 2001).
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O frango registrado como Embrapa 041 é um frango colonial resultado do
cruzamento entre ragas, ja conhecidas em terreiros do Brasil, desde a década de 30. Para
alcancar o peso do abate, em geral 2,5 quilos, o frango colonial necessita de mais tempo
de crescimento, por volta de 12 a 13 semanas, enquanto que o frango de corte industrial
é abatido com 7 semanas. (FIGUEIREDO, et al, 2001).

A motivacdo para estudar o crescimento do frango colonial através de um
modelo matematico é devido a importancia econdémica da criagao de frangos coloniais e
da busca por um melhor desempenho na criagdo das aves visando a sua
comercializacao.

O modelo escolhido para descrever o crescimento do frango colonial foi a
equacéo diferencial conhecida como equagao de VVon Bertalanffy, conforme sugestao de
Bassanezi (1988, p. 82). Porém, para a determinacdo das constantes da equacdo de Von
Bertalanffy, foram utilizados dados estatisticos do artigo de avicultura Criacdo de
Frango Colonial (2010).

2. A Equacdo de Von Bertalanffy

O Modelo de Von Bertalanffy é um modelo matemaético, desenvolvido pelo
bidlogo austriaco chamado Karl Ludwig Von Bertalanffy (1901-1972) e € utilizada para
descrever o crescimento de varios tipos de animais.

O peso p(t) de cada espécie animal, em funcdo do tempo t, pode ser expresso

pela Equacdo de VVon Bertalanffy:

= @5~ Bp €y

em que:
e S representa a superficie corporal do animal, que é dada em funcdo do proprio
peso;

e a € uma constante positiva, chamada de constante de anabolismo, que representa

a taxa de sintese de massa por unidade de superficie do animal,

e [3 é outra constante positiva chamada de constante de catabolismo, e representa

diminuigdo ou perda de massa por unidade de massa.
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Assim, a equacdo de Von Bertalanffy estabelece que a taxa de variacdo
instantdnea do peso do animal, aumenta proporcionalmente a sua &rea corporal, porém
tem um fator limitante, visto que, & medida que o peso do animal aumenta, este
contribui para a diminuicéo da taxa de variacdo do proprio peso.

Precisamos estabelecer uma relacdo alométrica entre a area corporal do animal,
no caso o frango colonial, e seu peso; isto €, apresentar a superficie corporal 5§ como
uma funcdo do peso do animal. Para isso, seré utilizada uma forma geométrica para
aproximar o corpo do frango, excluindo pescoco, cabeca e pés. Iremos supor que esse
formato é um cubo. O peso do frango, p = p(t), sempre positivo, é proporcional ao

volume do seu corpo, V =12, I sendo o comprimento linear. Assim, p = kI*, para
1

—5= P% A drea

alguma constante de proporcionalidade k, k = 0. Segue-se que I =
superficial do corpo (area corporal) sera aproximada por S5 = 61% o que implica
§ = hp®3 em que h, h > 0, é a constante de proporcionalidade, que seré incorporada a
constante de anabolismo . O fator 2/3 serd o parametro alométrico.

Dependendo da espécie animal estudada, na relacdo alométrica S = hp?, onde h
¢ uma constante, o parametro alométrico, ¥ pode assumir valores entre 0 e 1 para
melhor se adequar a realidade (BASSANEZI, 2011, p. 141). Para a modelagem de
crescimento de frango colonial sera utilizada a relacio alométrica § = p2/2, assim como
no estudo de crescimento de tilapias. (BASSANEZZI, 1988, p. 79- 83; ARAUJO;
MARQUEZ, 2008).

Assim, 0 objetivo desse trabalho é o de verificar se o crescimento de frango

colonial pode ser descrito através do modelo matematico:

P _ 273 _

. = ap Bp (2)
A equacdo (2) é uma equacdo do tipo Bernoulli com n = 2/3. Para resolvé-la

usamos uma mudanca de variavel P =p'~ 23 — p = p1/? 3 fim de obtemos uma

equacdo linear de primeira ordem, com coeficientes constantes, ndo homogénea, na

variavel P, dada em (3).

—+oP=7 3)
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A solucdo geral da equacdo (3) sera:

P(t) = 5 +ce” B/ @)

Novamente, usando a mudanca de variavel P = p** obtemos a solucéo geral

da equacéo de Von Bertalanffy (2) :

p(t) = (% + ce":'g"jmrjg (5)

Como se trata de um problema aplicado, temos que levar em consideracdo o
peso inicial p; = p(0) do frango. Desta forma, 0 modelo considerado para descrever o

crescimento do frango colonial seré:

{d_pz apf.-IE_ JGP (6)

dt
p(0) = p,

Usando a condicdo inicial dada, determinamos qual devera ser o valor da constante ¢ da
equacao (5).

3. Métodos estatisticos para a determinacdo das constantes de anabolismo e
catabolismo

A solucdo geral (4) foi encontrada através da aplicacdo de métodos tedricos de
resolucdo de equacdes diferenciais. Porém, no problema real de crescimento de animais,
como no caso do crescimento de frango colonial, o que dispomos séo de dados
estatisticos, obtidos de modo experimental. A partir deles devemos determinar as
constantes a e 5 (de anabolismo e catabolismo).

Iniciamos com a organizacdo de uma tabela contendo dados experimentais dos
pesos do frango colonial, medido em gramas, em funcdo da idade, em semanas, obtidos
em (CRIACAO de Frango Colonial, 2010).

Consideramos na tabela outros dados que sejam pertinentes ao problema a ser
estudado. Devido a natureza da equacao diferencial do modelo matemaético aqui tratado,

vimos que é mais facil trabalhar com a raiz ctbica do peso, P(t) = (p(t))*/3. Assim,
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relacionamos também, na tabela, os valores de P(t) e os seus valores na semana
seguinte a semana t, ou seja P(t + 1).

Desejamos determinar uma funcéo relacionando P(t) e P(t + 1) e, para isso,
faremos uso de métodos estatisticos. N&o iremos tecer consideracdes detalhadas sobre
0s métodos estatisticos aqui empregados. Para uma referéncia especializada na area vide
(ANDERSON et al., 2007).

Primeiramente, estabelecemos a correlagdo entre P(t) e P(t + 1), utilizando o
coeficiente de Pearson, que é um instrumento de medida de correlagdo linear. A
correlacdo linear sera tanto mais forte quanto mais proximo o coeficiente de correlagcdo
de Pearson (r) estiver de 1 ou de -1, sera tanto mais fraca quanto mais proximo estiver
de zero. Ser =1 ou r = -1, entdo a correlacdo entre as variaveis é perfeita. Se r = 0
entdo ndo existe nenhuma correlagéo. O sinal de r indica o sinal do coeficiente angular
da reta ajustada (BASSANEZI, 2011, p.58-59).

O programa Microsoft Excel (2013), que ja possui as funcBes e formulas
estatisticas pré-programadas, foi utilizado para efetuar os calculos da Tabela 3.1, com
aproximacoes até a 62 casa decimal; e, também para obter o gréfico de dispersdo dado

na Figura 3.1, cujos dados de entrada sdo os valores de P(t + 1) e P(t) da Tabela 3.1.

Tabela 3.1 Dados do Frango Colonial

dias |t-semana| p(t) -pesoemg |P(t) = (p(t))*3| P(t+1)

0 0 40,000000 3,419952 4,932424
7 1 120,000000 4,932424 6,382504
14 2 260,000000 6,382504 7,691372
21 3 455,000000 7,691372 8,793659
28 4 680,000000 8,793659 9,743476
35 5 925,000000 9,743476 10,567218
42 6 1.180,000000 10,567218 11,292432
49 7 1.440,000000 11,292432 11,941848
56 8 1.703,000000 11,941848 12,531653
63 9 1.968,000000 12,531653 13,060859
70 10 2.228,000000 13,060859 13,541255
77 11 2.483,000000 13,541255 13,972736
84 12 2.728,000000 13,972736 14,362958
91 13 2.963,000000 14,362958 0,000000

Fonte: Criagao de Frango Colonial. Disponivel em: < http://frangoc.blogspot.com.br/2010/04/criacao-de-frango-

colonial.html>
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Figura 3.1 Diagrama de Disperséo entre P(t) e P(t+1)
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Para os dados da Tabela 3.1 acima, usando o programa Excel, a correlacdo
encontrada entre P(t) e P(t + 1) foi de 0,999929 que é muito préximo de 1. Assim,
observamos que a correlacdo entre as variaveis é muito forte, o que significa que a
relacdo entre P(t) e P(t+ 1) é uma reta. Portanto, utilizaremos um ajuste linear,
também chamado de método de regressdo linear para estabelecer uma funcédo entre
P(t) e P(t+1). Isto é,

P(t+1)=mP(t)+ b (7

Os coeficientes m e b da reta (7) podem ser encontrados usando o método dos
minimos quadrados. O programa Microsoft Excel (2013) permite encontrar esses
coeficientes, diretamente, usando as funcBes ou formulas de Estatistica pré-
programadas. Desta forma obtemos a equagéo da reta:

P(t+ 1) =0,885422 P(t) + 1,968788. (8)

A reta dada em (8) e sera utilizada para a determinacdo de valores aproximados
das constantes de anabolismo e de catabolismo, @ e £ respectivamente, da equacao de
Von Bertalanffy (2).

A fim de determinar os valores aproximados de @ e /3 s6 precisamos da solugdo

geral (4). De (4), temos que:

P[:t+ 1) :E_l_c E—L.E.-'r!i:"xrﬁl} — P[:I'+ lj :E+c e—l.LEfE:'r+LE.-’3:':|
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Logo,
P(t+1)= % +c e (BRI (B/3)
Vamos considerar o sistema de equagoes:
P(t) = % + ce B/ (1)

P(t+1) =%+ce"33f3}fe"33f3} (if)

Somando e subtraindo o termo %e":'m:' ao segundo membro da equacdo (ii) e

reagrupando 0s termos temos:

P(t+1) msgce B/3g=@/3) L L —@r3) _ 2 ~tgs3)

_p[t_|_ 1] — (c E—E.Efa}re—'i.'?fa} _|_E e—(ﬁfa})_'_ (E E e—li,r_%'fa})
B

B B

P(t+1)=e" F/? (c e~ (B/3)e 4 % ) +% (1— e 472)

Pela equacéo (i),

P(t+1)=e" #Dp(t) + % (1— e~ ®3)=mp(t) + b

Portanto, o coeficiente angular da reta, m, e o valor b, onde a reta intercepta o eixo y
séo identificados como:
= o~ (B/3) h=5%(1— g (8/3)
m = e ) [ e )

Finalmente, achamos uma aproximacéo para o valor da constante @ e uma aproximagao
para o valor da constante £, usando a equacdo da reta
P(t+1)=0,885422 P(t) + 1,968788, obtidaem (8):

0,885422 = ¢~ (£/3) (9)

1968788 = (1— e~ (B3N (10)

De (9), determinamos uma aproximacao do valor da constante de catabolismo .
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0,885422 = ¢~ ¥/? = In(0,885422) = —g < B = —3In(0,885422)

Portanto £ # 0,365072, onde o simbolo % indica valor aproximado.
De (9), (10) e usando o valor aproximado de £, determinamos um valor aproximado da

constante de anabolismo .
O - o
1968788 = 2 (1— e ¥/¥) < 1,968788 = ; (1— m) =

a a 1,068788
1,968788 = — (1 — 0,885422) &= — =
B g 1— 0,885422

Como g 717,182964, temos , a ¥ 6,273025,

4. Adequacdo do modelo matematico ao problema real

E importante a verificar se o Modelo de Von Bertalanffy seria adequado para
descrever o crescimento de frango colonial. Como j& vimos neste trabalho, estamos

interessados no problema de valor inicial (6):

dp

_ 2/3
e _ . _
O P Bp

p(0) =p,

O valor inicial dado na Tabela 3.1 é p; = 40 g. Substituindo t = 0 na solugdo geral

(5), temos:

p(0) = (% + ce“’)a = p(0) = {%-I— c}a = ¢ = (p(0))*"® —% .

Usando a mudanga de variavel, P(0) = (p(0))*/3, encontramos a constante

Os valores aproximados de P(0) e % sd0 3,419952 e 17,182964,

respectivamente, portanto ¢ # — 13,835818 e 0 modelo matematico que adotaremos
para descrever o peso do frango colonial sera:

p(t) = (17,182964 — 13,835818 ¢~ 0121891 )3 (11)
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123

3
Observamos que quando t — @, p(t) — (E) ; isto &, com o passar do tempo o

3
peso do frango estabiliza, ndo ultrapassando (g) & 5.073,3430024¢.

Vemos na Figura 4.1 o gréfico da funcéo p(t) dada em (11), obtido através do

programa Maple (Versao 9.5, 2004).

Figura 4.1 Gréfico da Funcdo p(t)
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Para verificar se 0 modelo encontrado é adequado para descrever o problema
real, vamos comparar os valores do peso do frango, p(t), encontrados
experimentalmente, que constam da terceira coluna da Tabela 3.1, com os valores
encontrados utilizando a funcdo dada em (11):

p(t) = (17,182964 — 13,835818 ¢~ 1121631 )3

Observamos que podera haver diferencas nos valores encontrados, visto que,
para se obter a expressdo da funcéo (10), utilizamos valores aproximados das constantes
pertinentes a formula. Assim, por exemplo, usando a férmula da funcdo (11),
encontramos a condicdo inicial p(0) = 37,499349 g e ndo 40 g. Porém para que 0
modelo seja adequado, precisamos encontrar valores para o peso do frango colonial que
sejam bem préximos aos dados reais. Isto € o que, de fato, ocorre e pode ser observado

na Tabela 4.1 abaixo.
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Apesar do modelo matematico dado em (11) ser uma aproximacdo do problema
real, ele é bastante satisfatorio para descrever o crescimento de frango colonial ou, pelo
menos, 0 crescimento da amostra de frangos de que trata o artigo (CRIACAO de frango
colonial, 2010).

Tabela 4.1 Comparacdo Modelo Matematico e Dados Experimentais

Valores de p(t) em gramas
semt;nas usando o0 modelo matematico | dados experimentais
0 37,499349 40,000000
1 120,000000 120,000000
2 254,365893 260,000000
3 435,326437 455,000000
4 653,812768 680,000000
5 899,645950 925,000000
6 1.163,032237 1.180,000000
7 1.435,315037 1.440,000000
8 1.709,276858 1.703,000000
9 1.979,180091 1.968,000000
10 2.240,666230 2.228,000000
11 2.490,587608 2.483,000000
12 2.726,816070 2.728,000000
13 2.948,054010 2.963,000000

5. Analise do modelo matematico

Outra importancia do modelo matematico seria a possibilidade de determinar, de
uma maneira mais precisa, qual seria a melhor época para o abate da ave, bem como de
ajudar no planejamento econémico para a criacdo do frango colonial, como verificar se

vale a pena continuar a engorda da ave.
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Apesar da funcdo p(t) dada em (11) ser sempre crescente, tendendo a estabilizar
com o passar do tempo, a analise da funcdo derivada primeira, que mede a taxa de
variacdo instantanea do peso, em funcdo do tempo, € importante para verificarmos de
que forma se da esse crescimento do peso. Assim, passaremos ao estudo da funcéo p(t)
dada em (11), analisando a sua derivada primeira e sua derivada segunda. Os calculos e
gréficos das funcdes derivadas foram obtidos por Oliveira (2015, p. 60-65), utilizando o

programa computacional MAPLE (Verséo 9.5, 2004).

. N - d , - ~ - A
Lembremos que a derivada primeira :T: € a taxa de variacdo instantanea da

funcdo p(t).t = 0. Para a funcdo p(t) do modelo matematico encontrado, a derivada
primeira sera positiva pata todo t = 0. A sua férmula nao se anula para nenhum valor
de t = 0. Na realidade, existe um ponto £, em que £ #-1,780397, que anula a derivada

primeira, mas por ser negativo, ndo interessa ao problema aplicado.

. ~ . d - ;.
Analisando a expressédo da derivada segunda, d—r” existe um unico valor T, no

dominio considerado, no qual ela se anula, T * 7,247492 sendo positiva para 0s

. . . . o
valores de t tal que 0 = t < T e negativa para t = T. Portanto, a derivada primeira, d—t

é estritamente crescente para 0 = t = T e estritamente decrescente para t = T e 0 ponto
T é um ponto de maximo local, e também sera um ponto de maximo absoluto, da
funcdo derivada primeira. Isto significa que, apds t = T, se mantivermos 0 mesmo tipo
e a mesma quantidade de alimentacdo, apesar do peso do frango aumentar, a variagdo de
peso estara decrescendo, ou seja, continua-se tendo o mesmo gasto com a alimentacéo,
mas 0 que o0 ganho de peso esta se tornando cada vez menor. Manter o frango vivo, por
muito tempo, com o mesmo tipo de alimentacdo pode ndo ser interessante
economicamente, sendo esse um dos fatores que podem determinar a melhor idade para
0 abate da ave. Arredondando o valor de T, devemos abater o frango ap6s a oitava
semana. Mas para escolher exatamente qual seria a melhor semana para o abate da ave,
outros fatores ainda devem ser analisados, como o peso médio que o frango deve ter
para comercializacdo, se for o caso, sem que haja comprometimento do sabor e maciez
da carne. Do ponto de vista matematico, apesar da taxa de variacdo instantanea do peso
da ave estar decrescendo a partir de t = T, nota-se ainda um ganho significativo de seu

peso; por isso, ainda vale a pena adiar um pouco o abate. Segundo Oliveira (2015),
vemos que :—:’(T) A 274 ge :—2(13) % 213 g. Assim, na décima terceira semana a

taxa de variagdo do peso é aproximadamente 213 g. Nos artigos especializados em
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avicultura, recomenda-se o abate com a idade minima da ave de 85 dias, ocorrendo por
volta da décima terceira semana (CRIACAO de frango colonial, 2010, p. 3, 12-13). E
interessante observar que a funcdo derivada primeira tem um ponto de inflexdo em
t=P,emque P % 13,783435 e que :—*: — 0, a medida que o tempo passa. A partir do
ponto de inflexdo P ndo compensa manter a ave viva.

Observamos que a funcdo p(t) também tem um ponto de inflexdo, que é o ponto
t=T.
A Figura 5.1 e a Figura 5.2 mostram os gréficos da derivada primeira e a derivada

segunda, respectivamente, da funcdo p = p(t), obtidos através do programa MAPLE
(Versdo 9.5, 2004).

Figura 5.1 Grafico da Primeira Derivada de p(t)
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6. Conclusao

Com a modelagem matematica foi possivel compreender melhor o processo de
engorda do frango colonial e determinar, de uma maneira mais precisa, qual seria a
melhor época para o abate da ave.

A equagdo de Von Bertalanffy mostrou ser um modelo matemaético bastante
adequado para descrever o crescimento do frango colonial.
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