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Resumo

O principal parametro para avaliar a intensidade de transmissdo de uma doenca
infecciosa € o NUmero Bésico de Reproducdo da doenca, denotado por Ro. O nimero Ro
¢ um indicador do limiar epidémico da doenca. Sua determinacdo permite a
compreensdo da dindmica da propagacdo da doenca e a defini¢do de estratégias para o
controle da mesma. O objetivo desse trabalho é descrever um método algébrico para o calculo
do ndmero Ro, que utiliza uma matriz, chamada Matriz Proxima Geracdo, a qual estard
associada a um modelo matematico da doenca. Aplicamos o método para a determinacdo do
nimero Ro em uma modelagem, por meio de equagBes diferenciais ordinarias, da
Leishmaniose Canina.

1. Introducao

Muitas doencas infecciosas podem ser modeladas usando um modelo de
compartimentos. Ao sistema de compartimentos, associamos um sistema de equacoes
diferenciais ordinarias autbnomas, que chamamos de sistema autbnomo e que sera o
modelo matematico para a descri¢do da dinamica da propagacéo da doenca.

O principal parametro para avaliar a intensidade de transmissao da infeccdo é o
NUmero Béasico de Reproducdo da Doenca, denotado por Ro, que é definido como sendo
0 numero de infec¢bes secundarias produzidas por um Unico individuo infectado, em
uma populacdo totalmente suscetivel. Portanto, esta medida possibilita calcular o
impacto de uma infeccdo através da sua capacidade de repassar a doenca para novos

individuos.
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Para cada modelo matemaético dado por um sistema autdnomo, o Nimero Basico
de Reprodugdo da Doenca serd determinado através de uma matriz, chamada Matriz
Proxima Geracdo, conceito este introduzido, em 1990, por Diekmann, Heesterbeek e
Metz, que associaram 0 numero Ro ao raio espectral da Matriz Proxima Geragdo
(DIEKMANN et. al., 1990).

Para exemplificar, aplicamos o método da Matriz Proxima Geracdo para a
determinagdo do nimero Ro em um sistema autdnomo apresentado em Dye (1966), que
modela a Leishmaniose Visceral Canina. O artigo citado exibe o nimero Ro da
Leishmaniose Visceral, associado a um modelo matematico utilizado para descrever a
doenca, mas ndo faz referéncia de como esse nimero foi obtido. Assim, este trabalho
complementa o referido artigo, uma vez que descreve todas as etapas de um método

algébrico para determinar o nimero Ro.

2. Modelagem Matematica em Epidemiologia - Sistema Auténomo

Em muitos modelos matematicos aplicados a epidemiologia, a fim de descrever
a propagacdo de doencas infecciosas como dengue, maléria e leishmaniose consideram-
se quatro tipos de populacdo:

e apopulacdo formada por individuos suscetiveis a doenca;

e a populacdo formada por individuos infectados, que ndo sdo infectantes, pois
nesse momento ndo séo capazes de transmitir a doencga, chamada de populagéo
latente ou de individuos expostos;

e a populacdo formada por individuos que transmite a doenca, populacdo essa
denominada de individuos infectantes ou infecciosos;

e apopulacdo formada por individuos recuperados.

As populagOes sdo denotadas por S = S(t), E=E(t), I=1(t) e R = R(t),
respectivamente, e o modelo de compartimentos é conhecido como modelo SEIR. A
populacdo formada por individuos expostos ou latentes, também costuma ser denotada
por L = L(t).

O modelo matematico, aqui considerado, sera dado por um sistema autbnomo de
equac0es diferencias, obtido a partir de um sistema de compartimentos do tipo SEIR. O

estudo da dindmica da doenga, se esta podera ser controlada ou se resultara em uma
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epidemia, ndo pode ser determinado unicamente a partir da analise da estrutura do
modelo matemético que descreve a doenca. Primeiramente, é necessério fazer uma
distin¢do entre individuos infetados e individuos ndo infectados, dada pela interpretacdo
epidemioldgica do modelo.

Considere uma populacdo heterogénea de individuos, mas cujos individuos
podem ser agrupados em n compartimentos homogéneos.

Seja x = x(t) = (x,%,,..,%,), com cada coordenada x; = x,(t) representando
0 ndmero de individuos do compartimento i, 1 = i = n. Por indicar uma populacdo de
individuos, x; = x;(t) = 0, para todo t = 0. Além disso, a fim de facilitar o entendimento
do método e célculos posteriores, faremos uma ordenacdo nas coordenadas do vetor x = x(t),
considerando as primeiras m coordenadas do vetor, 1 << 12, correspondentes as populacfes de

individuos infectados. No modelo SEIR, consideramos duas categorias de individuos
infectados: expostos e infectantes, com a ordenagéo

x = x(t) = (xg(t),x,(t), x5(t), xz(1)).

Denotemos por X; o conjunto de todos os estados livres da doenca; ou seja, 0
conjunto cujos elementos x = x(t) ndo possuem individuos infectados. Por essa razdo,
as m primeiras coordenadas de um vetor x = x(t) € X sdo nulas; lembrando que, pela
ordenacdo adotada, essas coordenadas deveriam corresponder as populagbes de
individuos infectados, que, no entanto sdo popula¢bes nulas nos estados livres de
doenga. Isso é:

Xo={x(t) = [xl[t],xg[t],...x”[t]) tal que x,(t) = 0,i =1, ... .., m; m < n}

E importante distinguir novas infeccbes de todas as outras mudancas nas
populacfes dos compartimentos. Como exemplo, no modelo SEIR, as novas infeccbes
sdo somente oriundas do fluxo de individuos que deixam de ser suscetiveis e passam a
ser expostos (infectados no estagio de laténcia da doenca). Ja o fluxo do compartimento
de expostos para o compartimento de individuos infectantes, ndo contribui para novas
infeccOes. Esse ultimo fluxo representa uma evolugdo da doenga, sem novos individuos
infectados.

Sejam F;(x) a taxa de surgimento de novas infeccdes no compartimento
i, V7 (x) ataxa de transferéncia de individuos para dentro do compartimento ¢ vindo
de quaisquer outros compartimentos e V, (x) a taxa de remogdo de individuos do

compartimento i. Devido ao modelo matematico, assumimos que cada fungéo seja, pelo
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menos, de classe C*. Ao sistema de compartimentos associamos o sistema de equacdes

diferenciais:

dx,;
un!'_l‘E =fi=Fla)—Vi(x)i=1,....,n

emque V,(x) =V (x)— V7 (x) e as funcles satisfazem certas premissas, decorrentes
da interpretacdo do modelo epidemioldgico.

Designando por:

Fx) = (F(x).F (x), .. i (x)) e V(x) = (Vy(x), Vy(x), ... V, (),
escrevemos o sistema acima na forma matricial:

& = flx) = Fx) — V(x) (2.9)

dt

sendo f: D € R®" — R"™, f(x) = [fl[x],f:[x],......,,ﬂ![x])ef e ct,

Definicdo 2.1 (Ponto de Equilibrio Livre da Doenca) Um ponto de equilibrio do
sistema (2.a) é dito Ponto de Equilibrio Livre da Doenca, aqui denotado por ELD, se ele

pertencente ao conjunto Xs; isto é, se é um estado livre da doenca.

Portanto, se x” € X;, esse ponto tem as suas primeiras m coordenadas nulas,
sendo da forma: x® = (0, ... .0, x0, 1, oo, x0).

No modelo considerado, o sistema (2.a) serd autbnomo, quase-linear; e, de modo
geral, podera ter mais de um ponto de equilibrio, inclusive do tipo ELD. Mas, supondo
que os pontos de equilibrio do sistema sejam isolados, sera realizado um estudo local do
modelo matematico, analisado o que ocorre numa vizinhanca de um ponto do tipo ELD.
Numa vizinhanca de um o ponto de equilibrio isolado do tipo ELD, ele é unico. Do
ponto de vista da doenca, estamos supondo que se uma populacdo de individuos esta
préxima de um ponto de equilibrio isolado do tipo ELD, entdo ela permanece proxima a
esse ponto de equilibrio. Isso significa que a introducédo, na populacdo, de um nimero
pequeno de individuos infectados, ndo resultard em uma epidemia e a populacéo devera
retornar ao ponto de equilibrio ELD, uma vez que o numero de novas infeccbes é

desprezivel.
3. Premissas do Modelo

Para que o modelo matematico seja adequado para descrever a transmissao

doenga, devemos adotar algumas premissas que considerem as condigdes
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epidemioldgicas da doenca. Apresentamos, com detalhes, as premissas do modelo
((DRIESSCHE; WATMOUGH, 2002, p. 31-32).
O modelo de transmisséo da doenca consiste em condigdes ndo-negativas e,

como as fungdes F,, V",V representam transferéncias direcionadas de individuos,
essas funcbes sdo todas ndo-negativas. Portanto,
(Al) Considerando o vetor x = x(t) = 0,entdo F,, V",V = 0parai =1,....,n.

Se um compartimento é vazio, entdo ndo pode ter transferéncia de individuos
para fora do compartimento por meio de morte, infecgdo ou outro meio. Dessa forma,
(A2) Se x; =x;(t) =0,entdo ¥ = 0. Isto é, a taxa de remogdo de individuos do
compartimento i é nula. Em particular, se x = x(t) € X;, entdo V. = 0para
i=1,....,m,

A incidéncia de infeccdo para compartimentos ndo infectados é zero, assim:

(A3) F, =0 parai=m,

No modelo aqui considerado, queremos garantir que o conjunto dos estados livre
de doenca, X, seja invariante, ou seja, uma vez que a populacdo esteja livre da doenca,
entdo a populacdo permanecera livre da doenca; isto é, uma vez que a populagédo tenha
adquirido a doenca e tenha se recuperado, ela estard imunizada. Portanto, ndo havera
novas infeccdes e nem imigracdo de individuos infectados para os primeiros m
compartimentos. Essa condicéo se traduz por:

(A4) Sex=x(t) € Xg,entdo Fy(x) =0 eV (x)=0parai =1,....,m,

As ultimas condi¢fes dizem respeito ao modelo matematico. Séo hipdteses sobre
a diferenciabilidade da funcdo f do sistema (2.a), para garantir a existéncia e unicidade
de solucdes do sistema de equacOes diferenciais, ao ser fixada uma condicéo inicial; e,
sobre os pontos de equilibrio do sistema.

Consideremos entdo o sistema autdnomo (2.a), em que a funcdo f seja de
classe C*; e, suponhamos que esse sistema tenha um ponto de equilibrio, isolado, do
tipo ELD, com as m primeiras coordenadas nulas, x®= (0,....0,x%.,,...x2). Em
geral o sistema (2.a) ndo € linear, mas & quase-linear, entdo podemos considerar o
sistema linear ou modelo linearizado dado em (2.b), que aproxima o sistema (2.a), numa

vizinhanga do ponto de equilibrio x°:
dx

— = Df(x")(x — x,) (2.b)

dt
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Em que Df(x?) = [% (x“')], 1<i<mn1l=<j<n, éamatrizJacobiana da funcdo f
J

em x?.

Restringimos nossa atencdo para um sistema no qual, numa vizinhanga do ponto
ELD, h& auséncia de novas infeccdes ou a ocorréncia de novas infec¢bes pode ser

desprezada. Isso nos da a condicao (A5) abaixo:

(A5) Se F(x) é definido como nulo, entdo todos os autovalores de Df (x,) tem parte
real negativa
As condigdes (Al) - (A5), listadas acima, permitem obter uma parti¢cdo da matriz
Df(xg) em blocos, como nos Lemas 3.1 e Lema 3.2 a seguir. Para a demonstragéo
desses lemas, recordemos que a derivada parcial de uma fun¢do f;:D © R™ — R, em

relagdo a coordenada x;, em um ponto x°, é dada por:

- - @ N E. ln}
211 (x) = lim (fi{x the;)filx ]) (2.c)
dx;

h—0 h

sendo e; o j-ésimo vetor da base canonica de R™.

i)

Lema 3.1 Se x~ é um ponto ELD isolado de (2.a) e a fungdo f = F — V satisfaz as

condigdes (A1) - (A4), entdo a matriz DF (x,) tem uma particdo em blocos da forma:

.F'l]]

DF(x°) = [ﬂ ) (2.d)

em que F & uma matriz quadrada de ordem m, definida por F = [% (x%)], sendo os

indices 1=1i,j = m e m < n. Além disso F é uma matriz tal que todas suas entradas
sdo nao-negativas.

Demonstracao

Se x® é um ponto ELD, x" € X, logo tem as suas m primeiras coordenadas nulas,

m < n;isto é, x° =(0,....0,x2,,,...x2).

(i) Da condigdo (A3), F; =0, i = m, portanto, %[x“‘) =0, para i =m e para

qualquer que seja o indice j.
ii Seja e; 0 j-ésimo vetor da base canOnica de R™ e consideremos a derivada
7
arcial da funcdo coordenada F.: D © R™ — R, em relacdo a coordenada x:, no ponto
i 7

ELD x® para o indice j tal que m+ 1< j<n. Uma vez que x° tem as suas m

. . . - OF; . ..
primeiras coordenadas nulas, por (2.c), a derivada parcial a—"‘ (x?) sera dada pelo limite:

X
E)
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. 0 0 oy 0 o o
.Fi([ﬂ, SO | 5. S PP - + h e, xg } .FE-[IJ, SO | N Al PR, R

lim
h—0 h

Mas, da condicio (A4), F:(x%) =0, para 1<i<m. Logo, %(x°j=ﬂ, para

l=i=mem+1=j=n.

(iii)  Por (2.c) e (A4), para as derivadas parciais ? (x¥) paraosindicesl =i =me

X
J

1 =j=m,temos:

(:FE-[[D, w010 0,20 e, x D)) = F(0, 0, x 8 e X )
h

lim
h—07

aF;
ij-

Fi(0rPrn 0531y ni2B) 20)

Nesse caso, o limite deve ser somente a direita devido ao dominio da fungéo, pois cada

coordenada do ponto x° representa uma populacio de individuos.

De (2.e) e (Al), as derivadas parciais %(zﬁ) =0, para os indices 1=i=m e

l1=j=m,
Segue dos itens (i) e (ii):
ooy _ [F n]
pFE =,
com F = [% (x®)], 1=i,j=m e m < n Do item (iii), temos que a matriz F tem
J

todas as suas entradas nao negativas. m

Lema 3.2 Se x” é um ponto ELD isolado de (2.a) e a fungdo f = F — V satisfaz as

condicdes (A1) - (A5), entdo a matriz DV(x") tem uma particio em blocos da forma:

v u] 2

DF(ID):[U W

em que V € uma matriz quadrada de ordem m, definida por V = [% (x®)] sendo os

indices 1=1i,j =m e m < n. Além disso, V é invertivel e todos os autovalores das
matrizes Ve W tém parte real positiva.

Demonstragéao

® um ponto ELD, isolado. Como x° € X;, x®=(0,.....0,x%.,,....x°

" nt

Seja x

(1) Da expressao da matriz jacobiana, por (A2) e (A4), temos que:
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Ve =V () -V (x*) =0, 1<i<mem+ 1</ <n,

. - . a1 , )
Logo, as derivadas parciais o (x,)=0,paral=i=mem+1=<j=n.
J

(i) Sejal=i=mel=j=m,comi=j. Sendoi=j, ai-ésima coordenada do

vetor x° + he; é nula e por (A2), V7 =0. Por (A4), para x° € X;, V" =0 para

L

1 =i = m. Assim, a derivada parcial é dada pelo limite:
.-

- i "
v -V (( Ovores 0y Oyoees0 7, 0 000,505 1y v 20

i

) — VT = V(00w D g oo B e )

lim
h=0' h

—1??(0.....
av;

0 _ .
Bx; (") = hllT+ h

Da condigéo (Al) e (2.), % (x")=0,paral=si<mel<j<mi=#]j

Observamos que para ¢ = j ndo e possivel garantir que 17 seja nulo. Assim, o sinal da

. < 81 . . . .
derivada parcial —— (x) dependera dos fluxos de entrada e saida no compartimento i.

xj
P . 8V , .
Concluimos que a matriz ¥V = [t (x,)], para 1< i,j < m, tem suas entradas, com
I

excecao das que estdo na diagonal, menores ou iguais a zero.

(i) A fim de mostrarmos que a matriz V tem inversa, notemos que todos o0s
autovalores dessa matriz tém parte real positiva. De fato, pela condi¢do (A5), estamos
supondo que, uma vez gue estejamos em uma vizinhanca de um ponto de equilibrio ja
livre da doenca, ndo havera reinfeccdo (novas infecgdes). Nessa situacao, consideramos
F nulo e a dindmica do sistema (2.b), numa vizinhanca do ponto de equilibrio x°, é dada

pelo sistema linear:

! ot

Ainda por (A5), os autovalores da matriz D (—V)(x") tém parte real negativa. Como a

:—': =—-DV(x")(x—x")=— [

matriz é dada em blocos, os autovalores da matriz D(—1)(x") sdo os autovalores da
matriz —V e os autovalores da matriz —W. Portanto as matrizes V e W tém todos os
autovalores com parte real positiva. Como consequéncia, as matrizes V e W séo

invertiveis. m
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Portanto, do ponto de vista da analise qualitativa do sistema auténomo (2.a), as
suas solugdes se comportam, numa vizinhanga de um ponto ELD, como as solugdes do
sistema linear, obtido de (2.d) e (2.1):

Df(x") = [F—_UV —[II«V

e = %07 (2.9)

4. A Matriz Proxima Geracao e sua Interpretacdo Epidemioldgica

Nosso intuito é determinar o NUumero Bésico de Reproducdo da doenca, Ro, a
partir do sistema (2g). Para isso, iremos apresentar um método introduzido por
Diekmann, Heesterbeek e Metz (1990), em que esse nimero é obtido através de um
operador chamado de Next Generation Operator. Para 0 caso em que o modelo
matematico € um sistema de equacdes diferenciais, esse operador ¢ uma matriz,
chamada de Matriz Proxima Geracdo, aqui denotada por MPG, formada por blocos das

matrizes (2.d) e (2.f), conforme a definicdo dada abaixo.

Definicdo 4.1 (Matriz Proxima Geracdo) A Matriz Proxima Geracdo, denotada por

MPG, é a matriz quadrada de ordem m, m < n, dada por FV 1,

Para a justificativa da formula da MPG, consideremos o0 vetor
Y(0) = [:,{rl[l:l],...,l,irm [ﬂ]), tal que cada coordenada é o numero inicial de individuos
infectados no compartimento i para 1=i<m e seja
W(t) = (¢, (t), ..., (£)), m < n, 0 vetor representando o niimero desses individuos,
inicialmente infectados, que permanecem nos compartimentos infectados apds t
unidades de tempo. Lembremos que 0s compartimentos correspondentes as populagdes
de individuos infectados sdo as m primeiras coordenadas do vetor
x = x(t) = (x,,x, ..%,), que representa a populagéo de individuos em cada um dos
compartimentos. O sistema (2.g) que tem uma Unica solucdo ¥(t) = e " (0) onde a
exponencial de uma matriz A quadrada é definida como sendo o operador ou matriz

w A¥ , . )
e* = LiZ,-, que é absolutamente convergente para qualquer matriz A e cujo

primeiro termo é a matriz identidade | (HIRSCH; SMALE, 1974, 83).
Ao se fazer a modelagem matematica de um problema real, em geral, s

dispomos de dados experimentais da populacdo ou de uma amostra da populacéo. Dessa
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forma, usando conceitos de Estatistica (HOFFMANN; BRADLEY, 1999, p.330-334).
Consideramos o vetor 1 = (t) como uma variavel aleatoria continua. Cada a entrada
(i, j) da matriz F pode ser vista como uma funcdo densidade de probabilidade para
novas infec¢Bes no compartimento i, ocasionadas por um Unico individuo infectado do
compartimento j. O vetor E, cujas coordenadas exprimem as médias ou valores
esperados de novas infecgdes nos compartimentos i,1 =i = m, causadas pelos

individuos inicialmente infectados sera dado pela integral impropria:

+oo
E = J Fy(t)dt
o
+oo +oo
J Fu(t)dt = FJ e~Vey(0)dt = F LHL —yleVe 4 V‘lf] w(0) =
o o

F E21 —V‘ie“"*w(u)] + Fvirg(o)=F LET —V‘iw(sj] + Fvty(0)

Pelo Lema 2.2, a matriz V é invertivel e todos os seus autovalores tem parte real
positiva, assim o0s autovalores da matriz -V tém parte real negativa. Como
P(t) = e ¥y (0), temos que sl_iﬂla w(s) =0 (HIRSCH; SMALE, 1974, p. 136).
Portanto:

E = [77 Fy(t)dt = FV1y(0)

Do ponto de vista de Epidemiologia, a funcao ’l)}(xj=’l{1-_(x)—’li’;(xj
representa os fluxos de saida e entrada de individuos, no compartimento j devidos a
qualquer motivo que ndo sejam novas infecgdes. Dessa forma a entrada (j, k) de V™!
representa o periodo médio de tempo que um individuo permanece no compartimento j
durante a sua vida util, assumindo que a populacdo permanece préximo de DFE e
impedindo reinfecgdo. Consequentemente, a entrada (i, k) da matriz produto FV™* é o
namero esperado para novas infecgdes no compartimento i, produzidas por individuo
infectado que foi introduzido originalmente no compartimento k, assumindo que a

populacdo do compartimento i é inteiramente suscetivel a doenca.

5. Matriz Proxima Geracdo e o Numero Bésico de Reproducéo da Doenca

A matriz FV ™!, tem algumas caracteristicas especiais que serdo importantes para

0 estudo da dinamica da doenca. Dentre elas, a MPG € uma matriz quadrada com todas
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as suas entradas ndo-negativas. Outra propriedade fundamental da MPG é o fato dela ter
um auto valor real positivo dominante e qualquer outro possivel autovalor da MPG, real
ou complexo, tem seu modulo estritamente menor ou igual a esse auto valor dominante.
As propriedades detalhadas da MPG podem ser consultadas em (SILVA, 2017, p. 35-
40).

Defini¢io 5.1 (Raio Espectral de uma Matriz) Seja A = [a;;] uma matriz real
quadrada de ordem n. O raio espectral de A € o nimero real p(4), que € 0 maximo

dentre os modulos dos autovalores da matriz. Isto é,

p(A4) = max{|A|, A um auto valor de A}

Assim, p(FV~') é um autovalor da matriz FI¥~* e todos os autos autovalores
dessa matriz ttm médulo menor ou igual a p(FV™1).

Considerando x® um ponto de equilibrio livre da doenca, ELD, do sistema que
modela a transmissdo da doenca e FV™* a MPG a ele associada, é provado em
(DRIESSCHE; WATMOUGH, 2002, p. 33-34) que:

(i) sep(FV~') <1, entdo x” é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel, o que significa que, numa vizinhanca do ponto de equilibrio x°, todas as
solucdes do sistema autbnomo convergem para x°, que é um ponto livre de doenca.

(i) se p(FV™ =1, entdo x” é um ponto de equilibrio instavel.

Por outro lado, segundo Driessche e Watmough (2002, p. 30):
(ili) se Ry <1, a doenca tendera a ser eliminada ou podera ser mantida em niveis
aceitaveis.
(iv)se Ry = 1, havera um surto epidémico.
Desta forma o R,é um indicador do limiar epidémico da doenca e a sua
determinacdo permite a compreensdo da dindmica da propagacéo da doenca.
Das condicdes (i), (i), (iii) e (iv), estabelecemos a relagdo entre MPG e o

numero R, < 1.

Definicdo 5.2 (Relagdo entre MPG e R, ) Definimos o NUmero Basico de Reprodugédo
da doenga R, como sendo o raio espectral da matriz FV~*; isto é:
Ry = p(FV™)
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6. Célculo Numero Ry da Leishmaniose Visceral Canina por meio da MPG

A Leishmaniose visceral, ou calaza, ¢ uma doenca transmitida pela fémea do
mosquito-palha ou birigui, um mosquito de coloracdo palha, cuja espécie é chamada de
Lutzomyia longipalpis. Se a fémea do mosquito (vetor) estiver infectada, ao picar o
hospedeiro (homem ou o animal), introduz na circulacdo do mesmo o protozodrio do
género Leishmania, que é o agente patogénico ou agente infeccioso.

Leishmaniose Visceral, tradicionalmente uma doenca rural da América Tropical,
do Mediterraneo, Leste da Africa, Oriente Médio e China, vem se tornando mais
comum em areas urbanas e suburbanas, por isso € de grande importancia aprofundar
estudos para obter formas de controle eficiente da doenca.

Nos centros urbanos a transmissdo se torna potencialmente perigosa por causa da
grande quantidade de cachorros, que adquirem a infeccdo e desenvolvem um quadro
clinico semelhante ao do homem. Os cées sdo considerados os maiores reservatorios da
doenca nos centros urbanos.

O modelo aqui apresentado tem como referéncia o apresentado em Dye (1966) e
é analogo ao modelo SEIR. As hipoteses do modelo sdo as seguintes:

e O sistema envolve uma populacdo total de cdes, denotada por D, que sera

considerada constante e dividida em 4 categorias de subpopulacdes ou em 4

compartimentos: 5 = 5(t) cdes suscetiveis, L = L(t) cdes expostos ou no estado
latente, I =1I(t) cées infectantes e R = R(t) cées resistentes a doenca.

e Dessaforma, D =5(t) + R(t) + L(t) + I(2).

e Todos o0s cdes nascem suscetiveis ou resistentes a doenca.

e A taxa de natalidade dos cdes ¢ igual a taxa de mortalidade dos mesmaos; e portanto,
a populacdo total dos cachorros permanece sempre constante, igual a D, ao longo do
tempo.

Consideremos o vetor x = x(t) = (L(t),I(t),S(t),R(t)), com as primeiras

coordenadas sendo as populacbes de individuos infectados (latentes e infectantes) e o

sistema de equagdes diferenciais (6.a) apresentado por Dye (1966, p.126). O sistema

(6.2) € autbnomo quase-linear.
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dL 5
(== Cal 5 — (8, + 8,)L
4 (6.2)
ds =
; = adﬁdﬂ - Cﬁ!IE - 5:15
dR

\5; = (1 —ay)B;D —6,4R
Fonte: DYE, 1966, p. 127

onde: D, C;, a4, 4.6 4.6, S80 constantes positivas:

D — Populagéo total de cées;

C;- Capacidade vetorial da populacdo de mosquitos fémea de transmitir infeccao entre
caes ;

a4z~ Proporcao de cdes que nascem suscetiveis a doenca;

B; — Taxa de nascimento dos cées;

& ; - Taxa de mortalidade dos caes;

6, - Taxa segundo a qual cdes infectados, na fase latente, tornam-se infectantes;

t = Ei - € 0 periodo de incubagdo da doenga.

a

Nesse modelo, a taxa de mortalidade de caes, d 4, ndo considera as mortes
causadas por sacrificio do animal. As mortes consideradas sdo as mortes devidas a
velhice, doengas ou outra causa natural.

O ponto de equilibro, ndo trivial, do sistema (6.a) que é do tipo ELD (livre da
doenga), ¢ P:=(0,0,5z.Rg) = (0,0,a;D, (1-a;)D), pois ha auséncia de populacdes
infectadas. As varidveis 5z e Ry sdo obtidas igualando as duas ultimas equacdes do
sistema (6.2) a zero e usando a hip6tese de que o0s cdes nascem suscetiveis ou resistentes
a doenga. Como o sistema (6.a) é quase-linear, é possivel aproxima-lo, numa vizinhanca
do ponto de equilibrio Pz, a um sistema linear cuja a matriz € a matriz jacobiana no
ponto de equilibrio.

As novas infeccdes sao decorrentes apenas do fluxo que sai do compartimento
dos cdes suscetiveis para 0 compartimento dos cdes expostos. O fluxo de cdes do
compartimento dos expostos para o compartimento dos infectantes nao resulta em novas
infeccdes. Esse fluxo representa apenas uma evolugdo da doenga, mas ndo aumenta o
namero de individuos infectados. Desta forma, o sistema (6.a) pode ser reescrito sob a

forma matricial:



40 Cadernos do IME - Série Matematica N. 13 (online) (2019)

ral -

ar (Bg+6,)L

5
ot Cal —0,L+ 68,1
as|= FOI=VEI=] 0 =g g D4 IS+5,S (6.0)
ar o 1 | -(1-apB,D+5,R

_df—_

De (6.b), a matriz Jacobiana de F = F(x), avaliada no ponto de equilibrio livre da
doenca, ELD, Pz=(0,0,5g. Rg) = (0,0,a,D, (1-a;)D), seré:

G5 o
o=l 3 38
1]

sendo o bloco F uma matriz quadrada de ordem 2, que corresponde a populactes de

L

Calty

o e T e
[

o e Y e
o e T e
[ T

o e T e
o e T e

caes infectados.

F=[p %97l ©)

Analogamente, de (6.b), a matriz jacobiana da fungdo V = V(x) avaliada no ponto
ELD, PE:(O,O,SE;RE) = (0,0,adD, (l_ade), Seré:

0 0
(6, +6,) 5 00 (6:+6) 5 00
= %% 00 = — 8, 00 _[v o
DV(Pg) 0 % 5, 0 0 % 5, 0 [U W]
D ) D 5
ﬂ l:l ':l d |:| ﬂ l:l a
sendo o bloco V e a sua inversa V~* dadas por:
- 0
V= [ -8, 5:1] , Vo= (85+64084 18, 6,+38,] 8, 1 (6.d)

(Bgt+dgdg &g

A MPG, conforme j4 visto, serd G= FV ™. Portanto, de (6.c) e (6.d), temos:

Caog Bg Cqag
] (6.e)

G=FV!= [-:ea-wa-:'sa- 84

0 0

O Ndmero Baésico de Reproducédo da Leishmaniose Visceral Canina Ry € o raio
espectral da matriz G dada em (6.e), lembrando que o raio espectral de uma matriz € o

autovalor dominante isto €, o autovalor que tem o maior modulo dentre todos o0s

Cgogty

autovalores da matriz. Os autovalores da matriz (6.e) sdo u =0 e A = Bat5 06,
LEg d'%d

Como o raio espectral da matriz é o autovalor ndo-nulo, temos que:
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Cqagfy

Rl}:‘;l":

Este numero R, é precisamente o citado por Dye (1966, p. 126).

7. Conclusao

A funcionalidade do método que utiliza a Matriz Proxima Geracdo (MPG) foi
verificada, através da sua aplicacdo no estudo da dindmica da Leishmaniose Visceral
Canina. A MPG permite determinar o Ro de forma simples e imediata, através do
calculo dos seus autovalores. O método também pode ser aplicado para a determinacéo
de outras doencas infecciosas que possam se modeladas por um sistema autdbnomo de
equacdes diferenciais. Portanto, € um procedimento que pode ser adotado, de modo
geral, em estudos epidemioldgicos para os quais um sistema autbnomo seja adequado.

Uma contribuicdo desse trabalho foi o de apresentar os célculos para a
determinacdo do R, para a Leishmaniose Canina por meio do método da MPG,
preenchendo os detalhes omitidos por Dye (1966), bem como detalhar resultados

apresentados nas outras referéncias citadas.

8. Referéncias

DIEKMANN, O.; HEESTERBEEK, J. A. P.; METZ, J. A. J.: On the definition and the
computation of the basic reproduction ratio Ro in models for infectious diseases in
heterogeneous populations. Journal of Mathematical Biology, 28 (4) (1990) 365-382.

DRIESSCHE P. van den; WATMOUGH, J.: Reproduction numbers and sub-threshold
endemic equilibria for compartmental models of disease transmission. Mathematical
Biosciences 180 (2002), 29-48.

DYE, C.: The Logic of Visceral Leishmaniasis Control. The American Journal of
Tropical Medicine and Hygiene, vol. 55 (1966), 125-130.

HIRSCH, M. W.; SMALE, S.: Differential Equations, Dynamical Systems, And
Linear Algebra. New York, San Francisco, London: Academic Press, 1974.

HOFFMANN, L. D.; BRADLEY, G. L.: Calculo Um Curso Moderno E Suas
Aplicacdes. 62 ed., Rio de Janeiro: LTC-Livros Técnicos e Cientificos, 1999.

SILVA, Romulo Fernando Domingos da: Modelagem Matematica da Leishmaniose
Visceral. 57 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Bacharelado em matematica) -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2017.



