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Resumo

O ensino de equagoes diferenciais ordindrias se restringe a apresentagdo de uma variedade de
técnicas para solucionar tipos especificos de equagoes, tais como exatas, separdveis, homogéneas, etc.
Isto faz com que estudantes imaginem que o estudo de equagdes diferenciais se resume a uma lista
de técnicas para resolver tais equagoes. Veremos que hd uma teoria que unifica e estende a maioria

destes métodos estudados que aparentemente nao estao relacionados.

1 Introducao

Cursos convencionais! de equacdes diferenciais ordindrias abrangem uma variedade de técnicas para
solucionar tipos especificos de equagoes, tais como exatas, separdveis, homogéneas, etc. Um estudante,
apos o curso, pode imaginar que o estudo de equacoes diferenciais se resume a uma lista de técnicas
para resolver tais equacoes. Além disso, as técnicas vistas ao longo do curso, parecem nao ter relagao
umas com as outras. Contudo, existe uma bela teoria que unifica e estende a maioria destes métodos
estudados que aparentemente nao estao relacionados.

Tal teoria foi apresentada pelo matematico noruegués Sophus Lie em seu trabalho Theorie der Trans-
formationsgruppen [3] e explora as simetrias das equagoes diferenciais. Basicamente, o método consiste
em encontrar um novo sistema de coordenadas no qual a equagao diferencial é resolvida mais facilmente.
Lie desenvolveu para equagoes diferenciais o que Abel e Galois fizeram para equagoes algébricas — uma

metodologia para classifica-las e resolvé-las utilizando teoria de grupos.

2 Simetrias de equacgoes algébricas

A fim de entender as simetrias de equacoes diferenciais, é uitil considerar simetrias de objetos mais simples.
De modo genérico, uma simetria de um objeto geométrico é uma transformacao cuja agdo mantém o
objeto aparentemente inalterado. Um exemplo que ilustra bem uma simetria é o resultado da rotagao de
um tridngulo equildtero no sentido anti-horario em torno do seu baricentro. A Figura 1 ilustra uma agao
desta simetria. Apés uma rotagéo de 27/3, o tridngulo parece tal como era antes da rotagdo, portanto
esta transformacao é uma simetria. Rotagoes de 47/3 e 2r também sao simetrias do tridngulo equilétero.

De fato, rotacionar a 2w equivale a fazer nada, pois cada ponto do objeto é mapeado em si préprio. A
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transformacao que leva cada ponto em si mesmo é uma simetria de qualquer objeto geométrico: tal
transformacao é denominada simetria trivial.

Existem certas restrigbes para simetrias de objetos geométricos: cada simetria possui uma unica
inversa, que é por si s6 uma simetria. A acdo combinada da simetria e sua inversa sobre o objeto o
mantém inalterado. Por exemplo, seja I' uma rotacdo do tridngulo equildtero em 27/3. Entdo I'!
(a inversa de T') é uma rotagdo em 4w /3. Por simplicidade, neste trabalho, assumiremos que I' é um
difeomorfismo (C'*°) — uma aplicagao diferencidvel suave cuja inversa também é suave.

Uma simetria possui as seguintes propriedades:
(S1) Preserva a estrutura do objeto.

(S2) E um difeomorfismo.

(S3) E uma transformacio que mapeia o objeto em si mesmo (Condigio de simetria).

Figura 1: Triangulo equilatero sob agao de simetria de rotacao.

1 3

Fonte: [6], 2013.

No caso das equacgoes diferenciais, queremos que as simetrias preservem suas solugoes. Ao conside-

rarmos o grifico de f(z) = z?

3

vemos que este é simétrico com respeito a reflexao em torno do eixo vy,
o gréfico de g(z) = z* é simétrico em relagdo & origem e o de h(z) = senz é simétrico com respeito
a uma translacdo horizontal de 2. Nestes casos, as transformagoes do plano (reflexdes e translagoes)
sao exemplos de simetrias que levam o gréafico das fungoes em si mesmo. Em geral, dada uma fungao
f:R — R, uma simetria de f é uma aplicacdo continua do R? em R? que leva o grafico de f em si mesmo
e possui uma inversa continua. Se f é uma funcdo de R? em R, uma simetria de f é uma transformacao
definida em R3 que associa a qualquer ponto (z,, 2) que satisfaz z = f(z,y) um outro ponto de R? que
satisfaz a mesma equacao, e assim por diante.

Considere agora a transformacgao I'. : R? — R?, dada por I'.(z,y) = (ex,£%y), Ve € R. T é uma
simetria de y = 22, pois se (a,b) é um ponto no gréfico, temos que £2b = 2a? = (ca)?, mostrando que
I'.(a,b) = (ga,%b) também pertence ao grafico. A Figura 2 mostra o comportamento desta simetria para
valores especificos de €. Se pensarmos em € como tempo, as letras e as curvas na Figura 2 permitem-nos

acompanhar o movimento de pontos do plano sob a agao destas simetrias em varios instantes de tempo.
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Figura 2: Acdo da simetria I'.(x,y) = (e, e%y)
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Fonte: [5], 2010.

Existem objetos que admitem uma quantidade finita de simetrias, como o triangulo equildtero. Outros

(z,y) = (Z,9)
(rcose —ysene, zsene + ycose) é uma simetria do circulo unitario 22 + y? = 1, como mostra a Figura

possuem um conjunto infinito de simetrias. Por exemplo, para cada ¢ € (—m, 7], ' :

3. Escrevendo em termos de coordenadas polares, temos I'; : (cos 6, senf) — (cos(f + ¢),sen(f +¢)). A
transformacao é uma rotagao por € em torno do centro do circulo. A transformacgao preserva a estrutura
do circulo e é suave e invertivel (a inversa da rotacao por € é —¢). Para provar que a condigao de simetria
é satisfeita, observe que 22472 = 2%(cos? e +sen? ¢) +y?(cose2 +sen? ) = 22 +y?, e portanto 72 +72 = 1

quando z2 + 4% = 1.

Figura 3: Rotacao do circulo de raio r = 1.
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Fonte: [2], 2000.

O conjunto infinito de simetrias I'; é um exemplo de grupo de Lie a 1—parametro. Esta classe
de simetrias a um pardmetro é imensamente util e é a chave para construir solugoes exatas de muitas

equagoes diferenciais.
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3 Simetrias de equacgoes diferenciais

Tal como em equacgoes algébricas, as simetrias de equagdes diferenciais também permutam as solugoes
das equacoes.
Considere o conjunto de solugoes da equacgao diferencial ordinéria.
dy
22—
dx

O conjunto de todas as solugoes de (3.1) é formado pelas retas paralelas ao eixo z, ou seja y(z) =

(3.1)

c,Ve € R, que cobrem o plano zy, tal como mostra a Figura 4. Qualquer simetria desta EDO deve,
obrigatoriamente, levar uma soluc¢do particular em uma outra. Portanto, pela condi¢do de simetria (S3),
o conjunto das solugoes no plano xy deve ser indistinguivel de sua imagem no plano zg. Logo, devemos

ter
dy
dz

=0 quando d—y = 0.
dx

Figura 4: Solugoes de 3y =0

Fonte: O Autor, 2017.

Um exemplo de simetria para (3.1) é a simetria de escalas. Para um ndmero real € qualquer, a
aplicacao

Lo (z,y) = (2,9) = (z,€y) (3.2)

é uma simetria de (3.1) pois leva retas horizontais em outras retas semelhantes. Qualquer uma destas

transformacoes, com e # 0, pode aumentar ou diminuir a distancia entre as retas, mas nao altera sua
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inclinagao. No plano Zy as retas permanecem paralelas ao eixo Z, de modo que o conjunto de solugoes é
preservado.
Outros exemplos de simetrias para (3.1) s@o as translagoes, tanto na diregao do eixo & quanto do eixo

y. A primeira pode ser definida por
Lot (z,y) = (2,9) = (z+¢,y), (3.3)

e a segunda

Lot (z,y) = (2,9) = (z,y +¢). (3.4)
Dada uma EDO de primeira ordem, nosso objetivo é encontrar um método geral para determinar um
sistema de coordenadas, no qual a equagao torna-se separavel e possa ser resolvida por integragao direta.
3.1 Grupos de Lie

Definition 3.1. Um conjunto G de transformacées I'. em R? que dependem continuamente do pardmetro

€, onde € € R, é um grupo a 1—parametro se
(P1) T € uma bijecao.
(P2) Teol's =Tc4s5, Ve, d€R.
(P3) apenas para € = 0, temos T'c = I (identidade).
(P4) Para cada e, apenas para § = —e, tem-se T, ol =Ty = 1.
Vamos agora definir um grupo de simetrias para uma EDO de primeira ordem. Considere

W - i) (3.5)

e um grupo G de transformacoes a 1—parametro I'.

(2,y) =Te(z,y) = F(z,9,¢) (3.6)

Definition 3.2. Um grupo G de transformagées a 1—pardmetro (3.6) é um grupo de simetrias da equagdo
diferencial (3.5) se o conjunto de solugdes de (3.5) € invariante sob a agdo do grupo G. Isto é, cada

elemento de G permuta o conjunto de solugoes de (3.5).

Se G é um grupo de simetrias de (3.5) e F em (3.6) é infinitamente diferencidvel com respeito a = e
y e analitica com respeito a ¢, entao G é um grupo de Lie a 1—pardmetro (ou transformacao pontual de

Lie). Neste caso, seus elementos sdo chamados de simetrias de Lie.

Exemplo 3.1. Como exemplo de um grupo de Lie a 1—parametro, temos a aplicacdo (3.2) que € uma

sitmetria para cada € fizo para (3.1) e satisfaz todas as propriedades de grupos de simetria de Lie.
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De fato: Se dois pontos (z1,y1) e (x2,y2) sdo levados ao mesmo ponto (Z,9), entdo (z1,y1) = (z2,y2)
e, para todo (#,9) € R? hd um ponto (z,y) aplicado em (&,7) por I'.. Logo, a aplicacio (3.2) é
uma bijecdo. O conjunto de transformacoes (3.2) satisfaz a propriedade de composigao de grupos.
Suponha T'., o I, , ao aplicarmos I'c, em (z,y) temos (£1,91) = (z,e'y). Aplicando, em seguida, T,
em (z,e1y) obtemos (Z2,92) = (x,€e1T¢2y), que é o resultado da aplicagao I'c,yc,. g é a identidade
pois, (2,9) = (z,e%) = (z,y). E finalmente, para todo ; € R existe um tnico inverso. Efetuando a
composi¢ao I'_., o ¢, temos (2,9) = (x,e 1 (e°1y)) = (x,e 1 T1y) = (z,y). Portanto, como todas
as quatro propriedades da Definicao 3.1 foram satisfeitas e j& verificamos anteriormente invaridncia das
solugoes de (3.1), a aplicacdo (3.2) é um grupo de simetria para a equacao (3.1). Mais ainda, como
F(x,y,e) = (x,e°y) é infinitamente diferencidvel com respeito a x e y e analitica com respeito a ¢, o

conjunto de transformagoes (3.2) é um grupo de Lie a 1—parametro.

3.2 Condigao de simetria

Seja y(z) uma solucao da equagdo diferencial ordindria de primeira ordem

% = w(z,y). (3.7)

Uma simetria para esta equacao leva a solucdo y(z) a uma outra solucdo §(Z). Isto significa que §(&)

também é solucao de

Zg — w(i, §). (3.9)

Uma ferramenta importante no estudo de simetrias é o operador derivada total definido como

9 dyd  d*y 9

D, =24+ &y 9
T ox + dz Oy + dz? 0y’

(3.9)

Tal operador realiza a derivagao implicita quando aplicado a uma equagao em z, y(x), y'(x), ete.

Escrevendo (3.8) com o operador derivada total, temos

R . 97y dy 07 ~ dy ~
dj _Duj oot acoy _ Yot goly
Z

5T 9% | dy o0& & dy -

= w(#,7).
dz

Um grupo de transformagoes é uma simetria quando a EDO, escrita nas coordenadas £y, nao tem sua

forma alterada. Ou seja

A Jo +w(x, Y)Y

w(@,§) = L TE Yy (. 0)dy (3.10)
Fa+ (@, y)iy

Quando tal condigao é satisfeita, dizemos que a equagao diferencial é invariante. Considere o seguinte

exemplo:

Exemplo 3.2. Vamos mostrar que a EDO de Riccati

dy y+1 42
% - 2 + ; (3.11)

¢ invariante sob o conjunto de transformagoes U'-(x,y) — (2,7) = (7%, 12%5)-
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Primeiramente calculamos as derivadas de z e :

1 ey . 1

ix:m7 Ty =0, @:c:( Yy

1—ex)? T l-ex

Ap6s o célculo das derivadas, substituimos os resultados encontrados no lado direito de (3.10)

1 +1 2
(1—631)2 ti o (yT + %) Yyt l—ex y?

+ = (1 —ex).
(17151;)2 x a?
No lado esquerdo, temos
o g+ P +1—cx 2
wag =L T _wHloen) vy

T i3 x z3
Comprovando a igualdade de ambos os lados.

Em geral, é dificil calcular simetrias de uma EDO através da condi¢ao de simetria (3.10) devido a
sua nao-linearidade. Entretanto, é possivel utilizar a expanséo por série de Taylor para linearizar (3.10)
e construir uma simetria.

Veremos agora alguns exemplos em que é possivel usar a condicao de simetria para encontrar uma

simetria? para uma EDO dada.

Exemplo 3.3. A condi¢ao de simetria (3.10) para a EDO

dy _
da:_y

€ dada por
Yz + YYy

e tyd,

Considerando (,9) = (&(z,y),y) e efetuando as derivadas que aparecem na equagao (3.10), temos

_y
Ty + Yy

Simplificando a expressao acima, encontramos
y = y(&z + yiy).
De onde concluimos que para os dois lados serem iguais,
Te +ydy = 1. (3.12)

Buscamos uma simetria que satisfaga a condi¢ao de simetria (3.10), tendo em mente (3.12). Considerando
Z, = 0, a equacao (3.12) torna-se Z,=1, que é uma equacao diferencial linear cuja solucéo é & = z+¢, com

¢ cumprindo papel de constante de integracao. Portanto, todos os elementos do conjunto das translagoes

Le:(z,y) = (3,9) = (z+ey), e€R

2Nos exemplos apresentados apresentamos familias a 1-pardmetro de transformacées (Z,7) = Te(z,y) = F(x,y,¢) e
deixamos para o leitor a verificagdo das demais propriedades que garantem que elas se constituem em um grupo de Lie a

1-parametro.
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satisfazem (3.10).

Exemplo 3.4. Seja a equacdao diferencial

d 1—g?
é = xy . (3.13)
Queremos encontrar uma simetria de (3.13) que seja da forma
(2,9) = (2(z),y).
Como § =y,9y =&y =0 e g, =1 em (3.10) encontramos que
e U e R 7
o420 @
de modo que a condicao de simetria para (3.13) se reduz a
TTy =X
cuja solugao, por integracao direta, é £ = e®x, tendo £ como constante de integracao. Logo,
T (o, y) o (3,9) = (¢2,) (3.14)

é uma simetria de (3.13).

As solugdes nao-constantes de (3.13) sao dadas por

cx? —1
()= "2 >0
ve(®) cx?+1 ¢
A Figura 5 mostra o comportamento de solugoes de (3.13) sob agdo da simetria (3.14) para valores

especificos ¢

Figura 5: O comportamento de diversas solugdes sob agdo da simetria 'z : (z,y) — (e®z,y) em vdrios

pontos na orbita.

(a) e=1. (b) e=1,5. (c) e=2.
Fonte: [5], 2010.
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4 Encontrando solugoes de EDOs por meio de simetrias

O modo como as simetrias sao utilizadas para resolver equagoes diferenciais remetem a uma estratégia
recorrente em matematica: problemas complicados podem se tornar mais simples ao serem visualizados
em outros sistemas de coordenadas. Nesta segao é apresentado o método de solugao de EDOs por meio

de simetrias de translacao e como uma simetria qualquer pode ser convertida numa simetria de translagao.

Qualquer EDO que possua simetria da forma

(i‘ag) = (x’y+5)

pode ser resolvida utilizando técnicas de integracao. Para todo ¢ em alguma vizinhanga de 0, a condigao
de simetria (3.10) se reduz a

w(@,y) = w(d, §) = w(z,y +e). (4.15)
Derivando (4.15) com respeito a € com € = 0, no lado esquerdo temos que
d
— =0.
PRGN

Para o lado direito, usando a regra da cadeia para derivar w(z,y + &) com respeito a €, temos

iw(x +€)787w@+87w@737w
de Y CQx Oe Oy O Oy

Assim,
Ow
oy
Logo, o lado direito da EDO original é uma funcao apenas de x
d
d—z = w(x).

Logo
Y= /w(x)da: +ec.

Como nem todas as equagoes diferenciais possuem simetrias da forma (4.15), nosso interesse é encon-
trar outro sistema de coordenadas cuja simetria seja desta forma. Para tal, uma mudanga de coordenadas

deve ser feita. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 4.1.
dy y+a2?y—z—y
dr 23 +xy2 —x+y

(4.16)

A primeira vista, pode parecer bem dificil de resolver esta EDO. Contudo, uma mudanca de varidveis
para coordenadas polares © = rcosf e y = rsenf, seguida das devidas simplificacoes, torna a tarefa

mais simples. Efetuando a mudanca de variaveis no lado direito da equagao, temos

(rsen®)3 + (rcosf)?rsenf —rcos —rsen  r3senf(sen?d + cos? §) — r(send + cos 6)

(rcosf)3 +rcosf(rsenf)? —rcos +rsen 13 cosf(sen? f + cos? @) + r(send — cosf)
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Considerando a identidade trigonométrica fundamental sen? @ + cos? = 1, pondo 7 em evidéncia

chegamos a

(r? —1)senf — cosf
(r2—1)cosf +senf’

correspondendo ao lado direito da equacgao (4.16). No lado esquerdo, temos

ox ox
dx = Edr + %dQ = cos Odr — rsen df
¢ 0 1o}
dy = Y ar + 99 40 = sen fdr + rcosdb,

T or o0

Entéo, (4.16) se torna
senOdr +rcosdf  sen@(r? — 1) — cos 6

cosfdr —rsendf  cosf(r2 —1) +senf’

Queremos agora reescrevé-la em termos de %. Multiplicando cruzado a expressao acima, e simplificando

a expressao chegamos a
r(r? —1)df + dr = 0,
encontrando a equagao diferencial separavel nas coordenadas r e 6

d
gg:ra—r%. (4.17)
Resolvendo (4.17) por técnica de fragdes parciais temos que

r

V1—1r2

Como o lado direito de (4.17) independe de 6, vemos que (4.17) admite a simetria

0 =1In

+e.

(#,0) = (r,0 + ¢).
De fato, pela condicao de simetria (3.10)

~ A dr s
dr  To+ ggr

— == L= (1 — 7).
dr
do by + %0,

Logo, as solugdes de (4.17) sdo invariantes sob o grupo continuo de transformagoes (r, ) — (r,6 +€) que
representam, no plano zy, rota¢oes em torno da origem conforme é mostrado na Figura 6.

O Exemplo 4.1 mostra como resolver EDOs com simetrias de translagao. Vamos mostrar futuramente
como uma simetria geral pode ser levada & uma simetria de translagdo. Suponha que y'(z) = w(x,y) é
simétrica com respeito & translagoes na diregdo de y: T'.(z,y) — (2,9) = (x,y +¢). Entao

dj  dy+e)

w(z,y+e)=w(@,g) = G dr = w(z,y),
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mostrando que w é independente de y. Portanto, y'(z) = w(x) é prontamente resolvida pela integragio
y(z) = [ w(x)dz, mostrando que qualquer equagao diferencial com simetria de translagao na dire¢ao de

y € separavel.

Figura 6: Solugodes da equagao (4.16)

Fonte: [6], 2013.

4.1 Orbitas

Considere um ponto particular (zg,y0) e a agdo de um grupo de Lie I'.. Quando & varia, o ponto
(Zo,90) = Te(xo,y0) move-se sobre o plano tracando uma curva continua. Esta curva é chamada de
6rbita de (g, y0) sob o grupo, ou somente 6rbita do grupo. Se um grupo de Lie é uma simetria para a
equacgao diferencial % = w(x,y), entdo uma érbita do grupo forma um caminho continuo transversal as
curvas de solugoes da equacao diferencial.

Uma érbita de um ponto particular (zg,y0) em uma solugdo é candidata & uma das coordenadas
em um sistema de coordenadas no qual a equagao diferencial torna-se facil de ser integrada, pois nesta

“diregao” as curvas “deslizam” umas as outras.

Definition 4.1. O conjunto de pontos {T'-(z,y)| a < & < b} traca uma curva no plano chamada érbita

de T.. As coordenadas dos pontos sobre uma orbita através de (x,y) sdo dadas por

(2,9) = (&(z,y5¢),9(z,y;€)), € € (a,b),

com

(@(z,9;0),9(z,4;0)) = (2, y),
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A orbita pode ser imaginada como um fluzo, pois cada ponto sobre o plano pode ser pensado como
uma molécula de um fluido deslocando-se ao longo de uma trajetoria definida por T'..

Uma simetria de (4.16) em coordenadas cartesianas é
(%,9) = (zcose — ysene,xsene + ycose). (4.18)

As 6rbitas dos pontos sobre as solugoes da equagao (4.16) sdo circulos. Seja um ponto (zg,yo) # (0,0),
sua Orbita é dada por

¥4 §° =r" = a5+ g,

De fato, segue de (4.18) que 22 + §? = 22 + y?. Como o ponto (zg,%o) # (0,0) estd fixado, vemos que
o novo ponto (&,7) e o ponto original (z,y) sdo pontos em um circulo de raio r. Isto pode ser visto

também se reescrevemos (4.18) como uma matriz de rotagdo por e aplicada no ponto (x,y):

. cose —sene| |z
(Z,9) = (zcose —ysene,rsene + ycose) =
sene  cose Y
Vemos que ao varia ¢ com (z,y) = (2o, ¥o), obtemos um circulo.
Apresentaremos agora mais um exemplos de grupo de simetrias de Lie e discutiremos mais adiante a
importancia do uso de um sistema de coordenadas candnicas para resolver equacoes diferenciais ordinarias

de primeira ordem. Uma EDO que possua uma simetria da forma

(#,9) = (z,y +¢)

pode ser resolvida através de quadraturas. Contudo, uma simetria desta forma n@o necessariamente
existe em coordenadas cartesianas para uma dada equagao diferencial, dai a importancia de um sistema

de coordenadas canodnicas.

Exemplo 4.2. Considere a equacao de Bernoulli
_ ’ (4.19)

Os gréficos de suas solugoes sao mostrados na Figura 7. Utilizando um método que serd explicado
adiante, encontramos um sistema de coordenadas canénicas (r,s) = (x, ). Neste sistemas, as solucoes
da EDO transformam-se uma nas outras na diregdo de uma das coordenadas. Quando escrevemos (4.19)

nas novas coordenadas, utilizando o operador derivada total em r e s, D,s/D,r, obtemos

ds 1

— = 4.20

dr r ( )
cujo lado direito nao depende de s. Portanto, as curvas de solucao podem ser transladadas umas as
outras na diregdo s e (4.19) torna-se separdvel nestas novas varidveis. Resolvendo (4.20) encontramos

s =1Inr+ C e substituindo nas coordenadas originais, a soluc¢ao de (4.19) é y = z/(lnx + C).
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Figura 7: Uma familia de solugoes da equagao de Bernoulli, nas coordenadas candnicas r = x e s = ’79”

W
|J2| |

Fonte: [4], 2007.

4.2 Vetor Tangente

Suponha que y'(z) = w(z,y) é invariante sob algum grupo de Lie a 1—pardmetro que nio seja necessa-
riamente uma translagdo. Existe uma mudanca de varidveis (z,y) — (r, s), definida em algum dominio

do R?, para o qual ¥/ (z) = w(z,y) é invariante sob translacoes na diregao s.

Definition 4.2. As tangentes a drbita em um ponto (&,9) qualquer sao descritas por um vetor tangente,

cuja abcissa denotada por

. dz
£(2,9) = de
e cuja ordenada dada por
dy .
= = (&,9).
No ponto (z,y), temos € = 0. Portanto,
- (| E ). (1.21)

As coordenadas do vetor tangente £(z,y) e n(xz,y) podem ser usadas para encontrar um sistema de
coordenadas simplificado. Contudo, £(z,y) e n(x,y) podem algumas vezes ser usados para encontrar uma
curva de solugoes sem o uso de diferentes coordenadas. Dizemos que uma solucao da equagao diferencial
é invariante quando ela é sempre mapeada em si mesma sob a agdo de uma simetria. Conforme ¢ varia
a solugao é mapeada em si mesma e nao em outra solugao. Consequentemente, a 6rbita através de um

ponto invariante coincide com a prépria curva solugao a que ele pertence. Neste caso, a derivada no
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ponto (z,y) terd a mesma diregdo do vetor tangente e temos

dy

% :CL)(IL'7y) =

A equagdo caracteristica Q é definida por Hydon [2] como

Q(xayay,) = 77(%?/) - ylf(ﬂj‘,y). (422)

Como j—‘z = w(z,y), (4.22) pode ser escrita como a equagdo caracteristica reduzida

Se, sob uma dada simetria, a equagdo caracteristica reduzida (4.23) for igual a 0, a curva solugao da

equagao diferencial é invariante sob tal simetria.

Exemplo 4.3. A equacdo de Riccati

dy 5 2y 1

— = - - — 0 4.24

oW TS tF (4.24)
possui a Sequinte simetria

(jjv :';) = (esx’ 672sy). (425)

As componentes do vetor tangente sdo

(g(x,y)’n(xa y)) = (.Z‘, _Zy)

e a equagao caracteristica reduzida (4.23) se torna

2% 1
Q(z,y) = 2y — <xy2 - ?y - xg,) x= -y’ + . (4.26)

Queremos determinar solugdes da EDO (4.24) que sejam invariantes sob agdo do grupo de simetrias
(4.25). Segue de @(x,y) = 0 que as solugdes invariantes de (4.24) sdo y = +1/2%. Portanto, a simetria

(4.25) age ndo-trivialmente para todas as solucdes da equacio (4.24), com exceciodey =z 2 ey = —x 2.

4.3 Coordenadas Canonicas

Geometricamente, converter uma simetria arbitraria em uma simetria de translagao significa transformar
as 6rbitas da simetria em drbitas da simetria de translagao (z,y) — (z,y-+¢). Contudo, nem toda equagao
diferencial tem uma simetria desta forma em coordenadas cartesianas. Por isso, queremos mudar o
sistema de coordenadas para que a simetria de translacao seja possivel. Como primeiro passo, temos que
encontrar as coordenadas candnicas (r(z,y), s(z,y)) onde a equagdo diferencial torna-se separdvel. nas

coordenadas canénicas, a equacao diferencial serd da forma ds/dr = f(r) ou ds/dr = f(s). Trataremos



A.S. Pinto, P.N. Silva, A.L.C. Santos Grupos de Lie e EDOs 83

apenas o caso ds/dr = f(r). Nas novas coordenadas hd uma simetria I'c(r, s) — (#,5) = (r,s + €) que
equivale a translacoes na diregdo s [4, 2007].

O vetor tangente no ponto (r, s) sera

Aplicando a regra da cadeia nas componentes do vetor tangente acima

@
oo de

3*; o %% 7 %% . %ﬁ(x,y) + %n(m,y) =0, (4.27)
(§
ZLZ o %% o %% . %f(%y) + %Zn(x,y) =1. (4.28)
Isto é,
ro&(x,y) + ryn(z,y) =0 (4.29)
(§
se€(x,y) + syn(e,y) = 1. (4.30)

As equagoes (4.29) e (4.30) sao EDPs lineares de primeira ordem para r = r(z,y) e s = s(x, y), podendo

ser resolvidas pelo método das caracteristicas [4]. Note que equagao (4.29) satisfaz o produto interno
(rg,ry, —1) - (&,n,0) = 0. (4.31)

O vetor (rg,ry, —1) é normal & superficie z = r(z,y) no ponto (z,y,r(x,y)). Como o produto interno
(4.31) é igual a zero, o vetor (¢(z,y),n(z,y),0) é ortogonal ao vetor normal. Logo, (£(z,y),n(z,y),0)
encontra-se no plano tangente ao gréafico de r(z,y).

Seja C' uma curva parametrizada por t — (z(t),y(t), z(t)) sobre a superficie z = r(z,y). Como
(&€,m,0) estd no plano tangente, o vetor (£(z(t),y(t)),n(x(t),y(t)),0) é tangente & curva C. As equagoes

caracteristicas sao
dx dy dz

a S oyt e g

de onde deduzimos

dy _m
= = 4.32
i ¢ (4.32)
Repetindo o processo para (4.30), as equagoes caracteristicas sdo:
dx dy dz
dt & a T
Lembrando que z = s, temos:
d d
R B (4.33)

§zy)  n(z,y)
Considere a funcao r = r(x,y) = ¢ e seja y = y(x) uma solucao de (4.32). Temos
d
= Ty + ﬂry.

dx 13
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Logo, basta resolver (4.32) para determinar r.

Encontramos s usando a equacao (4.33)
dy dx

U= ey )

°T / n(i%/y) N / é(j‘?y)'
dy

No caso em que &(z,y) =0, tomamos r =x e s =

que resulta em

n(zy)
As projegoes das curvas de nivel r(z,y) = ¢, s(x,y) = k sobre o plano zy formam a familia de curvas

que se tornardo o sistema de coordenadas simplificado, como mostra a Figura 8.

Figura 8: Superficie solucao para uma EDP linear de primeira ordem com projecao de algumas de suas

curvas de nivel.

Fonte: [4], 2007.

Os vetores tangentes sao utilizados para encontrar as coordenadas canonicas. Uma vez que os vetores
tangentes e o sistema de coordenadas candnicas sao determinados, simetrias podem ser reconstruidas
a partir das coordenadas canénicas. Isto é feito, primeiramente, calculando as coordenadas canonicas

r(z,y) e s(x,y) para x e y a fim de obter
v=f(rs) e y=g(rs).

Logo, & e ¢ sao

1S3
Il
~

(727 ‘§) = f(r(a:,y), S(xay) + 5)
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O objetivo é reescrever a equacao diferencial em termos das novas coordenadas r e s para, em seguida,
expressar sua solugdo nas coordenadas originais. Para encontrar ds/dr, aplicamos o operador derivada

total (3.9) nas varidveis r e s
@Z Sz +"‘)(xay)sy (434)
dr 1y +w(z,y)ry '
Esta operacao resulta em uma equacao ds/dr escrita em termos de x e y. Para escrevé-la em termos de r
e s é necessario escrever x e y em termos de r e s e, em seguida, simplificar a equagdo. Apds simplificar,
resolvemos a equagao em coordenadas canonicas e concluimos escrevendo a solugao nas coordenadas

originais xy.

Exemplo 4.4. A equagao de Riccati

admite o grupo de Lie de simetrias

@9) =,
DT\ a1y )

Verificaremos apenas a condigao de simetria (3.10). Primeiramente, calculamos as derivadas parciais

. ey . 1 . 1 o i 0
= — = — x = —— €Xr, = .
Yz (1 —ex?)’ W= e T (1—ex)? v
Substituindo as derivadas no lado direito da equagao (3.10) temos
13 +1 2 1
(lfgx)2 + (yT + %‘) l—ex :l} +1 QQ
1 y+1 y? =T ~3"
e T (5 +55) 0 o

Logo, (3.10) é satisfeita.

As componentes do vetor tangente para esta simetria sdo

et = (| )=,

Encontramos r resolvendo a equagao

dy _nlzy) _zy oy

dv — &(wy) 2w

7

que é uma equacao separavel que, sendo integrada
/ dy / dx
y J oz’

Iny=Inz +c.

resulta em

Logo,
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Isolando a constante ¢ para encontrar r
Y

T

C=T=

encontramos a primeira coordenada canonica. Para encontrar s basta calcular

Portanto, as coordenadas candnicas sao

1 y
S, = O Ty = — e T, = —
v x? Yo

no operador derivada total (4.34) nas coordenadas r e s, resultando em
2
ds 9712 + (%1 + ZT) -0

d’l‘ 7x%+(y7+1+y2).1

z3 T

Simplificando a equagao acima, temos

ds x? 1

dr z?4y? 148

Reescrevendo o membro a direita em coordenadas candnicas obtemos

ds 1

dr  1+72’

N. 18 (online) (2019)

que é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem separdvel. Resolvendo por integracao direta

/ dr
1+1r2

s =tan"(r) +c.

obtemos

Agora que é conhecida a solugdo em coordenadas candnicas, a ultima etapa é escrever a solugao nas

coordenadas originais. Para tal, substituimos (r,s) = (y/z, —1/z)

T - ()
— =tan — | +ec
T x

A solugao da equagao de Riccati é
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O comportamento das solugbes da equacao de Riccati pode ser visto na Figura 9.

Figura 9: O comportamento de diversas solugbes sob agdo da simetria I'c : (z,y) — (1f€m, 1;7’”) em

varios pontos do plano.

(b) e=0,3 (¢) e=0,6
Fonte: [5], 2010.

O processo para resolver equagoes diferenciais, utilizando simetrias de Lie obedece ao seguinte algo-

ritmo:
1. Calcular um conjunto de simetrias da equagao diferencial;
2. Efetuar mudanga de varidveis convertendo a simetria em uma simetria de translagao;
3. Nas novas coordenadas, a EDO torna-se separavel;

4. Integrar a EDO nas novas variaveis e expressar a solugao nas varidveis originais.

4.4 Condicao de Simetria Linearizada

Em todos os exemplos apresentados até aqui, a simetria necessaria para resolver a equagao diferencial foi
dada. Todavia, é uma tarefa ardua encontrar uma simetria que funcione para uma equacgao diferencial
dada. Para encontrar uma simetria, deve-se satisfazer a condigdo de simetria definida pela equagao
(3.10):
p w Qf, 2
otini) = L

Esta equagao resulta na simetria (z,y) — (£, §). Resolvendo (3.10) para & e g, é possivel encontrar
as componentes £ e n do vetor tangente e, por meio delas, encontrar as novas coordenadas. Contudo,
esta equacdo pode ser muito dificil de ser resolvida.

Para encontrar o vetor tangente (£,7), expandimos &, § e w(x,y) em série de Taylor em torno do

ponto € = 0, obtendo
E(z,y)e + O(e%), (4.35)

T=x+
g=y+n(z,ye+ 0> (4.36)

w(#,§) = w(z,y) + wa(2,9)&(@, y)e + wy (2, y)n(z,y)e + O(e?). (4.37)
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Desprezando os termos de ordem 2 e superior, obtemos as linearizag¢des de Z, § e w(&, 7).
Conhecidas as linearizagoes, a préxima etapa é substituir suas respectivas derivadas na equagéo (3.10).
De (4.35) temos
=1+ e Ty =c¢eéy.
De (4.36), temos
Uoe =Nz € Gy =1+en,.

A equagao (3.10) torna-se
Lo 4wt e(n. +wny)
W)= g T T et oty

Substituindo w(z,y) pela equacao (4.37)

w4 e(Ne + wny)

w el F i) = T ey

Multiplicando ambos os membros da igualdade pelo denominador

W+ e(we€ + wyn)(l +e(& + w&y)) =w+e(ne + W77y)~

Desconsiderando os termos de ordem 2 ou mais:

w+ E(Wxg +wy77) +w£(€w +W£y) =w+e(ne +W77y)-

Simplificando ainda mais,

Ny + Why = Wa:f + Wy + Wga: + U.}ny,

obtemos a condicao de simetria linearizada

Na + (ny —&)w — fywz = {wy + Nwy. (4.38)
Exemplo 4.5. Seja a equagao diferencial

dy _y
— ==+ 4.39
dr = ( )
Neste caso, w(z,y) = £ + x. Substituindo w e suas respectivas derivadas na condigao de simetria

linearizada, temos

N + (ny — &) (%Jriﬂ) —& <%+x>2— (§<1£)+n<i>) =0.

Precisamos resolver esta equagao para & e n. Na forma como estd, a equacao ainda é bem compli-
cada de ser resolvida. Em um primeiro momento, pode parecer ineficaz utilizar a condicdo de simetria
linearizada para encontrar a simetria, ja que este é o mesmo objetivo da equacdo (3.10). Para resolver
a equagao linearizada, fazemos uma suposi¢do (damos um palpite!) sobre € e n: £ = 0 e n é uma funcao

apenas de z (n(z)). Temos, entdo, {, =0 e & =0 = ¢, e a equagdo linearizada para (4.39)

nm_ﬂ:O
T
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E simples encontrar a solucao desta equagao diferencial:

/dni dx
n o T
Inp=Inz+cy

n=cz.

Grupos de Lie e EDOs
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Agora que o vetor tangente (£,7) = (0, cz) é conhecido, podemos encontrar as coordenadas candnicas

e s. Como &(x,y) =0, entdo r = z. Encontramos s resolvendo

_ %y
0

ds

_ [y _y

cx cx’

Admitindo ¢ = 1, definimos as coordenadas candnicas

(r(z.y). s(2.9)) = (2.2)

cujas respectivas derivadas parciais sao

Substituindo r e s em (4.34) obtemos

ds _—%+(E+a) (3

___z?

dr 1
Portanto, a equagao nas coordenadas candnicas torna-se

ds

%_7

cuja solugao é s = r + k, k constante. Escrevendo a solugao nas coordenadas x e y:

y:x+k.
x

A solugio geral da equagao diferencial (4.39) é

y = x>+ k.

4.5 Geradores infinitesimais de simetrias

Os métodos descritos nas segbes anteriores podem ser utilizados para resolver equagoes diferenciais or-

dindrias de primeira ordem (3.7), possibilitando-nos discutir muitas das ideias geométricas que sdo a

base dos métodos de simetria. Supondo que uma EDO de primeira ordem possua um grupo de Lie a

1—parametro de simetrias, cujo vetor tangente em (z,y) é (£,7), o operador diferencial parcial

0 0
XZf%‘FU@

(4.40)



90 Cadernos do IME — Série Matemdtica N. 18 (online) (2019)

é chamado gerador infinitesimal do grupo de Lie. As equagdes (4.27) e (4.28), que definem as coordenadas

canonicas, podem ser reescritas como
Xr=0,Xs=1. (4.41)

O termo “gerador” indica que repetidas aplicagoes das transformacoes geram uma transformacao
finita, que é uma maneira diferente de expressar o fato de que as integrais de X sao o grupo de orbitas.
O gerador de simetrias pode ser visto como os vetores tangentes as érbitas das expansdes (3.3) e (3.4),

sendo (&,§) solugoes do PVI

dz ~ A dy PO ~
—=gdzg), L =ndj), (35 =(y) quandoe=0

A solugao para este PVI pode ser escrita como as séries de poténcias

i,\:eeXa:7 g:eeXy,

onde
oo

eX = iX "
= n!

Logo, uma vez que X é conhecido, é possivel calcular (Z,§), tal que as érbitas possam ser encontradas.

A maioria dos métodos de simetria utilizam os vetores tangentes, em vez de simetrias. Entretanto,
simetrias de Lie podem ser reconstruidas a partir dos vetores tangentes, integrando as EDOs sujeitas a
condigao inicial em (4.21). Entao (localmente) hd uma correspondéncia um a um entre cada grupo de
Lie a 1—parametro e seus vetores tangentes.

Seja um grupo de Lie de transformagoes (£, 9) = (Z(z,y; ), §(z,y;¢)). Expandindo & e § na série de

Taylor em torno do ponto € = 0, encontramos

. dz 2
= — 4.42
z z+sd5 E:O+O(s) (4.42)
e i
j=vy+ 2y +0(e%) (4.43)
de|__,

onde € = 0 constitui a transformagao identidade do grupo. Definindo novas fungoes

o0t 0y
_ _ 4.44
§,y) = 5 . n(z,y) = 5 » (4.44)
as expansoes (4.42) e (4.43) tornam-se
F=otE@y)e, §=z+n e (4.45)

Geometricamente, as transformacoes acima definem o vetor tangente (£(x,y), n(z,y)) no ponto (z,y).
Logo, (&(z,y),n(x,y)) é chamado de campo vetorial tangente do grupo.
A seguir sao mostrados alguns exemplos de geradores infinitesimais para algumas simetrias vistas

anteriormente.
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O grupo de rotagoes
I.:(z,y) — (Z,9) = (rcose —ysene,rsene + y cose)

possui infinitesimais definidos como

_ ozl e
E(x,y) = o y, nlry) = 9% 620—%-

Portanto o gerador infinitesimal da simetria de rotagao é

) ) ) 9
X = €(w,y)% + n(w,y)afy =Yy +x8fy-

O grupo de simetrias de translagao nas direcoes = e y definidos como
(2,9) = (@ +ey+e)

possui o gerador de simetrias

0,0
oz Oy

pois £ =di/é =1e & =di/é =1 derivando em & = 0.

@)= (=0 1
T\ 1—ey

dz

(55 77) = (%

O conjunto de simetrias

possui vetor tangente
dy
c—q de

Portanto, o gerador infinitesimal para este grupo é

) = (2%, zy)
e=0

0 0
X =a*— —.
. Ox +xy8y
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(4.46)

5 EDOs de primeira ordem invariantes em relacao a um grupo

de simetrias conhecido

O conceito de invariante diferencial é bastante 1til para a caracterizagdo de familias de EDOs que

admitem certas simetrias. Para utilizd-lo, precisaremos de um conceito adicional: o de prolongamento

de um grupo de simetrias ' : (z,y) — (&, 9).
Definition 5.1. O operador

XM = ¢, + n0y + n(l)ay, 44 n(m)ay(m)’

(5.47)

onde n*) ¢ o termo de O(e) na expansao de 7% em torno de e = 0, é chamado de prolongamento de

ordem m do gerador infinitesimal X.
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O prolongamento de ordem m do gerador infinitesimal permite analisar a agdo do grupo de simetrias

sobre derivadas de ordem m ou menor.

Definition 5.2. Uma funcdo ndo constante I(x,y,y,...,y*) é um invariante diferencial de ordem k
do grupo de simetrias gerado por X se
XK1 =0. (5.48)

Dada uma simetria, os invariantes diferenciais podem ser usados para construir uma EDO que a

admite. Mostraremos como encontrar todas as EDOs de primeira ordem
Y = w(z,y) (5.49)
que admitem um grupo de Lie a um parametro cujo gerador infinitesimal é
X = &0, + n0y. (5.50)
A relaco entre uma EDO de primeira ordem e seus invariantes diferenciais decorre do préximo teorema.

Teorema 5.1. A EDO (5.49) admite o grupo de simetrias cujo gerador infinitesimal € (5.50) se, e

somente se,
Xy —w(z,y)) =0, (5.51)
sempre que y' = w(x,y).

O prolongamento de ordem 1 do gerador infinitesimal X é dado por
X = ¢(, )00 + (2, y)0y + 1D (2, y,9)0y,

com
N =na+ [y — &y’ — &)
Note que
XUy —w(@,y) =0 — Xw(z,y).
Logo, segue do Teorema 5.1 e de (5.51) que a EDO (5.49) admite o grupo de simetrias (5.50) se, e

somente se, (1) = Xw(x,y). Isto é, se, e somente se, w(x,y) satisfaz

Nz + (ny - 51)“} - gyw2 —&wy — nwy, = 0. (5'52)

Observe que (5.52) ¢ a condigao de simetria linearizada (4.38). Quando apresentamos (4.38), queriamos
para uma dada EDO, determinar um grupo de simetrias. Agora a mesma condi¢do reapareceu ao
tentarmos determinar uma EDO que admite um grupo de simetrias conhecido.
As equagoes caracterfsticas correspondentes a (5.52) sao
de  dy dw

Ery)  n@y) et (1 — Eo)w — L

Para caracterizar as solugoes de (5.53) em termos de invariantes diferenciais, precisaremos do conceito

(5.53)

de integral primeira.
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Definition 5.3. Uma fungio ¢ ndo constante e de classe C' é uma integral primeira de (5.53) se ela é

constante ao longo de solugdes de (5.53). Isto é,
(10("177 Y, W) =k
sempre que w(x,y) € solugio de (5.53). A constante k depende da solugdo.

Observe que se p(z,y,w) é uma primeira integral de (5.53) e ¢ = w(x,y), entdo ¢(z,y,w) é um
invariante de ordem 1 de X. Note que se u(x,y) é um invariante de ordem zero do gerador X, entao a

fungao implicitamente determinada por

Ip(z,y) =1 (5.54)
satisfaz
dy _nly) de —_dy
dr  &(x,y) E(x,y)  n(z,y)

Isto é, qualquer invariante de ordem zero do gerador X é solucao da primeira equagao em (5.53). Segue
de (5.53) que

dw Ny + (771/ - fw)w - 51}‘02 Nz Ny — &x gy 2
= = ¢ - == 4 L T - 225, 5.55
dx 3 £ £ 3 (5:55)
Podemos usar (5.54) para eliminar y e escrever
n(z,y)
— f(aic 5.56
oy ~ ) (556
e também para eliminar y em (5.55) e obter
dw A+ Bw + Cu?. (5.57)
dz
com
Na
A=Ax;q) = o (5.58)
B = Blajey) = S (5.59)
3
C = Claser) = —%y. (5.60)

Mostraremos agora que w(z,y) = fp(x; c1) é uma solucdo particular da EDO de Riccati (5.57). De fato,

dw _ % (e + nyfp)f — (& + fyfp)

dz ~ dzx e
_ N My fp _ N + &y fp) _ N T My fp _ So(&e + &y fp)
3 £ & £ £ 3
= A+ Bw + Cu?.

A equagao (5.57) é uma equagao de Riccati e conhecemos uma solugdo particular dela. Consequente-

mente, podemos determinar sua solugao geral.

w=Z(x;c1,v) (5.61)
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onde v é a constante de integragdo e = é uma fungao conhecida. Se resolvemos (5.61) para v e lembramos
que ¢ = Ip(z,y), obtemos

v=9(z,y,w).

Observe que ® é uma primeira integral de (5.53). Se consideramos os casos em que y' = w(z,y), vemos
que ®(z,y,y’") é um invariante de ordem 1 de X. Quando nos restringimos ao caso em que 3y’ = w(z, y),

podemos expressar, a partir de (5.61), v em fungéo de Iy(z,y). Isto é, v = p(lp(x,y)).

Teorema 5.2. Se 1 é uma funcio de classe C* e ®(x,y,w) é uma primeira integral de (5.53), entdo

V(P(z,y,w)) também é uma primeira integral de (5.53).

Pelo Teorema 5.2, a expressao mais geral para uma solucéo w de (5.52) pode ser obtida implicitamente

v =1(u(z,y)) = (), (5.62)

onde 1 é uma fungao arbitraria. Consequentemente usando (5.62) e o Teorema 5.2, as EDOs (5.49) que

admitem o grupo de simetrias (5.50) sdo dadas por
A(lo, I) =0, (5.63)

onde A é uma fungao arbitraria, Iy e I; s@o invariantes de ordem 0 e 1 do gerador infinitesimal (5.50),

respectivamente.

6 Técnicas de resolucao conhecidas vistas sob a 6tica de sime-

trias

Nesta secao serao apresentados os métodos usuais para resolver equagoes diferenciais, vistos a partir da

teoria de simetrias de Lie.

6.1 Fator integrante

A solucao de uma equacéo diferencial linear nao-homogénea de primeira ordem do tipo

— + F(z)y = G(x) (6.64)

y=eJo FdT/efoz FarQ(z)da.

Esta solucao é obtida multiplicando (6.64) pelo fator integrante pu = el Far ¢ integrando ambos os lados

da igualdade. O fator integrante p = elo Fdr

surge naturalmente se resolvemos (6.64) explorando uma
simetria bastante natural no contexto de problemas lineares. Considere a solugao y, = e~ Jo Fdr g

equacao homogénea



A.S. Pinto, P.N. Silva, A.L.C. Santos Grupos de Lie e EDOs 95

A linearidade da equagdo induz uma simetria para (6.64): o conjunto de transformacoes I'c : (z,y) —
(Z,9) = (z,y + eyn(x)). Ou seja, se y(z) é solugdo da EDO (6.64), entdo também o é sua imagem sob
e, y(x) + eyn(x), pois

%[y(x) +eyn(@)] + F(2)[y(x) + eyn(2)] = ' () + eyp () + F(2)y(x) + F(2)eyn(z)
y(@) + F(2)y(x) + [eyn(z) + eF(2)yn(2)] = y(z) + F(x)y(z) = G(z).
Encontrada uma simetria para (6.64), podemos determinar um novo sistema de coordenadas (as coor-

denadas candnicas) no qual a EDO (6.64) é separdvel. Inicialmente, determinamos o vetor tangente a

orbita do grupo de simetrias:

4z dy d
§:d78|5:0: ) n:dig|€:0:dig(y+€yh)|€:0:yh

e o seu gerador infinitesimal (4.40):

0
ngafx‘f"]afy:yhafy-

Finalmente, para transformar para coordenadas canonicas (r, s), usamos (4.41):
ynry = Xr =0, ynsy = Xs = 1.

Visto que as érbitas de T'. sdo linhas verticais (pois £ = 0), temos r = z. Como s, = y,(z)!, temos
s(z,y) = yn(x)~ty. Note que em (6.64), temos w(z,y) = —F(x)y + G(x). No sistema de coordenadas

(r,s), a equagdo (6.64) se torna

ds _ Sat w(@,y)sy _ WY N —F(z)y + G(z) _ _y(=F(z)yn) N —F(z)y + G(z)
dr re+w(z,y)ry Yi Yn Y Yn

_ Gl _G(r)
yn(z)  yu(r)

Sua solugéo é s(r) = [ yci((rr)) dr={[ fjgng dr. Voltando as variaveis originais, obtemos
(&

y=e I FdT/ef(T Far G (z)da.

6.2 Equagao homogénea

Uma EDO homogénea é da forma

dy

onde F' é uma funcdo homogénea de grau zero®. A homogeneidade de F' e a linearidade do operador

derivada sugerem uma simetria para (6.65): o grupo de transformacgoes

(#,9) = (e, e7y).

3Dizemos que uma fungio f(z,y) é homogénea de grau k se: f(tx,ty) = t* f(x,y), para (z,y) pertencente ao dominio
de fet>0.
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Seu gerador infinitesimal é

X = g(xay)am + n(xay)ay = 3?893 + yaya

onde
dz
E = d7€|5:0 =T
_dy
n= ?8‘620 =Y

Para transformar para coordenadas canonicas (r, s), usamos (4.41):
xry +yry = Xr =0, TSy +ysy = Xs = 1.

Usando o método das caracteristicas, deduzimos que r = £. Admitindo que s, = 0,

r=2 s=m ||
x
s@o coordenadas canonicas para (6.65).

Nestas novas coordenadas r e s, (6.65) transforma-se em uma equagio separdvel

ds

1 1

1
%_—m%—i—F(ac,y)%_f§+F(x~1,x~x _F(l,r)—r7

= [ = C

Voltando as varidveis originais, obtemos uma solucao de (6.65).

[
S—
8=

cuja solugao é

6.3 Reducgao de ordem

Nao apresentamos a teoria de Grupos de Lie para EDOs de ordem mais alta, mas vamos ilustrar como

o método de simetrias é utilizado para reduzir a ordem de uma EDO de ordem 2.
Exemplo 6.1. A equacdo diferencial homogénea de sequnda ordem
y' +p@)y +q(x)y =0 (6.66)
¢ invariante sob o conjunto de transformagoes Uc(xz,y) — (Z,7) = (z,e°y).
De fato, se o fator e® é colocado em evidéncia, obtemos
(€*y)" + p(x)(ey) + q(x)(e7y) = e*(y" + p(x)y’ + q(2)y) = 0.

O gerador infinitesimal do grupo de simetrias I'; é

X = &(,y)0p +1(x,y)0y = y0y,
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onde
dz
f = dii_j‘e:O =
dy
n= dig‘azo =Y

Vamos determinar as coordenadas canonicas. Como £ = 0, as érbitas de I'c sao linhas verticais e tomamos

r = x. Para determinar s, devemos resolver
ysy = Xs = 1.

Isto é, s = Inly| = y = e°. Como r = z, faremos uma mudanca de coordenada apenas na varigvel

dependente. Temos

ds d 1
/ = — = — 1 = — . /
§ == i) =~y
1
= Py
y? y
/ ]' /
p(z)s’ = —-p(x)y
Y
s" + (8/)2 — 1 _y//
Y
Na nova coordenada temos, entao
s" 4+ 5% +p(x)s’ +q(z) = 0. (6.67)

Como (6.67) néo depende de s, a mudanca de varidveis z = s’ reduz a ordem da EDO (6.67):
2+ 22+ p(x)z + q(z) = 0.

a uma EDO de primeira ordem.

7 Consideracoes finais

As simetrias de Lie permitem unificar métodos de resolugao de EDOs apresentados em cursos de gra-
duagao. Seu conhecimento permite também, se formos capazes de definir uma simetria adequada, a
resolugao de algumas EDOs que nao se enquadram nas familias para as quais conhecemos um procedi-
mento de resolugao. Os métodos sao apresentados de maneira natural e deixam de parecer retirados de

uma sacola de truques.
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