SOBRE A NOCAO DE VALORIZACAO

EM UM ANEL DE DIVISAO *
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Resumo

Nesta nota provamos que o primeiro multiplicador e o segundo multiplicador de uma valorizacao

em um anel de divisdo estao fortemente relacionados e provém de dois valores da valorizagao.

1 Introducao

Uma funcao real | - | definida em um anel de divisdo K é uma valorizagdo em K [5] se as seguintes
condigoes sao satisfeitas:
(a) |A| > 0 para qualquer A € K\{0} e |0] = 0;
(b) |Au| = |\ || para quaisquer A, u € K;
(c) existe um nimero real C tal que |1+ A < CseAeKe A <1.

Neste caso, como |1| = 1, tem-se C > 1. Nao ¢é dificil mostrar [2, p. 403] que, para uma funcao
| - |: K — R satisfazendo (a) e (b) e para um ndmero real C, a condi¢do “|1 +A] < C se A € K e
|A] < 17equivale & condigdo “|A + u| < C max{|\|,|u|} para quaisquer A,p € K”. A condigdo (c),
amplamente adotada na literatura, foi introduzida no contexto dos corpos por E. Artin [1].

Para uma fungéao |- |: K — R satisfazendo (a) e (b), consideremos a condicao

(¢) existe um nimero real d tal que |\ + p| < d(JA| + |¢|) para quaisquer A, u € K,
que pode ser encontrada em [4, p. 51] no caso em que K é um corpo. Quando d =1, (c’) é precisamente a
desigualdade triangular, a qual aparece no artigo inaugural de Kiirschék [3] sob a forma “[14+A| < 14 ||
para todo A € K”. Se (c) é vélida para C, (¢’) também ¢ vélida para C; e, se (c¢’) é valida para d, (c) é
vélida para 2d. Logo, (c) e (c’) sdo equivalentes.
Admitamos que | - | seja uma valorizagdo em K e ponhamos
M = inf{C € R; (c) é satisfeita por C} e m = inf{d € R; (c’) ¢é satisfeita por d}.

Entéo (c) é satisfeita por M, (c’) é satisfeita por m e
1<m<M<2m.

O objetivo desta nota é provar que m (o primeiro multiplicador de | -|) e M (o segundo multiplicador

de | -|) estdo fortemente relacionados e dependem exclusivamente de 1 = 1] e |2].
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2 Os Resultados

O primeiro resultado equivale ao teorema provado em [6].

Teorema 2.1 Se |- | é uma valorizacdo em um anel de divisdo K, entdo
M = max{1, |2|}.

Demonstragio. O teorema ao qual acabamos de nos referir afirma que a condigdo (c) é satisfeita por
max{1,|2|}. Por outro lado, suponhamos que (c) seja satisfeita por um nimero real C.
Entao
1<C e |2|=]1+41<C,

o que fornece C' > max{1,|2|}. Portanto, M = max{1, |2|}.

O segundo resultado é uma extensdo ao caso nao comutativo da Proposicao 3, p. 56 de [4]. Sua
demonstracao se espelha naquela da referida proposicao, exceto na maneira pela qual o teorema do

binémio é aplicado.

Teorema 2.2 Se |- | é uma valorizacdo em um anel de divisao K, entdo

v
m=maxq1l,— ».
2

M
Mais precisamente, m =1se 1 < M <2em = > se M > 2.
. M
Demonstracao. Ponhamos ¢ = max < 1, 5 (- Como M < 2/, temos
X+ pl < 20 max{[A], |ul}
para quaisquer A, 4 € K. Consequentemente, por indugao,
A1+ Ao+ 4 Ao | <2707 max{| A, | A2, ..o [Aor|}

para todo inteiro r > 1 e para quaisquer A1, Aa,...,A2r € K. Em particular, |2"| < 2" ¢" para todo
inteiro r > 1. Sejam r um inteiro > 1, n =2" ¢ A € K\{0}.

Afirmagio 1. |14 A"t < 2n (1 + W)n_l-

Com efeito,

|1 + )\|n—1 — |(1 + )\)n—l‘

-1 -1 -1 —1
27 parcelas
() ()]

=nf" max
0<k<n—1

<2"¢" max
0<k<n—1
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Antes de prosseguir, provemos a

Afirmagao 2. Parar=1,2,... e 0<p<2", |p|<2pl".

Mostraremos a validade da Afirmagdo 2 por induc@o sobre » > 1. Realmente, a afirmagao é dbvia
para r = 1. Admitamos r > 1 e suponhamos a afirmagao valida para r — 1. Devemos entao mostrar que
Ip| < 2pf" se 0 < p< 2", o que é verdadeiro se 0 < p < 2”1, Suponhamos 2"~! < p < 2" e escrevamos
p=2""1t+(p—2""1). Entdo

Ipl < 2¢max{[27|, [p — 277"} = max{26]27"|, 20p — 277"},
Se |p| < 202771, como 2771 < 27711 vem
p| <2027t =2m 0 < (2p)07,

pois 2" < 2p. Admitamos agora |p| < 2¢|p — 2", Como p —2"~! < 2" —2"~1 = 27=1 4 hipéStese de
indugao fornece |p — 2771 < 2(p — 2"~ 1)¢"=t. Como 2(p — 2" 1) < p, vem

lpl <2p— 2771 < (202(p — 27 )t < 2p Tt = 2p 7
Retomemos a demonstragao da Afirmagao 1. De fato, lembrando a igualdade
n—1
n—1
27’7,71 —
> (")
k=0

e aplicando a Afirmacgao 2, obtém-se

1+ A" <nf" max
0<k<n-—1

n—1
n—1 & -
(1) e (5

()] we)

(" ; 1> |)\|’“> =2n "t (14 \A|)"’1,

n—1

< on (" ! (Z
k=0

provando a Afirmagao 1. Logo,

2" +r—1

11+ A <271 7750 (14 )]

para todo inteiro r > 1. Como lim 227-T =1e lim ¢ -1 =/ segue que
r—00 T—00

|14+ A <214 |A]).

1

Finalmente, para quaisquer A, u € K, com pu # 0 e |A| < |ul, substituindo A por Ap~' na desigualdade

imediatamente acima (que é 6bvia se A = 0) obtém-se
A+l < LA+ ),

, 0 que implica £ =

M
de onde resulta que m < £. Por outro lado, ja sabemos que m > 1 e m > 5

M
max {1, 2} < m. Portanto, m = max {1, 2}, como queriamos demonstrar.
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Observagao 2.3 Se || é ndo arquimediana, M = 1; logo, m = 1. E, se | -| é arquimediana, o Teorema

2
2.1 fornece M = |2|. Portanto, se | - | é arquimediana, o Teorema 2.2 fornece m = 1se [2| <2 e m = %
se 2] > 2.
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