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Resumo

O método de Ford-Walford é aplicado a modelos de dindmica populacional, cujas
solugBes apresentam um comportamento assintético, tendendo a se estabilizar com o
decorrer do tempo. A finalidade do método é determinar o valor para o qual uma solu¢do
ird se estabilizar, que chamaremos de valor de estabilizagdo da solucéo e seré denotado
por P,. O objetivo desse artigo é mostrar as limitacfes da aplicabilidade do método de
Ford-Walford, quando a modelagem matematica do problema de dinamica populacional
é a equacdo generalizada de von Bertalanffy.

1 Introducéo

Em muitos processos de modelagem matematica de um problema real ndo é
conhecida a formula da funcdo que seria a solucdo do problema estudado. O que esta
disponivel € um ndmero finito de dados, P;, que sdo obtidos experimentalmente por meio
de processos estatisticos, em que o dado P; é referente ao tempo ¢;,j = 1, ..., n. Os pontos
(tj, Pj),j =1, ...,n, podem ser representados em um grafico que sugere qual seria a curva
de tendéncia desses dados [1, p. 46-47]. A curva de tendéncia, também chamada de curva
de ajuste ou curva de regressdo, sera o grafico de uma funcédo, P = P(t), que relaciona

os dados P; e t;, respectivamente, e que pode ser determinada por meio do método
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estatistico chamado método de regressao [1, p. 488-489]; ou, como solucdo de um modelo
matematico.

Supondo que a curva de tendéncia, P = P(t), seja continua e se estabilize, o método
de Ford-Walford € aplicado, visando determinar o seu valor de estabilizacdo, P, =

tlir+n P(t), sem que seja conhecida a expressdo matematica da curva P = P(t).

O objetivo desse artigo é apresentar as limitacdes quanto a aplicabilidade do método
de Ford-Walford para estimar o valor de estabilizacéo, P,,, quando o modelo matematico
adotado para descrever um problema de dindmica populacional é a equacédo diferencial
ordinaria conhecida como equacdo generalizada de von Bertalanffy.

Na expressdo da equagdo de von Bertalanffy, ha uma constante ou coeficiente de
alometria, y, em que 0 <y < 1. Com essa condi¢do sobre a constante de alometria e
supondo que a taxa de variacdo instantnea da variavel P em relacdo ao tempo é sempre
positiva, a equacdo de von Bertalanffy apresenta um unico ponto de inflexao, cujo valor
da variavel dependente, nesse ponto de inflex&o, serd denotado por P, e sera denominado
de valor de inflexdo. Para a equacdo generalizada de von Bertalanffy, os valores de
estabilizacdo e de inflexdo devem satisfazer uma relacdo de desigualdade. Apresentamos
os detalhes de como obter a inequacdo que expressa essa desigualdade, que € apenas
mencionada em [7, p. 6].

2 A Equacédo de von Bertalanffy Generalizada

Em 1938, von Bertalanffy exp6s em [4] uma equacdo que relacionava o crescimento
de uma determinada espécie de individuos, tendo em vista a relacdo entre a taxa de
variacdo do peso do individuo em relagcdo ao tempo, a sua superficie corporal e 0 seu
préprio peso. A equacdo de von Bertalanffy é utilizada como modelo matematico para
analise do crescimento de varias espécies animais, como: peixes [2, p.136-140], aves [3,
p. 82] e suinos [6, p. 101-109].

O peso P = P(t) de cada espécie animal é expresso, em funcdo do tempo t, através
de um problema de valor inicial ou problema de Cauchy, em que a equacéo diferencial é

chamada de Equacéo de von Bertalanffy, com condicéo inicial P(0) = P,.

dap

{z— as — pP . 2.1)
P(0) = P,
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No problema de valor inicial (2.1), as constantes envolvidas sdo assim caracterizadas:
e S representa a superficie corporal do animal, que serd dada em funcdo do proprio

peso;

e € uma constante positiva, chamada de constante de anabolismo, que representa a
taxa com a qual determinada espécie consegue ganhar massa corporal;

e [ é outra constante positiva chamada de constante de catabolismo e representa a
diminuicdo ou perda de massa.

Pode-se estabelecer uma relacdo de alometria entre o peso do animal e sua superficie
corporal, obtendo-se uma nova constante positiva, chamada de constante alométrica ou
coeficiente alométrico que, portanto, varia conforme a espécie estudada. Obtém-se,
assim, uma relacdo do tipo S = hPY, em que h > 0 € a constante de proporcionalidade
que sera incorporada a constante de anabolismo « e y é a constante alométrica.

Substituindo a superficie corporal por sua relacdo com 0 peso, reescrevemos 0

problema de Cauchy dado em (2.1) como:

. 2.2
“ ) = P, 22

{d—P = aPY — BP

A fim de que a modelagem matematica esteja adequada a descricdo do problema real
de crescimento animal, a constante alométrica, y, deve ser tal que 0 <y < 1 [2, p. 141].
De fato, paray = 1, a equacao diferencial dada em (2.2) recai no modelo de Malthus e o
crescimento do peso do animal seria exponencial, 0 que ndo corresponde a realidade. A
andlise é analoga para y = 0, porém havendo decaimento exponencial do crescimento.
Se o valor da constante alométrica fosse maior que 1, a taxa de variacdo instantanea do
peso em relacdo ao tempo tenderia a crescer e 0 peso do animal ndo iria se estabilizar,
visto que a parcela aPY apresenta coeficiente « > 0.

A equacdo diferencial em (2.2) é uma equacao do tipo Bernoulli [3, p.78], 0 que nos
permite transforma-la em uma equacéo diferencial linear, por meio da mudanga de

variavel: p = P17, Desta forma, determina-se a solucéo de (2.2):

1 1

P(t) = (%)E (1 +cE e‘(l"’)ﬁ’f)E (2.3)

a
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sendo o valor da constante C determinado pela condicdo inicial P(0) = P, dada.
De (2.3), 0 peso maximo atingido ou valor de estabilizacdo do peso da espécie animal
estudada sera dado por: P, = tlig-n P(t).

1 1 1
a

P, = lim P() = lim (£)7 (1+cLe-0mp )™ = (57 (24

Supondo que a solugdo P = P(t) possua derivada até segunda ordem, observamos
que esta fungdo possui um unico ponto de inflexdo. O valor do peso, nesse ponto, sera
chamado de peso de inflex&o e denotado por P;. De fato,

dazp dp dp
- yv-12- _ g
dtz P dt B dt (2.5)
dazp dp
L ar y-1_p) =
= 0 @ (ayP p)=0 (2.6)

Em um problema real, supondo que o animal esteja recebendo alimentagdo adequada,

a taxa de variagdo instantanea do peso em relagéo ao tempo, Z—I; (t), sera sempre positiva.
Assim, de (2.6) temos um Unico valor P; para o qual a derivada de segunda ordem se
anula. Analisando o sinal da derivada segunda em (2.5), o ponto (t;, P;) € 0 Unico ponto
de inflexdo da funcdo P = P(t), sendo t; 0 tempo em que 0 peso P; é atingido.

E possivel estabelecer uma relacdo entre a constante de alometria, y, e os valores de
inflexdo, P;, e de estabilizacdo, P,,, dasolugdo P = P(t). De (2.6) temos a relagéo entre

o valor de inflexdo e as constantes da equacao de von Bertalanffy:

Pll_y _a
—=7 . 2.7)

De (2.4), % = P, e substituindo na expressao (2.7) acima, temos:
1-y 1-y
P Y=o (Pﬁ) =1

14 Pr 14

Obtemos a seguinte relagdo entre y, P; e Py:

In (’;;';) = ﬁln (%) . (2.8)
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3 O Método de Ford-Walford

O método de Ford-Walford, apresentado em [2, p. 72-73], € aplicado a modelos de
dindmica populacional, cujas solugbes P = P(t) apresentam um comportamento
assintotico, estabilizando com o decorrer do tempo, 0 que, matematicamente, € expresso

pelo limite: P, = 1im P(t). O método tem como objetivo determinar o valor de

estabilizacdo, P,, a partir de um numero finito de dados experimentais e sem que a
expressdo matematica da funcdo P = P(t) seja conhecida.

O método de Ford-Walford &, também, um método de ajuste de curva que considera
valores subsequentes de dados experimentais (P, P;4+1), onde, P, = P(t), e visa
estabelecer uma funcéo de ajuste, P, = g(P;), relacionando os dados (P;, P;1).

Proximo ao valor de estabilizacéo, P,,, observa-se que P; é aproximadamente igual a
P.y1 (P; = P,q). Assim, supondo que a funcédo de ajuste, P;,; = g(P;), seja continua,
o valor de estabilizacdo € um ponto fixo da funcédo g; isto €, P, = g(P,).

De fato, P, = %im P, = %im P, .1 . Sendo a fungéo de ajuste, g, continua,
P = tlrimPt+1 = ng(Pt) = g(%imPt) =g(R,).

Portanto, pelo método de Ford-Walford, o peso de estabilizacdo P, € determinado

achando a funcdo de ajuste g e resolvendo o sistema:

Py =g(P)
3.1
{ Piy1 =P ( )

Como o método de Ford-Walford sera aplicado a dados (t, P, ) para 0s quais a curva
de tendéncia, P = P(t), iré se estabilizar com o tempo, para a determinacdo da fungéo g
em (3.1), ndo ha a necessidade de considerar todos os dados P, disponiveis, mas somente
aqueles para os quais a tendéncia a estabilizacdo j& possa ver observada. Dessa forma, o
método de Ford-Walford se mostrard mais eficiente, quanto maior for o0 nimero desses

dados.
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Exemplo 3.1 Consideremos os dados sobre os pesos de suinos machos de corte, dados
em Kg, e mensurados semanalmente, obtidos em [6, p. 104]. A Figura 3.1, cujo grafico
foi tracado usando as fungdes de Estatistica do programa Excel, indica a tendéncia de

estabilizacdo dos dados P = P(t).

Figura 3.1: Gréfico de Dispersdo Idade x Peso Suino Macho de Corte

Peso de Suino Macho de Corte
em funcado da Idade
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Para a estimativa do valor de estabilizagédo serdo utilizados os pesos mostrados na
Tabela 3.1, que correspondem aos treze Ultimos dados disponiveis sobre o peso do animal

da tabela encontrada em [6, p. 104].

Tabela 3.1: Suino Macho de Corte — Peso corporal (Kg), mensurado semanalmente.

P Priq
73,96 81,18
81,18 88,48
88,48 95,81
95,81 103,16
103,16 110,47
110,47 117,65
117,65 124,59
124,59 131,15
131,15 137,22
137,22 142,68
142,68 147,48
147,48 151,54
151,54 154,83

Fonte: Agroceres PIC de Ponta Nova/MG, apud OLIVEIRA, L. de et al. [6, p. 104].
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O coeficiente de Pearson [1, 102-104] calculado para esses treze dados € proximo de
1, o0 que indica que esses dados podem ser ajustados por meio de uma funcéo linear. A

equacdo da reta de ajuste, usando uma aproximacao com duas casas decimais, seré:

Py = 0,95P, + 11,63 . (3.2)
Na Figura 3.2, € mostrado o grafico de dispersdo desses treze dados (P;, P;y1 ).

Figura 3.2: Método de Ford-Walford

Método de Ford-Walford
y=0,95x+11,63
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O peso de estabilizacdo, P,, é a solu¢do do sistema:

P;.1 =095P; + 11,63
. 3.3
{ Py =P ( )

A solucdo do sistema (3.3) fornece P,, = 232,61 Kg, usando aproximacdo com duas

casas decimais. A solucédo gréafica do sistema (3.3) pode ser visualizada na Figura 3.3,
obtida através do programa Geogebra.
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4 Limitagdes do Método de Ford-Walford quando aplicado a Equacao

Generalizada de von Bertalanffy

Mesmo que o modelo generalizado de von Bertallanfy, dado em (2.2), seja bastante
adequado para a andlise de crescimento de alguma espécie animal, em problemas reais as
constantes de anabolismo, catabolismo e de alometria hem sempre sdo conhecidas,
devendo ser determinadas utilizando o nimero finito de dados experimentais levantados
sobre a variavel P, em certos intervalos de tempo. Essa é a razdo de se aplicar,
primeiramente, o método de Ford-Walford; lembrando que o método permite determinar,
a partir dos dados levantados, o valor de estabilizacdo P,,, atraves da resolucéo do sistema
(3.1). Para o crescimento de aves de corte, Bassanezi sugere, em [3, p. 82], utilizar o valor
da constante alométrica como sendo y = 2/3, 0 mesmo valor usado por von Bertalanffy
para crescimento de peixes. Porém as constantes de anabolismo e catabolismo, a e 8
respectivamente, ndo sdo conhecidas. Seus valores serdo determinados, com o
conhecimento do valor estabilizagdo P,, . Ja, pela formula (2.8), é possivel avaliar o valor
da constante alométrica, quando esta ndo é conhecida, usando o valor de estabilizacdo e
uma estimativa do valor de inflex&o, como em [5, p. 52-57] e [2, p. 296-300].

A proposicao seguinte estabelece qual a condigdo que deve ser satisfeita pelos valores
de estabilizacdo e de inflexdo de uma solucdo da equacdo de von Bertalanffy, com
constante y, tal que 0 < y < 1, apresentando os detalhes da citacéo de [7, p. 6].
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Proposicédo 4.1 Seja P = P(t) uma solucdo da equagéo generalizada de von Bertalanffy:

dP pY _ gp

ac ~ “ p
em que as constantes «a, 8 sdo positivase 0 < y < 1. Sejam P; o valor da funcao no ponto
de inflexdo da curvae P, = tlir+n P(t). Entdo P,, > eP;, sendo e 0 nimero de Euler.
Demonstracéao

Consideremos a equacdo (2.8):

Como 0 < y < 1, consideramos o limite do segundo membro da equacéo, paray — 1°.
Temos que: 1 —y —» 0™, % - 1%e ln(i) - 0*.

O limite:

Assim, quando y — 17, temos que a funcdo f(y) = ﬁln (%) - 1* e o valor de

In (Pﬂ) também se aproxima de 1.
Py

Como as populacOes sdo sempre positivas, temos:

P Py
1n(—)>1<:>—>e<:>Poo>eP,.
Py Py

Portanto os valores de estabilizacdo e de inflexdo devem satisfazer a desigualdade:

P > P, (4.1)
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Em [5, p.54-55] séo apresentadas estimativas do valor de estabilizag&o de uma curva
que descreve o crescimento de suinos, usando o Método de Ford-Walford e utilizando
dados obtidos em [6, p. 104]. Em uma delas, o valor de estabilizacdo encontrado nao se

mostra adequado a realidade, por ndo satisfazer a condicéo (4.1).

5 Conclusao

Para uma curva gue seja uma solucéo da equacao de von Bertalanffy, a desigualdade
(4.1) estabelece que o valor de estabilizacdo deve ser bem maior que o valor de inflexdo
dessa curva. Portanto, se for possivel modelar o problema real por meio da equacgéo de
von Bertalanffy, essa condicdo indica uma limitacéo a aplicabilidade do método de Ford-
Walford, que pode ndo apresentar um resultado adequado para o valor de estabilizacao.
Conforme observado em [2, p. 77], ndo é conveniente aplicar o método de Ford-Walford
quando dispomos de poucos os dados experimentais, com valores superiores ao valor de

inflexdo da curva.
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