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Resumo

Apresentaremos neste artigo a demonstragdo de uma desigualdade do tipo Wirtinger — uma de-
sigualdade que envolve integrais de func¢ées do R™ que estima a norma de uma funcio w através
da norma de seu gradiente Vu. Iniciaremos com um pouco da histéria da prépria desigualdade
de Wirtinger e em seguida partiremos para a demonstracao a qual nos propusemos inicialmente e,
para tal, utilizaremos alguns importantes conceitos, coroldrios e teoremas de anélise funcional e de
medida e integragdo. Vale ressaltar aqui que a desigualdade apresentada ndo é um caso particular

da desigualdade de Poincaré.

Abstract

We present in this article the demonstration of a type Wirtinger inequality — an inequality that
involves integrals of functions of R™ estimating one function u through its gradient Vu. We'll start
with a little history of Wirtinger’s inequality. We prove the inequality we initially set out by means
of important concepts, corollaries and theorems of functional analysis and integration measures. It

is worth mentioning here that inequality presented is not a particular case of inequality of Poincaré.

1 Introducao
A desigualdade de Wirtinger pode ser enunciada assim:

Seja f uma funcao periddica de periodo 27 e tal que sua derivada f’ é de quadrado integréavel.
Se 027'r f(z)dx = 0, entdo

27 27
f(z)dx < f'(x)*dx (1.1)
0 0
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, f(r) = Acosz + Bsenz, onde A e B sdo

constantes.

Vale destacar que esta desigualdade torna-se importante pelo fato de dar uma estimativa da funcao f

através da sua derivada.
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O modo como esta desigualdade se apresenta em (1.1) ndo é inico. Ha outras configuracoes para ela,
com enunciados distintos e sob condi¢oes um pouco diferentes, além de algumas generalizacGes ou casos

particulares. Por exemplo, em 1905, Almansi [1] provou que

/ab F(a)2de > <b2_7ra>2/abf(x)2dz (1.2)

sob as condigbes de que as fungoes f e f’ sejam continuas no intervalo (a,b), que f(a) = f(b) e que
f; f(z)dx = 0.

Observe que, ao substituirmos em (1.2) os valores a e b por 0 e 2w, respectivamente, recaimos em

(1.1), pois f(0) = f(2m), ou seja, a fungao é periddica de periodo 27, e fOQTr f(z)dz = 0. No entanto, as

hipéteses feitas sobre f e f/ em (1.1) sdo mais fracas.

Outro exemplo vem de Picard [5] que buscou encontrar o valor que maximiza o quociente

J2 pla) f(x)?dx
ff f(x)2dx

supondo que as fungdes f e f’ sejam continuas, f(a) = f(b) e p, uma fungdo positiva e continua no

(1.3)

intervalo (a, b).

O presente artigo também traz uma desigualdade do tipo Wirtinger que sera analisada e demonstrada.
Tal desigualdade surge no contexto da anélise da existéncia de solugéo da equagao de Cahn-Hilliard (para

mais detalhes, ver Temam [6]).

2 Resultados preliminares

Neste artigo, denotaremos por LP o espaco das fungoes p-integraveis. Sua norma sera denotada por |- || »
No caso particular em que p = 2, temos o espago das funcées de quadrado-integravel e sua norma é dada
por ||u|lzz = /[ |u(z)]2dz = \/<u,u>; por H', o conjunto das fungoes de quadrado-integrével cujo
gradiente também é quadrado-integrdvel; por L3,, as fungdes pertencentes a L? que possuem média zero,
ou seja, fungdes tais que [u(z)dz = 0; por Vu, o gradiente da fun¢do u; por u*(z) = max{u(z),0} e
u” (z) = max{—u(z), 0}, dividindo a fun¢ao de maneira tal que possamos escrever u(z) = u™ (z) —u™ ()
e q.t.p. uma abreviatura de em quase toda parte (ou quase sempre).

Usaremos alguns teoremas de convergéncia de integrais:

Teorema 2.1 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam g uma fungdo integrdvel sobre E e f, uma

sequéncia de fungoes mensurdveis tais que |fn| < g em E todo x. Se f(x) = lim f,(z) para quase todo

x € B, entdo
[t =1im [ (@)
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Para a demonstragao deste teorema, ver Royden [4], p. 91.

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado). Seja (g,) uma sequéncia de funcgées
integrdveis que converge q.t.p. para uma func¢do integrdvel g. Seja (fn) uma sequéncia de fungées men-

surdveis tais que |fn| < gn. Se (fn) converge q.t.p para f e

[ o) =1im [ g..
/leim/fn.

Para a demonstracao deste teorema, ver Royden [4], p. 92.

entao

Para efeito de completude, apresentamos um teorema de imersao compacta para espacos de Sobolev.

Teorema 2.3. Seja U um subconjunto aberto e limitado do R™ tal que OU ¢é de classe C'. Suponha que

1 <p < n. Entio a imersio de W*P(U) em LY(U) é compacta para todo 1 < q < =.

Para a demonstracao deste teorema, ver Evans [3], p. 272.

3 Uma desigualdade do tipo Wirtinger

A desigualdade do tipo Wirtinger (3.6) que serd demonstrada mais a frente tem o mesmo aspecto que a

desigualdade de Poincaré (3.4), entretanto néo é considerada sua generalizacao.

Teorema 3.1. Se Q ¢ um conjunto aberto, limitado e conexo de R™ com fronteira Ct, entdo eriste uma
constante C = C(Q) tal que

llullrz < C||Vul|Le, Yu € HY(Q) N L3,(Q). (3.4)
Esse resultado ainda ¢ vélido para os espagos W, p (v. Attouch, Buttazzo e Michaille [2], p. 179).

Teorema 3.2. Se Q) é um conjunto aberto, limitado e conexo de R™ com fronteira C', entdo existe uma
constante C = C(Q) tal que

llullzr < C||Vul|Le, Yu € WHP(Q) N LA, (). (3.5)

Como um corolério da desigualdade de Poincaré, temos a desigualdade de Poincaré-Wirtinger (v. At-
touch, Buttazzo e Michaille [2], p. 180):

Coroldrio 3.1. Se Q é um conjunto aberto, limitado e conexo de R™ com fronteira C*, entdo existe uma
constante C = C(Q) tal que

< C||Vul| e, Yu € WHP(Q).
Lp

u—— [ u(z)dr
9] Jy "
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Mostraremos que esta desigualdade ainda é valida para qualquer poténcia p > 1 de u. Mais precisa-

mente, vamos provar o seguinte teorema

Teorema 3.3. Sep > 1 e Q é um conjunto aberto, limitado e conexo de R™ com fronteira C*, entdo

existe uma constante C = C(Q) tal que
w2 < CIV@P)llzzs  Yu € HYQ)NL3H9), (3.6)
onde L?ﬁ denota o conjunto das funcoes pertencentes a L?P que possuem média zero.
Demonstrag¢ao. Seja p > 1. Suponhamos, por absurdo, que nao exista C' tal que
[u?[L2 < ClV(w?)] L2

para todau € L7 (Q) tal que Vu? € L*(Q). Neste caso, para cada k existe uy € L?(Q) com VuP € L2(RQ)

tal que
lugllze > K[V (i)l L2 (3.7)
Seja vy a funcao dada por
P
Uk,
Vfp = —5—. (3.8)
il 2
Consideremos p .
Vk,m = (u}f) Vk,n = (u]f:) .
[[upll L2 [Jugllz2

Por hipétese, u, € HY(2). Logo, pela a regra da cadeia, a derivada de v, pode ser expressa como

Vo= () = V) = ) Y (39)

|| 2 ||| 2 [ 2

Analogamente, obtemos que

Vogm = (u+)p_1V(u2) e Vo n = (ug )P~ 1V(uk )

[EA ||L2 (AP HL2

Assim, fazendo o quadrado da norma de Vg, obtemos

V(ub) 1
Vo2 = /Q | e = /Q V() 2da

[ 2
1
— e | [ NPt [ 9Pl
llupllZ2 |/ {ur (2)>0} {ur(x)<0}

1
| | Pl PV + [ Pl(ur)? Vi Pde
lupllze | Jiun@)>01 {ux (2)<0}

2

Zmlnzp /9192\(%)’”‘1|2\V(u2)|2dx+/ [y )PPV (u )|2dx]

By Ul P i i
Q Q

AP IR
_ 2 —_\p— _ 2
[ [Pl Sl i)
Q Q
= 190 m 3 + [V a2

dx

(A (A
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Portanto, por (3.7) e por (3.9), temos

1 1
IV@ealzs <2 e V()2 < 7 (3.10)
pois,
u? V()2 1
”ka”L2 — Hv < pk ) _ ” (pk)”L < %
llugllz2 /1l 2 [l 22

Logo, as sequéncias de fungoes v, m, € vk, sdo limitadas em H'(Q). Pela imersdo compacta de H'(Q)
em L? (), podemos extrair subsequéncias, ainda denotada por vy ,,, € Vi n, tais que vy, € vy, convergem
respectivamente para v,, e v, em L? e também q.t.p.. Por outro lado, por (3.10), temos Vuv,, = Vv, =0
q.t.p. em Q. Logo, v,, e v, sao constantes, uma vez que €2 é conexo.

Sejam

+ —
~ yp _ % = Up _ Y =~ 1/p = 1/p
v = v = Um =V, U =0,/ 3.11
k,m = km ” ||1/p k,n kn ” ||1/p m m n n ( )
A convergéncia q.t.p. de vk m a vy, € de vg, a v, implica a convergéncia q.t.p. de Uy p, & Uy, € de Vg, a

Up. Além disso, temos
[Bim = Bm|* < 20T m | + [0 [*] < 2 (max{1, [vgm|*} + max{1, [vn|*})
<224 [l + [om]?)
Pelo teorema da convergéncia cominada generalizado, temos U ,,, converge a 9, em L?({) e, por esti-

mativas andlogas, Uy, converge a v, em L?(£).

Sejam

~ U uZ‘ Uy, ~ ~ -~ ~

= - = Vk,m — Uk e V= "Upy — U
R no nor

[ R
Como v, € L3,(£), temos
/5 /(575;6)
Q Q

1. U3 — ¥ em L? e ¥ é constante q.t.p. em 2 e

<o (/ wm?)
Q

Temos

2. 7 e L2,(9).

Portanto, como €2 é conexo, v = 0. Mas isto implica v,, = v, = 0. De fato, a convergéncia q.t.p.
de Vg m & Uy, € de Ui, & Uy, implica a existéncia de subsequéncias, ainda denotadas por Uk, € U n que
convergem quase uniformemente a v,, e v,, respectivamente.

Suponhamos por absurdo, que v, = v, = ¢ > 0. Seja § = %l pela convergéncia quase uniforme,
existem Mg, Ng C € tais que

|M5| <9d e |N5| <46
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e
:Jk,m — Em e 5}€’n — En
uniformemente em Q \ (M U Ns).
Portanto, para € = {, existe kg tal que
[Uko,m () — Um(2)] <€ € [Uko,n () — Un(z)] <€

para todo z € Q\ (Ms U Ns).

Sejam
m ={x € Q, |Vkg,m(z) — U ()] < e} e A, ={z € Q, |[Ukyn(z) —vp(x)| < e}

A escolha de € e a defini¢ao de Uy y, € Uy, tornam tais conjuntos disjuntos. Portanto, como A,, UA, C Q
e Q\ (MsUNj;) C A, Ay, temos

3 Q
3100 = 2100 — 2 < 2100 — 2ty U NG| = 200 (1450 N < 14+ 14,1 < [0,

Contradigao. Logo, vy, = v, = 0.

Sejam

|uk|”

’l}k:W:Uk7m+Uk7n (§] 'U:Um+’l]n:0

kL
Temos
1. vy — v em L?;
2.

. )2
||v|\2Lg:thrgo/ [Vkm + Vi | de = Jim ||“k|| /|uk (up)?|” do

- do = 1.
;Hoc |uk|| /'“k‘ v

Contradigao!

4 Consideracoes Finais

Vamos agora destacar alguns aspectos do Teorema 3.3. Observe que para demonstré-lo, nao era possivel
em (3.8) simplesmente extrair a raiz p-ésima de vy pois ao extrai-la nem sempre obtinhamos fun¢oes

de média zero, fato que foi essencial para a obtengdo de uma contradicdo. A utilizacdo das sequéncias
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auxiliares (U m,) € (V) permitiu explorarmos o fato de cada elemento uy, da sequéncia original ter média
nula para deduzir que seus limites v,, e v, eram nulos. Sem a extracdo da raiz p-ésima, o argumento nao
teria funcionado. Além disso, é vale lembrar que a desigualdade do tipo Wirtinger (3.6) aqui apresentada
nao é um caso particular da desigualdade de Poincaré (3.4) pois obtivemos uma estimativa da norma
2p de uma funcao u em termos da norma 2 do gradiente de u? quando u tem média zero. Essa mesma
estimativa no contexto da desigualdade de Poincaré s6 estaria garantida se soubéssemos que a funcao u?

tem média zero.
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