TEOREMA DO PoNTO F1XO DE BROUWER*®

PATRICIA REIS MARTINS' CARLOS FREDERICO VASCONCELLOS?

Resumo

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é talvez o teorema de maior relevancia a res-
peito da existéncia de um ponto fixo. E, apesar de ter recebido criticas do proéprio
Brouwer quanto a construc¢ao da sua demonstragao, com base no terceiro excluido (por
absurdo), possui utilidade e aplicagdo em areas diversas dentro da matematica e além
dela, produzindo e ampliando conhecimentos.

Em [1], N. Dunford e J. Schwartz apresentam uma prova para o Teorema de Brouwer,
utilizando teoria de aproximagcao de fungoes, diversas vezes citada em trabalhos envol-
vendo Ponto Fixo, e de grande rigor matemaético.

Neste Projeto Final, apresentamos e detalhamos a prova do Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer encontrada em [1] para melhor compreensao, buscando motivar este trabalho
com um pouco da historia deste Matematico Genial e algumas demonstracées mais
triviais. E nos colocamos em busca de aplicacoes que possam ilustrar e solidificar toda

esta brilhante teoria.

1 Introducao

Muito da histéria do matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer pode ser encon-
trado em The life of L.E.J. Brouwer, Van Dalen, Dirk, um livro que retrata sua personalidade
e tendéncias, a época tumultuada em que viveu, seus conflitos e sua vida como matematico.
Mas o Teorema do Ponto fixo ocupa lugar de destaque em sua histéria, sendo objeto de es-
tudo e aplicagao. Nosso trabalho é tornar compreensivel uma das provas apresentadas para
este Teorema e motivar sua aplicacao. Procuramos apresentar de maneira mais detalhada
o teorema demonstrado em [1] e estaremos dando continuidade a este trabalho, buscando

aplicagoes diretas e significativas para este teorema.

* Palavras chave: Pontos fixos, fungoes continuas
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2 Historia de Brouwer

L.E.J BROUWER (Luitzen Egbertus Jan Brouwer) nasceu em Overschie no dia 27 de
fevereiro de 1881 vivendo até o dia 2 de dezembro de 1966, em Blarium. Foi uma figura
notavel e um génio matematico com fortes tendéncias filosoficas. Matematico holandes, gra-
duado na universidade de Amsterdam, Brouwer trabalhou em topologia, teoria de conjuntos,
medidas matematicas e analise complexa. Fundou o intuicionismo matematico como oposto
ao formalismo dominante, passou muito tempo em busca da teoria intuicionista dos niimeros
reais.

Suas tendéncias filoséficas o levaram a uma discussao sobre a natureza matematica com
David Hilbert, que defendia a escola formalista. Costumava envolver-se em questoes contro-
versas, como na questao sobre a politica editorial de um jornal especializado, Mathematis-
che Annalen no final dos anos 1920, e uma campanha para desfazer o boicote de cientistas
alemaes. Seu senso de justica se manifestava tanto no campo cientifico quanto no campo
politico, e o tornou uma figura emblematica junto a sociedade holandesa.

Tornou-se conhecido pela demonstracao de um Teorema que recebe seu nome, TEO-
REMA DO PONTO FIXO DE BROUWER.

Inicialmente proposto em 1910, este Teorema é um importante resultado que garante a
existéncia do ponto fixo em fungoes continuas sob certas condigoes. O teorema proposto por
Brouwer pode ser considerado uma relevante contribuicao em &dreas da matemética como
analise, algebra, logica, com desdobramentos e aplicacoes em economia, computagao, fisica

e engenharia.

3 Ponto Fixo

Em matematica, define se ponto fixo de uma funcao, como sendo um ponto do dominio
desta func@o que nao se altera pela sua aplicacao, isto é, x € A é dito ponto fixo de uma
funcao f: A — A se f(x) ==x.

Existem diversos teoremas que garantem a existéncia de pelo menos um ponto fixo para
fungoes que satisfazem a determinadas condic¢oes, propostos por diversos mateméaticos como
por exemplo: Banach, Schauder, Kakutani e Brouwer. Sendo o teorema proposto por

Brouwer considerado um dos resultados mais relevantes e de maior impacto em areas di-
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versas. O conceito de ponto fixo pode ser utilizado na descricao de conceitos fundamentais,

tais como equilibrio e estabilidade.

4 Conceitos Preliminares

Definigao 4.1 (Bola unitéria fechada). Denotaremos por S, a bola unitdria fechada definida
por
S:={x|zeR" |z|| <1}

e sua fronteira serd denotada por

§ = o | € RY, [lal| = 1}

Teorema 4.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) <
d < f(b) entdo eziste ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Corolario 4.1.1. Se I C R é um intervalo e f : I — R é continua entao f(I) é um intervalo.

Demonstragao do teorema 4.1 e do coroldrio 4.1.1 em [2] pags. 77-78

TEOREMAS DE APROXIMACAO

Teorema 4.2 (Teorema de aproximacgao de Weiertrass (na reta)). Seja f uma funcao
continua num intervalo compacto de R, e tomando valores em R. Entao f pode ser uni-

formemente aproximada por polinomios.
Demonstragao do teorema 4.2 em [3] pag 163

Teorema 4.3 (Teorema de aproximagao polinomial). Seja f uma fun¢do continua cujo
dominio K é um subconjunto compacto de RP e cujo contradominio pertence a R? e seja
e > 0. Entdo existe uma fungao polinomial p de RP em RY tal que ||f(x) — p(x)| < € para
r e K.

Demonstragao do teorema 4.3 em [3] pag 174
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Corolario 4.3.1. Se f : S — S € uma fungao continua entao dado € > 0, existe uma fun¢ao

polinomial p:S — S tal que ||f(x) —p(z)|| <e Vres.

Demonstracao. Seja f : S — S uma funcao continua, pelo teorema 4.3, temos que para cada

1
k pertencente aos N existe um polinémio Py(z) tal que ||Py(z) — f(2)] < o Ve e S.

1
Defina p, = (1— E)Pk(:v)

Como

1P (@) | = [ Pr() = f(2) + f@)] < ([ Pe(e) = f@)] + [/ ()]
41

Entao

k(@) = (1= IR < (1 - ) <1
Logo px(S) C S

1 1

lpe(z) = F@)l = (A = L) Pe(e) = f@)ll = [[Pu(2) = fla) = 2 Pel@) ]| <

1 1 1 1 2 1
||Pk($)—f($)||+g||Pk|| < E+E(1+E):E+ﬁ’ Vo e S

Logo a sequéncia de polindmios p, converge uniformemente para f em S.

Proposigao 4.1. Seja F € CY(Q), Q € aberto e conexo, tal que
F:QCcR"—R"

Se ||F(z)|| = 1 para todo = € 2, entao seu Jacobiano serd identicamente nulo.

Demonstragdo. Se |F(z)| = 1 para todo z € Q, segue que || F(z)||*> = 1, logo

(Fy(2))? 4+ (Fy(z))? + ... + (F.(z))* = 1 onde,
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Fi:QCcR"—=R,j=1,2,..n, sao as funcoes coordenadas de F.

Fazendo as derivadas parciais das func¢oes coordenadas temos:

2000 4292t . 4280 F, =0

2000 F 4292+ . 4280 F, =0

| 2501 F) + 252 Bt 4250 F, =0

Dividindo todas as equacoes por 2, e representando-as sob a forma de matriz teremos

Ox1 Ox1 Oz 1
oF OF OF,
A_ | 0=  m T om el
detA = 0 pois ) i L
Fy
1 F
detA #0347 = | 77| =
E, 0
O que é um absurdo, pois se ||F'(z)|| = 1 entdao F(z) é um vetor nao nulo. Logo detA = 0.

Como detA = detA' e o detA! é o Jacobiano da funcao F entdao o Jacobiano é igual a zero.
O

Lema 4.1. Seja f uma fungao infinitamente diferencidvel em n+1 varidveis (xy, ..., x,) com

valores em S. Seja D; o determinante da matriz cujas colunas sao as n deriwvadas parciais
fa:o: ceey fxi_la faﬁ,u,.p teey facn' Entao

> (-1) 35,0 =0

=0
Demonstragao. Para todo par 4,j de inteiros com 7 # j e 0 < 4,7 < n denotamos Cj; o
determinante da matriz cujas primeira coluna é a derivada f,,.; e cujo restante das colunas

sao as derivadas fg, ..., fz, arranjados na ordem crescente dos indices, e onde f;, e f;, sao

omitidos da enumeracao.
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Claramente C;; = Cj; e pelas regras de diferenciacao de determinantes e permuta de colunas

temos 5
5 Di=D (-17Cy+ Y (170
¢ j<i §>i
Logo,
0 n o
7 _ 1+ o -
(—1) 5.0 = ;H) 1C;0(i, )
Onde o(i,j) =1sej<i,o0(i,j)=0sej=ieo(i,j)=—1sej>i.
Portanto,
Z(—l) a_miD" = Z(—l) Cy0(i, j)
=0 4,7=0
Permutando os indices i, 7 na expressao anterior e usando o fato de que o(i,j) = —o(j,1),
vemos que
Y (CD)HCu0( ) = Y (~17HCho(hi) = = Y (=) Cyoali.j)
i,j=0 i,j=0 i,j=0

Logo os trés resultados na férmula acima terao que ser iguais a zero, e assim provamos o
lema 4.1
O

Esta Demonstracao pode ser encontrada em [1] pdg. 467

5 Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer ¢ do tipo dos chamados “teoremas de existéncia”.
Sob certas condigbes, ele assegura a existéncia de uma raiz para a equagao f(z) —z = 0.

Uma das mais simples aplicagoes ¢ a versao unidimensional deste Teorema.

Teorema 5.1 (Ponto fixo na reta (cason = 1)). Seja f : [a,b] — [a,b] uma fun¢do continua,

nestas condigoes, existe pelo menos um ponto ¢ € |a,b] tal que f(c) = c.
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Demonstragao. Defina ¢ : [a,b] C R onde ¢(x) = z — f(z), com efeito ¢ é continua. Decidir
se f possui ponto fixo se resume a decidir se ¢ possui raiz. Note que a imagem de f esta
definida no intervalo [a, b] e portanto a < f(a) < bea < f(b) < b, logo v(a) <0e p(b) >0,
isto é p(a) < 0 < ¢(b). Pelo teorema do valor intermedidrio, existe ¢ € [a,b], tal que
©(c) = 0. Deste fato segue que f(c) = c.

[

Apresentamos ainda, uma segunda demostracao para o teorema do ponto fixo na reta.
Nesta demonstragao, restringimos o dominio e a imagem da funcao ao intervalo [—1, 1], tao
somente para facilitar o ententimento do leitor. No entanto, a mesma pode ser estendida

para um intervalo fechado [a, b] qualquer.

Demonstragao. Suponha por absurdo que existe f : [—1,1] — [—1, 1] continua, sem pontos
fixos, ou seja, f(x) # x,Va € [—1,1]. Entao é possivel definir g(z) : [-1,1] — [—1,1], onde
_ z— flx) . . )
g(x) = ————, que serd também continua.
|f(z) — |

Disso segue que g([—1,1]) = {—1,1}. Mas [—1,1] é um intervalo e {—1,1} ndo. Como por
hipdtese g é continua, chegamos a uma contradi¢do. Portanto f(z) — 2 = 0 para algum
xr e [-1,1].

m

Teorema 5.2 (Teorema do Ponto fixo de Brouwer [1]). Seja S uma bola unitdria fechada

no R",n > 1. Entao qualquer funcao continua f : S — S possui ao menos um ponto fizo.

Dividiremos a demonstragao deste teorema em duas etapas:

Demonstracao 5.2.1. Considere primeiro ¢ : S — S wma funcao infinitamente dife-
rencidvel e suponha por absurdo ¢(x) # x, Vo € S.

Seja a = a(x) a maior raiz da equagao quadrdtica

lz + a(z — ¢(2))|I* = 1 (5.1)
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isto €
1= (z+a(z —¢(z)),z+alzr — ¢(z)))
1= (z,2) +2a(z, (x — d(x))) + a*(x — ¢(x), z — ¢(x))
lz — ¢(z)[*a® + 2(z, (z — ¢(x)))a + (||=[|* = 1) =0

Suas raizes sao

_ 2z, (x - ) = VA, 2)))? — 4llx — o(@)|(l=]* — 1)
2H:v - ( )1
Mostraremos que o discriminante € positivo, para concluir que existe raiz para a equacao

(5.1) e que a maior raiz desta equagao é

o) = —2(z, (z — 6())) + VA, (v — ¢(x))) — 4]z — (=) [*([l]* — 1)
2||x— ¢(x)]|? ’
allz = ¢(@)|* = (2, ($(z) — 2)) + v/ {@, (@ — 6(@)2 + (1 = 2]z — o(@)?  (5.2)

De fato, quando ||z| < 1, (1 —||z]|*) >0
Como ¢ ndo possui ponto fivo, ||x — ¢(x)||* > 0,Yx € S. Desta forma o discriminante,

quando ||z|| < 1, serd estritamente positivo .

Se ||z|| = 1, entdo (1 — ||z||*) =0
Logo o discriminante serd

(x, 7 — ¢(x))* > 0.

E garantimos a existéncia de raiz para a equacao.

Para que (5.2) seja de fato a maior raiz, é necessdrio que (x,x — ¢(x)) > 0.
Suponha que
(z,2 = ¢(z)) <0
entao
1—(z,¢(z)) < 0
1 < (z,9(z)) = [lz[l|¢(2)]| cos & = |[¢(x)]| cos O
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logo, como 0 < cosf <1 e
1< |l¢(z)][ cos 0 < [[o()]]

portanto ||¢(z)|| > 1 o que € uma contradigao.
Assim, (x,x — ¢(z)) = 0.
Mostraremos agora que {x,x — ¢(x)) # 0 para concluir que o discriminante nunca se

anula e € portanto estritamente positivo.

De fato, supondo

(r,2 — ¢(x)) =0
entao
(z,2) = (z,9(x)) = 0
isto é
(,6(z)) = |||
(z,¢(x)) =1

e portanto seque a iqualdade

1= (z,o(x)) = |[z[l[l¢(x)|[ cos §
Como ||z|| =1 e ||¢(z)]] <1, temos
= |lp(x)]|cosf =1 < ||¢(x)|| =1 € cosf =1

cos=1=0=2kn kel

Ou seja o angulo entre os vetores x e ¢(x) seria nulo ou miltiplo de 2w. Logo ¢(z) = x, o
que € uma contradicao.

Desta forma,
2] =1 = (2,2 — ¢(x)) # 0.

Logo (x,x — ¢(x)) > 0 para |z|| < 1, e portanto o discriminante em (5.2) € positivo e

nunca se anula.
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Podemos observar ainda que tomando ||x|| =1, a maior raiz da equacao (5.1) serd

allz — ¢(2)[* = (z, (6(x) — 2)) + V/(z, (z — 6(x)))?
Como (z,2 — ¢(x)) > 0 entio
allz — ¢()[* = (z, (¢(x) — 2)) + (z, (z — d(x)))
allz — ¢(@)|* = (2, (6(z) — 2)) — (z, ($(2) — x))
allz — ¢(x)|]* = 0
a(z) =0

Desta forma
Iz =1=a(x) =0

Agora, para cada niumero real t, considere
ft;x) = x + ta(x)(z — ¢(x))
Como uma funcio do tipo (y)'/? € infinitamente diferencidvel em y para y > 0 entio f ¢

C*> em n + 1 varidveis (t,xy,...x,) com valores em S.

Derivando a funcgdao f(t;x) em rela¢iao a varidvel t temos
filt;z) = a(z)(z — ¢(x))
Como a(x) = 0 para ||z|| = 1, temos

flt;x)=a ,VteR

filt;x) =0, Vt € R.

Também f(0;x) =z, Vo € S e pela definicao de a(x) em (5.1) temos que || f(1;z)|| =1
para todo x € S.
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Denote por Dy(t;x) o determinante da matriz cujas colunas sio os vetores derivadas

parciais fo, (t;2), ..., fo, (t; ).

fiRY SR
(t; 21,y @) = (f1y ey [)
of1 ofr
Ox1 T Oxn
Dy(t;x) = det : :
Ofn Ofn
a_.xl .« e %

Tomando as derivadas parciais da fungao f(t;x) = x+ta(z)(x —¢(x)) em relagio a cada

uma das varidveis (xy, ..., T,) iremos notar a sequinte constru¢do:

foRWL 5 RP
(t, 1, ...xy) = (21 +ta(x)(z1 — d1(x)), 22 + ta(x)(xe — P2(x)), ..., 2y + ta(x)(z, — Pn(z)))

Derivadas da primeira coordenada da fungdo f(t;x)

ofilt;x) da(z) 9¢1(z)

81’1 =1 +1 axl (xl - ¢1<x>> + ta(:c)(l - 8I1 )
ofilt;x) da(x) 01 ()

o5 = 0+t Fr (x1 — $1(x)) — ta(z) o1
ofilt;x) da(x) 01 ()

axn =0 +1 axn (xl - ¢1 (I’)) - ta(x) axn

Derivadas da sequnda coordenada da fun¢ao f(t;x)

ofa(t;z) Oa(x) 0o ()
o = 0+¢ 9, (22 — ¢2(x)) — ta(x) D,
Ofa(t;x) da(z) d¢a(z)
O = 1+t e (22 — ¢a(z)) + ta(z)(1 — oz, )
Ofa(t; x) da(x) 0o ()

——— = 0+t
ox,, + o0x,,

(22 = (7)) — ta(z)
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Derivadas da n-ésima coordenada da fungdao f(t;x)

Ofu(t; ) _ da(z) Opn ()
OBED 041280 g, (e ~ ta) 2o
Ofn(t;z) _ da(z) O ()
Ofu(t; ) _ da(x) On ()
~or. = 14+t i (Ty, — Pn(x)) + ta(x)(1 — o )

Podemos perceber que em t = 0 a matriz cujas colunas sao os vetores derivadas parciais
fuor (), ooy fo, (6;2) € a matriz identidade e seu determinante Dy(0;x) serd igual a 1.

Considere a integral
I(t) = / Do(t; x)dzy . .. dz, (5.3)
S

E claro que I1(0) € o volume de S

1(0) :/DO(O;I)dazl...dQ:n:/1dx1...dxn =V (9)
S s

e portanto I(0) # 0.
Como f(1;x) satisfaz || f(1;x)|| = 1, seque pela proposicao 4.1 que o Jacobiano Dy(1;x)
€ identicamente nulo e portanto I(1) = 0.

A contradigao desejada serd obtida mostrando que I(t) € uma constante, isto é, que

I'(t) =0.
Para provar isto, derivamos sob a integral (5.1), (ver [3] pdg 225, teorema 31.7)
) d )
I'(t) = — | Do(t;x)dxy...dx, = | —Do(t;x)dxy ... dzx, (5.4)
ot Jg g Ot

e aplicamos o lema 4.1

9 ")
D0 = > (1) a—xiDz’

1=

De onde se conclui que I'(t) € a soma das integrais da forma

0
j:/s 8xiDi(t; x)dzxy . ..dx,,

onde D;(t;z) € o determinante cujas colunas sdo os vetores
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Jit@), fo, (62), s forsy (60), fo (G2), s fo, (8 2).

Seja S; a esfera unitdaria no espag¢o de VATIAVELS X1, ..oy Ti_1, Tit1, -y Tp-

i

Sejam xf a raiz positiva \/1 — (¢} + ... +ai | +a? 4+ ... +x2), e x; a raiz negativa
correspondente.
Sejam p; o ponto cuja j-ésima coordenada é x; se j #i ex] sej =1, e p; o ponto cuja

J-€sima coordenada € x; se j #1i e x; sej=i.

pi = (21, .11, \/1 — (@4 .ol dai o+ 22), T, T)

p; = (T1, .., Ti1, —\/1 — (@2l 4ol o+ 22), T, Tn)

py P
+ —D;(t;x)dxy . . . dx,,
S; Jp; 8@61

Pelo teorema fundamental do cdlculo, I'(t) serd a soma das integrais da forma

dat

Si Si

Mas ||pf|| = |lp; || = 1 e como fi(t;x) = 0 para ||z|| = 1, seque da defini¢io de D;
que o resultado destas integrais € zero, isto €, I'(t) = 0. O que contradiz a hipdtese de que

¢(x) #£x,Vr € S.

O teorema 5.2 fica entao provado para funcoes infinitamente diferenciaveis.
Logo toda funcao de classe C* ¢ : S — S, possui ao menos um PONTO FIXO.

Agora, com base no teorema de aproximacao de Weierstrass, mostraremos que o teorema

5.2 vale para toda funcao continua ¢ : S — S.

Demonstracao 5.2.2. Seque pelo teorema de aprozimacdo de Weiertrass que toda fungdo

continua ¢ : S — S € o limite uniforme de {¢y} sequéncia de fungoes de classe C™ onde



52 Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 8 (2014)
¢r 2 S — S para cada k € N.(Ver coroldrio 4.3.1)

Seja {¢r} uma sequéncia de fungoes de classe C*, onde ¢ : S — S para cada k € N,
convergindo uniformemente para ¢ em S, isto €,

dado € > 0 eziste ky € N tal que Vk > ky, temos ||éx(z) — d(x)|| <€, VzeS.

Como ¢y : S — S para cada k € N sao todas de classe C™°, seque pela primeira etapa da

prova que cada ¢y (x) possui ao menos um ponto fixo, desta forma, para cada k € N, existe
Yr € S tal que Pr(Yx) = Yi-

€

Assim se k > ky, temos, em particular, || ox(yr) — (yr)|| = llye — (k)| < 3

Por outro lado, como S é compacto, seque por definicao de compacidade, que existe uma
subsequéncia de {yi}, que ainda denotaremos por {yx}, e yo € S tal que {yi} converge para

Yo, isto €, dado € > 0 existe ko € N tal que Vk > ko, |lyx — yol| < %

Como ¢ é continua em S, entao ¢(yg) converge para ¢(yo), isto €, dado € > 0 existe

ks €N tal que Yk > ks, ||o(ye) — o(yo)|| < §

Considere kg = maz {ky, ko, ks3}.

Se k > kg, entao

0< [[é(yo) —woll = llé(yo) — G(yx) + d(yk) — dr(yr) + Gr(yr) — woll
< lo(yo) — oyl + [1é(yr) — r(ye) | + llor(yr) — voll
= |lo(yo) — d(yi)ll + lo(yrk) — yill + vk — voll
< % + % + % =€

Como € > 0 € arbitrdrio, e 0 < ||é(yo) — yol| < €, entao
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?(yo) = Yo

Isso mostra que toda funcao continua ¢ : S — S tem ao menos um ponto fixo.

A demonstragao do teorema (5.2) se restringe a uma bola unitéria fechada S no R™,n > 1.

Mas de fato podemos generaliza-la para uma bola fechada de raio R.

Corolério 5.2.1. Seja Br(0) a bola fechada de centro 0 e raio R. Se ¢ : Br(0) — Br(0)

for continua, entdo ¢ admite ao menos um ponto fizo.

Demonstragdo. Seja B;(0) a bola unitdria fechada centrada na origem, e Br(0) a bola fe-

chada de raio R > 0 centrada na origem.

Seja a : Br(0) — B;(0) uma funcio continua e sobrejetiva tal que

Tr— =X

R

Considere a fun¢do continua ¢ : Br(0) — Bg(0)

Entao, se definirmos

v:B1(0) — Bi(0)
r }%¢(R$)

Observamos que v ¢é continua, e além disso,

@)l = o)l = Zllo(Ra)]| <1
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Assim, pelo teorema (5.2), existe zo € B;(0) tal que

’V(SUO) = Ty
%‘b(RfCO) = o
¢(RZL‘0) = RLBO

]

Logo para toda funcao continua ¢ que leva uma bola fechada de raio R centrada na

origem nela mesma, existe ponto fixo.

Podemos da mesma forma estender este resultado para bola fechada de raio R centrada

em xo.

Corolario 5.2.2. Seja xg # 0 € R™ qualquer e B_R(xo) a bola fechada com centro em xq e

raio R. Se ¢ : Br(x¢) — Br(x0) for continua, entdo ¢ admite ao menos um ponto fivo.

Demonstracdo. Seja Br(0) a bola fechada de raio R centrada na origem, e Bgr(ro) a bola

fechada de raio R centrada em z.

Definimos agora, as fungoes «, § e v da seguinte forma:
a: Br(rg) — Bg(0)

r = T —x

B:Bg(0) — Br(zo)

r = T+ x

7: Br(0) — Br(0)

r — oz + x0) — T
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onde ¢ : Br(zo) — Bg(zo) é continua.

Como v é uma funcio continua, segue pelo coroldrio 5.2.1 que existe y € Br(0) tal que

Y(y) =y, dai

dly+ao) —x0 = y
oy +x0) = y+ 0

]

Logo, toda funcio continua ¢ : Br(wg) — Bgr(xo) possui ao menos um PONTO FIXO.

6 Observacoes

1) Em [1], Dunford-Schwartz restringem sua atengao ao Espago Euclidiano Real, obser-
vando que o caso de escalares complexos é uma consequéncia do caso de escalares reais, o
que segue do fato do espaco complexo ser isométrico ao espaco natural, e as esferas neste
espagos corresponderem de forma natural.

2) Uma outra prova do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é dada por Graves [2;p.149]
utilizando um minimo da teoria de homologia.

3) Em“Conceitos Preliminares” buscamos reunir alguns pré-requisitos para melhor com-
preensao das demonstracoes dos teoremas. Sendo o lema 4.1 enunciado, de fundamental
importancia para a prova do Teorema de Brouwer.

4) As demonstragoes dadas para o teorema na reta real tem o objetivo de ilustrar e
motivar a prova do teorema central deste trabalho, dada por Dundord-Schwartz.

5) O teorema de Weierstrass nos mostra que é suficiente considerar o caso em que ¢ é

infinitamente diferencidvel.
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