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Resumo

Nesse trabalho, analisamos e detalhamos matematicamente o problema de maxi-
mizacdo da utilidade esperada associado a modelos de selecdo de carteiras eficientes.
Mais precisamente, apresentamos o modelo classico de sele¢ao de carteiras proposto por

Markowitz (1952) e o modelo proposto por Athayde e Flores (2004).

1 Introducao

Um dos problemas fundamentais em financas é a selecao de carteiras de investimento.
Desde o trabalho pioneiro de Markowitz (1952), a selecao de carteiras é feita levando-se em
conta os dois primeiros momentos das distribuicoes dos retornos: a média e a variancia.

O modelo de Markowitz ¢ um modelo mateméatico cujo objetivo é determinar a participa-
cao de cada um dos titulos que compoe uma carteira de investimentos a fim de proporcionar
ao investidor o maior retorno possivel, minimizando o risco destes investimentos.

De acordo com Athayde e Flores (2004), desde Mandelbrot (1963), os economistas ja
sabem que a distribuicao dos retornos de um ativo raramente segue o padrao de uma distri-
buicao normal. Considerar apenas os dois primeiros momentos no modelo nao leva em conta
este fato. Nesse sentido, desprezar momentos de ordem superior nao permite obter uma
boa aproximacao para a utilidade esperada. A despeito da vasta literatura apontando para

esse fato através de levantamento de dados empiricos, hd uma resisténcia na incorporacao
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de momentos de ordem superior em modelos teéricos. Os modelos de selecao de carteiras
ainda sao predominantemente influenciados pela perspectiva de Markowitz (1952).

Sob o ponto de vista matemético a abordagem de Markowitz para a otimizacao de car-
teiras é um problema de Pesquisa Operacional, especificamente um problema de Otimizacao
Quadratica. Ao considerarmos momentos de ordem mais alta, continuaremos a maximizar
a utilidade esperada, incorporando agora o terceiro momento central, que corresponde a
assimetria do retorno da carteira em relacao ao seu primeiro momento.

Athayde e Flores (2004) propdem um modelo para escolha de uma carteira eficiente con-
siderando n ativos com risco e um ativo livre de risco, permitindo vendas a descoberto e
levando em conta os trés primeiros momentos. A andlise matemética rigorosa desse mo-
delo pode contribuir para fortalecimento das bases tedricas dessa necessaria incorporacao de
momentos de ordem superior na utilidade esperada.

O objetivo central desse projeto de pesquisa é precisar matematicamente o uso de teore-
mas de ponto fixo na solu¢ao do problema de maximizacao da utilidade esperada associado
a modelos de selecao de carteiras eficientes. Mais precisamente, queremos analisar o modelo
proposto por Athayde e Flores (2004) para determinar carteiras eficientes para n ativos com
risco e um livre de risco quando sao considerados os trés primeiros momentos.

O problema analisado no presente trabalho tem um carater multidisciplinar e esta inti-
mamente relacionado ao trabalho desenvolvido anteriormente por Martins, de conclusao do
curso de bacharelado em Mateméatica Teorema do Ponto Fizo de Brouwer.

A anélise do modelo de determinacao de carteiras eficientes que incorpora momentos de
ordem superior sera feita através de levantamento e estudo de literatura especializada bem

como de detalhamento matematico rigoroso do modelo.

2 Conceltos Preliminares

Nesta seca, vamos precisar de alguns conceitos elementares e de resultados de matematica

e probabilidade tais como: valor esperado, média e variancia.
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2.1 Conceitos e resultados de estatistica

Os conceitos e resultados apresentados nesta se¢do foram retirados de [14].
Suponha que para cada ponto de um espaco amostral atribuimos um nimero. Temos,
entao, uma funcao definida no espago amostral. Esta funcao é chamada de variavel aleatoria

(ou variavel estocastica) ou mais precisamente uma fungao aleatoria (fungao estocastica).

Definicao 1 (Variavel Aleatoria). Para um dado espago de probabilidade (2, <7, P[-]), uma
varidvel aleatdria, denotada por X ou X(-), é uma fun¢do com dominio Q) e contradominio
IR. A funcdo X (-) deve ser tal que o conjunto A, definido por A, = {w : X(w) < r} pertence

a 7 para cada nimero real r.

O valor esperado ou expectativa de uma variavel aleatéria é a soma das probabilidades
de cada possibilidade de saida da experiéncia multiplicada pelo seu valor. Ele representa o

valor médio esperado de uma experiéncia se ela for repetida muita vezes.

Definigao 2 (Valor Esperado). Para uma varidvel discreta X com valores possiveis 1, Ta, ...

e com suas probabilidades representadas pela funcao p(x;), o valor esperado € calculado por

E[X] = Z ﬂUzP(sz)

Teorema 2.1. Sejam X, Y wvaridveis aleatorias, a, B constantes. As sequintes propriedades

de valor esperado sao verificadas:

Elo] =«

ElaX] = aE[X]

ElaX + Y] = aFE[X]| + BE[Y]
[

+ 6
X|<E[Y] se XY

Os momentos de uma variavel aleatoria ou de uma distribuicao sao os valores esperados

das poténcias da variavel aleatoria que tem a distribuicao dada.
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Definicao 3 (Momentos). Se X € uma varidvel aleatoria, o i—ésimo momento de X, deno-
tado por i, é definido como
pi = EIX]
se o valor esperado existe.
Desta forma para i = 1, pf = E[X]| = px, a média de X.

Definicao 4 (Momentos Centrais). Se X ¢ uma varidvel aleatdria, o i—ésimo momento
central de X sobre a é definido como E[(X — a)']. Se a = px, temos o i—ésimo momento

central de X sobre px, denotado por pu; = E[(X — px)]

A variancia, o segundo momento central de X sobre sua média ux, serd calculada por

p2 = B[(X — px)?]
Agora, seja Y uma variavel aleatoria e suponha que Y pode assumir um ntimero finito

de valores y1,9s,...,Y,. Seja p; a probabilidade de que Y = y;, ps a probabilidade de que

Y = ys, etc. O valor esperado (ou média) de YV sera definida por

ElY]=piyn +pay2 + - - + Dnln

Neste caso, a variancia de Y é definida como

var(Y') = pi(y1 — E)2 + p2(y2 — E)2 + 4 (Y — E)Q-

Onde var(Y) é o desvio médio de Y, ao quadrado, a partir do seu valor esperado. A

variancia é uma medida de dispersao comumente utilizada.

Suponha que temos n de variaveis aleatorias: Xi,...,X,. Se R é uma soma ponderada

(combinacao linear) dos X;

R:OC1X1+042X2+"'—|—Oéan (21)

entao R também é uma variavel aleatoéria.
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Seria importante saber como o valor esperado e a variancia da soma ponderada estao

relacionados com a distribuicao de probabilidade de X;,..., X,,.

O valor esperado de uma soma ponderada ¢ a soma ponderada dos valores esperados.

Isto é

Mas a varidncia da soma ponderada nao é tao simples. Para expressa-la precisamos pri-

meiro definir “covariancia’.

A covariancia entre X; e X; ¢ um momento de primeira ordem das varidveis aleatorias
X; e X, centrados nas respectivas médias. Essa é uma medida do grau de interdependéncia

numeérica entre as variaveis aleatorias, e é definida por

cov(X;, X;) = E[(X; — E(X)))(X; — E(X;))]

Por outro lado a variancia de R, ou seja, de uma soma ponderada, por defini¢ao sera

var(R) = E[(R — E(R))?]

Substituindo-se (2.1) e (2.2) na equagao anterior teremos

var(R) = E[(a1 X1 + aaXo + -+ + 0, Xy, — (1 B(X)) + o B(Xa) + -+ + 0, B(X,,)))?]

ou seja

var(R) = EB[((a1 X, — B[ X1]) + (09X — o B[ X3]) + - - + (an X — an B[ X))

Desenvolvendo a equacao teremos

var(R) = FElo(X) — E[X1])? + -+ + an(X, — E[X,])? + 20000, (X1 — E[X1))(X,, — E[X,]) +
20, 10 (1 — Elx, 1)) (2, — Elz,)])]
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onde E[(X;— E[X;])(X; — E[X|])] é por definicao a covariancia entre as varidveis X; e Xj.

Desta forma a variancia de R sera

var(R) = Z aZvar(X;) + 2 Z Z a;ocov( X, X;)
i=1

i=1 i>j
Se usarmos o fato de que a varidncia de X; é cov(X;, X;) entdo a variancia da variavel

aleatoria R é calculada por

n n

var(R) = Z Z a;ajeov( X, X;)

i=1 j=1
3 Selecao de uma carteira de investimentos

A teoria moderna de portfélio foi construida com base na idéia do Homo Economicus,
conceito segundo o qual o homem ¢é um ser racional, perfeitamente informado e centrado
em si proprio, para o qual as decisoes pressupoe a maximizacao da utilidade esperada e as
expectativas racionais, ou seja, um ser idealizado, que frequentemente é utilizado em teorias

econdmicas.

Através da teoria moderna de portfolio busca-se explicar como o principio da diversifi-
cacao serd utilizado pelo investidor racional na otimizacao de sua carteira de investimentos.
Desta forma os modelos economico-financeiros classicos partem do principio de que todos os
agentes sao racionais, desejam riqueza e tem a capacidade tomar decisoes com esta perspec-

tiva, segundo a teoria da utilidade esperada.

3.1 A selecao 6tima segundo Markowitz

A solugao para o problema de escolha de uma carteira de investimentos foi proposta por

Harry Max Markowitz! em 1952 e, desde entao ¢ fonte de pesquisa e base de estudos em

Lprémio Nobel de Ciéncias Econdmicas- 1990
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diversos trabalhos na area econémico-financeira.

Segundo Markowitz, o processo de selecao de uma carteira de investimentos pode ser di-
vidido em duas etapas. A primeira etapa comeca com a observacao e experiéncia, e termina
com as crencas sobre futuras performances de titulos disponiveis. A segunda etapa comeca
com as crencas relevantes sobre futuras performances e termina com a escolha da carteira.
Em seu artigo, Portfolio Selection [5], Markowitz se preocupa basicamente com a escolha de
uma carteira de investimentos, tendo em vista o comportamento e sobretudo a crenca no

desempenho futuro dos titulos disponiveis.

Em [5], Markowitz evita afirmagoes matematicas complicadas e provas. Como consequén-
cia um prego é pago em termos de rigor e generalidade, no entanto ha o beneficio da com-

preensao de sua interpretacao geométrica.

As principais limitagoes a partir disto sao:

(1) seus resultados nao sao derivados analiticamente para o caso n-titulos; em vez disso
ele nos mostra geometricamente os casos de 3 e 4 titulos;

(2) Assume-se crencas de probabilidade estatica. Numa apresentacdo geral devera ser
considerado que a distribuicao de probabilidade de rendimento dos vérios titulos é uma fun-

cao do tempo.

Para Markowitz, a escolha de uma carteira de investimentos esta relacionada diretamente
a dois fatores importantes: o risco e o retorno. Desta forma para modelar um problema de
escolha 6tima da carteira deveriamos levar em conta estes dois fatores. Onde o retorno da
carteira é a média dos retornos esperados dos ativos e seu risco ¢ mensurado pelo grau de
volatilidade associado aos retornos esperados. Neste contexto, o risco é tido como o desvio
dos resultados esperados em relacao a média do valor esperado, e esta representado pela
variancia da carteira, que é uma medida de dispersao ligada ao grau de incerteza associado

ao Investimento.
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3.1.1 Por que nao apenas maximizar o retorno?

A pratica da diversificacdo se mostra ttil e sensata; e uma regra de comportamento que
nao implique na diversificacao como melhor escolha, nao pode ser considerada como a me-
lhor forma de se guiar o comportamento do investidor. Se o investidor apenas maximiza o
retorno, ignorando-se as imperfeicoes do mercado, nao ha qualquer implicacao de que exista
uma carteira diversificada que seja preferivel a todas as outras nao diversificadas. Se dois
ou mais titulos tem o mesmo valor, entao qualquer um desses ou qualquer combinacao deles
seria uma boa opcao de investimento, nao importando como os retorno sao formados ou

como sao decididas suas taxas de desconto.

Caso dinamico

Podemos ver isso analiticamente: suponha que ha n titulos; sejam
e 1; o0 retorno esperado no tempo ¢ por dolar investido no titulo i;

e d;; a taxa na qual o retorno do i-ésimo titulo no tempo ¢t é descontado de volta ao

presente;
e «; a quantidade relativa investida no titulo <.

Entao o retorno antecipado descontado da carteira é

R= Z Z dztrzto% - Z Q; Z ditrit

t=1 i=1 i=1 t=1

o

Note que R; = Z dyri € o retorno descontado do i-ésimo titulo, portanto R = > «;R;,
t=1

onde R; independe de ;. Como «; > 0,Vi e > «o; = 1, R é uma média ponderada de R;

com pesos «;. Para maximizar o retorno R , tomamos «; = 1 para ¢ com maximo R;, ou

seja, alocamos todo o capital no ativo que nos confere o maior retorno.
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Se varios R;;, j = 1,..., K sao méaximos, entao qualquer aloca¢ao que utilize como pesos
K

uma combinagao linear convexa, ou seja E a;; = 1, maximiza R. Logo nenhuma carteira
Jj=1
de investimentos diversificada sera preferivel a qualquer outra nao diversificada.

Caso estatico

Neste ponto serd conveniente considerar um modelo estatico. Em vez de falar da série
historica dos retornos nos i-ésimos titulos (71, 72, ..., Tin, ...) vamos falar do fluxo de retorno

R;, dos i-ésimo titulo. O fluxo de retornos da carteira como um todo é

R = Zom’i

Como no caso dinamico, se o investidor quisesse maximizar o retorno esperado da car-

teira, ele iria colocar todos os seus fundos no titulo com retorno antecipado méximo.

3.1.2 Por que diversificar?

H4 uma regra que determina que o investidor deve tanto maximizar o retorno como di-
versificar a carteira de investimentos. A regra estabelece que o investidor deveria diversificar
seus fundos entre todos os titulos que conferem retorno esperado maximo. Assim a lei dos
grandes niimeros ird assegurar que o rendimento real de sua carteira serd quase o mesmo
que o rendimento esperado. Assume-se que exista uma carteira que da o maximo retorno e

a variancia minima, sendo esta a melhor opgao para o investidor.

As chances de se obter resultados melhores ou piores em um investimento depende do
grau de variabilidade dos retornos esperados. O risco pode ser considerado como a chance
de que ocorra perda ou ganho na aplicacao em cada ativo e o nivel de risco pode ser deter-

minado pela comparacao do risco de um ativo com o de outro.

A carteira de investimentos com retorno esperado maximo nao é necessariamente aquela
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com variancia minima. Nota-se que a regra dos retornos esperados ou retornos antecipados

é inadequada.

Desta forma verifica-se que, na escolha de uma carteira 6tima, o risco devera ser conside-
rado, e a regra de retornos esperados-variancia dos retornos (E —V), proposta por Markowitz
na construcao de uma configuracao eficiente de uma carteira de investimentos, se apresenta
promissora. Vamos entao mostrar algumas implicacoes desta regra, onde serao utilizados

alguns conceitos elementares e resultados de estatistica.

3.1.3 O modelo

Seja n o nimero de titulos disponiveis, seja X; o retorno do i-ésimo titulo, seja E[X;]
o valor esperado de X; e cov[X;, X;| a covariancia entre os retornos X; e X;; desta forma

cov[X;, X;] é a variancia de Xj.

Seja «; o percentual de agoes do investidor que estao alocados no i-ésimo titulo. O

rendimento ¢ da carteira de investimentos como um todo é tida como

¢ = Z%‘Xi

Os X, e consequentemente ¢, sao considerados variaveis aleatorias.

Os a; nao sao variaveis aleatorias, mas sao fixadas pelo investidor, e representam a dis-
tribuicao do capital a ser investido entre os ativos disponiveis. Logo os «a; sao fragoes do
investimento, e temos que Y «o; = 1. Como Markowitz [5] ndo considerou vendas a desco-

berto, temos «; > 0 para todo .

O retorno ¢ da carteira como um todo é uma soma ponderada de variaveis aleatorias.
Os pesos «; serao escolhidos de forma a proporcionar o melhor retorno possivel. O retorno

esperado E da carteira como um todo serd definido por
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E[¢] =) aiB[X]] (3.3)
1=1
e a variancia € I
var|g] = Z Z cov[ X, Xj|asa (3.4)
i=1 j=1

Para crengas de probabilidade fixadas (E[X;], cov[X;, X;]) o investidor tem a opgao de
varias combinagoes de E[¢] e var|¢] em fun¢ao da sua escolha de carteiras ay, ..., ay,. Supo-

nha que o conjunto de todas as combinagoes possiveis (E,var) sejam como na Figura 1.

combinacgoes possiveis E,V

combinacoes eficientes E,V

Figura 1: Combinagoes possiveis

A regra E — V estabelece que o investidor poderia (ou deveria) querer selecionar uma
dessas carteiras que dao origem as combinagoes (E[¢], var[¢]) indicadas como eficientes na

figura; isto é aquelas com var|[¢] minima para um dado E[¢], e E[¢] maximo para uma dada

var|g].
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A satisfacdo maxima do investidor esta diretamente relacionada ao retorno e ao risco que
a carteira de investimentos como um todo pode oferecer. Supondo que o investidor busca
maximizar o retorno de sua carteira a certo risco aceitavel, ou minimizar o risco para um
retorno desejado estabelecido, carteiras de investimento que apresentam este perfil sao ditas

carteiras eficientes.

Definicao 5. Uma carteira admissivel o (média-variancia) é chamada eficiente se nao exis-

tir nenhuma carteira admissivel o com

Efp(a)] = El¢(e”)],  war(p(a)] <war[p(a”)]

Esta definicao nos diz que nao h& como superar o retorno de uma carteira eficiente sem

COrrer malor risco.

Como determinar carteiras eficientes

Iremos mostrar como Markowitz ilustra geometricamente a natureza da superficie efici-

ente para casos em que n, o numero de titulos disponiveis, é pequeno.

O calculo de superficies eficientes pode, eventualmente, ser de uso pratico.Talvez existam
maneiras, através da combinagao de técnicas estatisticas e o julgamento de especialistas, para
formar crencas razoaveis de probabilidade (E[X;], cov[X;, X;]). E entdo, poderfamos usar es-
sas crengas para calcular as combinagoes eficientes possiveis de (E[¢], var[¢]). O investidor,
estando informado de quais combinagoes (E[¢], var[¢]) sao possiveis, poderia realizar uma
escolha conforme seu perfil. Sendo possivel entao encontrar a carteira de investimentos dada

por essa combinacao desejada.

Neste contexto, ao menos duas condicoes devem antes ser satisfeitas. Primeiro, o investi-
dor tem o desejo de agir de acordo com o modelo £ — V. Segundo, temos que ser capazes de
chegar a razoaveis E[X;] e cov[X;, X;]. Essas questoes poderdo ser levantadas em um outro

momento.
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Caso de trés ativos

Considerando o caso de trés ativos disponiveis, ou seja, n = 3, e tomando F[X;] = R;, o

modelo Média-Variancia proposto por Markowitz se reduz a

El¢] = Z o R (3.5)

var|g| = Z Z a;ajcov[ X, X (3.6)

i=1 j=1

3
i=1
;> 0,i=1,2,3 (3.8)

<

De (3.7) obtemos

3 = 1-— a1 — Qg (39)

Substituindo (3.9) nas equagdes (3.5) e (3.6) obtém-se E[¢] e var|¢] como fun¢ées de oy

e (o.
Por exemplo é possivel encontrar

E[¢] = Ry + on(Ry — Rs) + as(Rs — Ry) (3.10)

Nao se preocupando com a precisao das formulas pode-se simplesmente escrever.

(b)  war[g] = V(ay, az)

(¢) a1 20,2 20, l—a; —as >0

O conjunto possivel de carteiras consiste de todas as carteiras que satisfazem as condicoes

(c) e (3.9) (ou equivalentemente (3.7) e (3.8)). A condi¢ao de nao negatividade em (c) exige



24 Cadernos do IME — Série Matematica Vol. 8 (2014)

que trabalhemos no primeiro quadrante do plano ajas. As condi¢bes possiveis de aq, ap sao

representadas por um triangulo abc na Figura 2.

isomean lines

isovariance

Figura 2: Fronteira Eficiente

Definimos uma ISOMEAN como sendo o conjunto de todos os pontos (portfélios) com
um dado retorno esperado. Similarmente uma linha ISOVARIANCE é definida como sendo

o conjunto de todos os pontos (portfolios) com uma dada variancia de retorno.

Um exame das formulas para E[¢] e var[¢] nos mostra a forma da curva ISOMEAN
e ISOVARIANCE. Elas nos dizem especificamente que normalmente as curvas ISOMEAN
sao um sistema de retas paralelas; as curvas ISOVARIANCE sao um sistema de elipses
concéntricas (veja fig 2). Por exemplo se Ry # R3 a equagao (3.10) pode ser escrita na forma

familiar ay = a + bay; especificamente

_E-Ry Ri-Ry
" Ry— Ry Ry— Ry '

(8%
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Assim o declive da linha ISOMEAN associada com E[¢] = Ey é — Eg;:gz; sua intersecao é
(Eo—Rs)

(Ro—Rs)" Se mudarmos F mudamos a intersecao mas nao a declividade da linha ISOMEAN.

Isso confirma a tese de que as linhas ISOMEAN formam um sistema de linha paralelas.

Do mesmo modo, por uma aplicacao de geometria analitica, podemos confirmar a tese

de que as linhas ISOVARIANCE formam uma familia de elipses concéntricas.

var = ai(covlry, x] — 2covlry, 23] + covlrs, x3]) +
a3(cov[xy, T] — 2cov[xy, T3] + cov|ws, w3]) +
2a1 e (cov |y, 9| — covlwy, k3] — cov|ry, x3] + cov|xs, x3]) +
201 (cov[xy, T3] — cov[xs, x3]) + 2a(cov]xe, k3] — covlxs, x3]) +

cov|xs, T3]

O “centro” do sistema de elipses é o ponto que minimiza var[¢]. Vamos denotar este
ponto por X. Seu retorno esperado e variancia vamos denotar E e V. A variancia aumenta
a medida que vocé se afasta de X. Mais precisamente, se uma curva ISOVARIANCE, Cf,

estd mais perto de X que outra, (s, entao C é associada a uma variancia inferior a Cj.

Com o auxilio do aparato geométrico exposto vamos buscar os conjuntos eficientes.

Conjunto eficiente

O ponto X, centro do sistema de elipses ISOVARIANCE, pode cair dentro ou fora do
conjunto possivel. A Figura 2 ilustra um caso em que X pertence ao conjunto possivel.
Neste caso: X é eficiente. Para nenhuma outra carteira var[¢] é tdo pequena como em X;
portanto nenhuma carteira pode ter menor var[¢] com o mesmo ou maior E[¢], ou maior
E[¢] com a mesma ou menor var|¢p]. Nenhum ponto (portfolio) com retorno esperado E[¢]

menor que E é eficiente. Pois temos E > Fe V < V.

Considerando todos os pontos com um dado retorno esperado E, isto é, todos os pontos
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na linha ISOMEAN associada com E, o ponto da linha ISOMEAN em que V' assume o seu
valor minimo, é o ponto no qual a linha ISOMEAN é tangente a uma curva ISOVARIANCE.

Chamamos este ponto X (E). Se deixarmos E variar, X (E) traca uma curva.

Consideracoes algébricas aqui omitidas mostram que essa curva é uma linha reta. Vamos
chama-la de linha critica [. A linha critica passa por X, e para este ponto minimiza V' em

todos os pontos com E(ay,as) = E.

A medida que avancamos [ em qualquer dire¢do a partir de X, var[¢] aumenta. O
segmento da linha critica, de X ao ponto d onde a linha critica cruza a fronteira do conjunto
possivel é parte do conjunto eficiente. O resto do conjunto eficiente é o segmento da linha
abde d ab. bé o ponto de maximo F possivel. Na Figura 3, X est4 fora da area admissivel,
mas a linha critica corta a area admissivel. A linha eficiente comeca no ponto possivel com
variancia minima (neste caso na linha %). Ela se move na direcao de b até que cruzam a linha
critica, move-se ao longo da linha critica até interceptar uma fronteira e finalmente, move-se
ao longo da fronteira para b. Outros casos poderao ser construidos: (1) X encontra-se fora
do conjunto possivel e a linha critica nao corta o conjunto possivel. Neste caso existe um
ativo que nao entra em nenhuma carteira eficiente. (2) Dois ativos tem o mesmo R;, neste
caso as linha ISOMEAN sao paralelas a um dos segmentos da fronteira. Pode acontecer que
uma carteira eficiente com o E[¢] méximo seja uma carteira diversificada. (3) Um caso em
que apenas uma carteira é eficiente.

O conjunto eficiente no caso de 4 ativos é, como no caso de 3 ativos e também no caso
n ativos, uma série de segmentos conectados. Numa das extremidades do conjunto eficiente
estao o ponto de varidncia minima; na outra extremidade esta um ponto de retorno esperado

mAaximo.

Varias razoes recomendam o uso da regra retorno esperado-variancia do retorno na es-
colha de uma carteira eficiente. Markowitz foi pioneiro na apresentacao de um modelo
matematico para esta escolha, dando origem a Teoria Moderna de Portfélio e abrindo fren-

tes para uma série de novas pesquisas nesta direcao.
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Crescimento de E

1

Figura 3: Fronteira eficiente

No proximo capitulo apresentamos uma solucao analitica para o modelo Markowitz para

o célculo do conjunto de carteiras eficientes (E, V') associadas a um dado E[¢] e var[¢].

4 Resolvendo o modelo Markowitz

Vimos que a teoria proposta por Markowitz para a escolha de carteiras de investimento
eficientes € um método baseado em média-varidncia. Assim a abordagem de Markowitz é
baseada no retorno-risco de uma carteira, onde a variabilidade da taxa global do retorno é
tomada como uma medida do risco e o valor esperado as medidas de rentabilidade, ou seja,

a analise da média-variancia leva em conta os dois primeiros momentos.
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4.1 O modelo

Como anteriormente, considere que existam n ativos disponiveis, ¢ = 1,...,n, um inves-
timento no ativo ¢ leva a um retorno estocastico X;, vamos assumir que existam o primeiro

e o segundo momentos de Xi,..., X,,.

Seja «; a fragao do investimento que serd distribuido entre os n ativos disponiveis. Seja
X; o retorno de cada um dos i ativos que compde a carteira de investimento e E[X;] o seu

respectivo retorno esperado que também chamaremos de R;.

Se permitimos vendas a descoberto, uma carteira de investimentos ou portf6lio é simbo-
n

licamente representada por um vetor a € IR", com E a; = 1 onde «; denotam os pesos do
i=1
investimento nos ativos i = 1,...,n. Assim, o retorno total em um portfélio o é dado pela

variavel aleatoria ¢ da seguinte forma:

n
¢ = Z a; X;
i=1
O retorno esperado da carteira de investimento sera
n
El¢] =) R
i=1
A variancia do retorno esperado da carteira como um todo sera
n
Z ovar(X;) + 2 Z a;ac0v(X;, Xj)
i=1

1>7

ou ainda
n n

ZZO@O@COU(XZ-,X]-)

i=1 j=1
Para uma melhor compreensao, podemos adotar uma notagao vetorial, onde os «;, i =

1,...,n serao representados como componentes do vetor
an

On
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desta forma > «; podera ser representado vetorialmente pelo produto escalar

1
al 1=1,ondel1=1|1
1

Os retornos esperados da carteira R; = E[x;] serdo representados pelo vetor

Ry

R,
As covariancias entre os retornos de cada ativo serdo representadas pela seguinte matriz.
var(zy) - cov(Xy1, X,)
M, — X ) )
cov(Xy1, Xp) -+ wvar(X,)

Como consequéncia imediata, obtemos o retorno esperado da carteira e sua variancia de

uma maneira mais simples e elegante, utilizando a notacao vetorial.
Elg] =) aBE(X;) =a"R

var|p] = var (Z aiXi> = o My

Para determinar o conjunto de carteiras eficientes é formulado um problema de otimizacao
quadratica, e o modelo matematico para sua solugao utiliza o método de maximos e minimos
com restrigao. Dependendo do caso a ser considerado, a solugao para o problema podera
basear-se no teorema de Kuhn-Tucker ou Lagrange.

Se considerarmos o caso em que sao permitidas vendas a descoberto, podemos utilizar o

método dos Multiplicadores de Lagrange no modelo.

4.2 Multiplicadores de Lagrange

Estamos supondo que o investidor maximiza sua funcao utilidade. De acordo com Scott

e Horvath [12|, se admitirmos que a fungao utilidade depende apenas de sua riqueza e de
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seus rendimentos, o valor esperado de sua funcao utilidade pode ser expresso em funcao dos

momentos centrais da seguinte maneira

) par(6) + ' %Ui(u) (4.11)

onde U® denota a i-ésima derivada de U, p denota o retorno esperado da carteira e j; é

0 1-ésimo momento central.

Sob as hipoteses de que a funcao utilidade U de um tipico investidor avesso ao risco sa-
tisfaz U'(w) é positivo e U?(w) é negativo para todo w (nivel de riqueza do investidor) e de
que o investidor é estritamente consistente em sua preferéncia pelo n-ésimo momento, Scott
e Horvath [12] mostram analiticamente que os investidores preferem maximizar momentos

de ordem impar e minimizar momentos de ordem par.

Neste contexto, podemos interpretar que no modelo de Markowitz, a série de Taylor
da funcao utilidade é truncada no termo de ordem 2, e que maximizar a utilidade exigiria
minimizar a variancia var(¢) para um dado nivel de retorno p ou maximizar o retorno p
para uma dada variancia var(¢). Caputo [2] mostra através de um resultado de dualidade

que estes dois problemas sao equivalentes.

4.2.1 Maximizando o retorno

Para o problema de maximizacao do retorno sob a restricao de um risco fixo aceitavel,
de acordo com o perfil do investidor, as restricoes do problema serao: a variancia fixada por

um valor V, e o somatorio dos pesos de distribuicao do investimento ser igual a 1.

L(a; A, ) =o' R—X\(ah -1 —1) = M(a” Mya — V)

Neste caso a solucao para o problema de selecao da carteira de investimento estaria na

solucao do sistema

oT. 1=1
T My =V
o = o (My 'R — M\ My 1)

2Xy
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Pelo resultado de dualidade: Maximizando o retorno a’ R sob a restricao de uma variancia
V, encontramos o e o retorno esperado maximo da carteira Ry, = o7 R correspondente.
Se utilizarmos o retorno maximo encontrado neste caso para fixar o retorno do problema de
minimizar a variancia, encontraremos como resultado a mesma escolha de carteira a* = o,

e a variancia minima V,,;, encontrada serad igual & varidncia fixada no problema anterior

4.2.2 Minimizando a variancia

Para o caso em que se deseja minimizar o risco da carteira de investimentos para um
retorno desejado fixado, as restricoes do problema serao: o retorno esperado da carteira

fixado por um valor, e o somatorio dos pesos de distribuicao do investimento ser igual a 1.

Minimizar a variancia o’ Mya sob a restricao de retorno esperado r, onde a quantia a ser

alocada em cada ativo ¢ uma variavel de decisao, estd associado ao Lagrangiano

L(a; A1, A) = ol Mya — M(a” -1 —1) = Xy(o'R —1)

Derivando obtemos

L
a—:2M2Ck*—>\1'1—>\2R:O
O«

Logo a solucao para determinacdo de uma carteira de investimentos eficiente, sob a

perspectiva de Markowitz, esta na solucao do sistema

oTR=r
aTl1=1
o = S(MM; "1+ MMy 'R)

ou ainda
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QMo — A\ -1 — MR =0
Rla* =r
1Ta0* =1

Que podera ser facilmente resolvido utilizando a representagao matricial do sistema

a* 0
)\1 == 1
)\2 r

2 M,
17 |10 0
RT 10 0

Desta forma, resolver o sistema se resume a encontrar a matriz inversa de uma matriz

Aln
nt 0

Podemos ainda resolver o sistema da seguinte maneira. Partindo da expressao para a*

é simétrica definida por bloco.

Note que a matriz

em bloco do tipo

-1

20 = MMy 1+ MR

e usando as restrigoes

obtemos um sistema linear para A\; e As:

MRTM; "1+ MRT My 'R = 2r
MITM M+ 1T MR =2

que deve ser resolvido em duas situacdes 17M; 'R =0 ou 17M; 'R # 0.
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e Se 17 M, 'R = 0, temos

2 2r
AN = ——— Ay = ————
P T RTM;'R
e
1 1 r
= M;'14+ — MR
CTATM;? T T RTM R
Note que para
1
alzmMz_ll, CYQ:CYl‘l‘MQ_lR
se tomamos
r
R —
v(r) RTM; 'R
temos
. r iy RTM;'R — RTMy'Ru(r) .,
ot R R Tt T g
=a;+ (1 —v)My'R=a; + (1 —v(r))(ay — ay)
=ov(r)ag + (1 —v(r))ay
e Se 1"M;'R#0e A= (R"M;'1)2 — 1" M; '1RT M, ' R, temos
2 2
A\ = Z(rRTJng —~R'M;'R) e M= —Z(ﬂTM;u — RTM;'1)
e
1

oF — N ((rRTMz—ll — RTM;'R)M; ' — (r1T M — RTMgll)Mle)

Note que para

1 1
ay = —1TM2—11M511’ ay = —1TM2_1RM;13
se tomamos S o T
o(r) = (rR"My 1 —R'"My R)1"M; 1
A
temos
L or) = A~ (rR"M; "1 — RTM; ' R)1T M, M1

A

(RTM;'1)2 —1"M; "1RT My, 'R — (1 RT My "1 — RTM;'R)17 My 1

A
(R"M;'1)2 —rR" M, "1 _ (r1TM; 1 — RT M ')A MR
A A

33
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Tal como em Miiller [11],

o =v(r)ag + (1 —ov(r))as (4.12)
onde
1 1y B mMglR se 1TM; 'R # 0,
“=mg et ees , ~
2 o+ My, R senao.

Variando o nivel minimo de retorno r, todos os portfolios eficientes média-variancia sao
obtidos. a7 e as nao dependem de r.

Assim, qualquer portfolio eficiente € uma combinagoes linear de dois portfélios fixados
de referéncia oy e ao. Ingersoll [13, p.86] mostra que «; é o portfolio de variancia minima
global, com um valor esperado de retorno.

T -1
_ —Ifm]\glll (4.13)

Observe ainda que todo retorno r de um portfélio que pertenca a fronteira eficiente

Tmin

satisfaz r = r,n

Assim, um dado nivel de retorno r e (4.12) levam a

o?(r) := var{pla*(r)]} = v’al Myay + 2v(1 — v)ay Myay + (1 — v)2ad Maa? (4.14)

r=ovR a1 + (1 —v)R ay (4.15)

De (4.14) e (4.15) pode-se deduzir que existe uma relac¢ao hiperbolica entre r e o(r).

5 O modelo de Athayde e Flores

5.1 Notacao

Athayde e Flores [1] afirmam que lidar com os momentos de ordem superior pode se
tornar algebricamente complicado ou até mesmo intratdvel. Dado um vetor aleatério n-
dimensional, seus momentos podem ser vistos como tensores, um objeto matematico bem

conhecido pelos fisicos.
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O tensor de segundos momentos é a conhecida matriz n x n de covariancias, enquanto
o tensor dos terceiros momentos pode ser visualizado como um cubo n X n X n no espago
tridimensional. Tal como acontece com a matriz de covariancias, preenchendo todas as quan-
tidade do cubo, irao surgir valores idénticos. De fato, o ntimero de diferentes assimetrias é
igual ao de combinacoes com repeticoes de trés elementos a partir de n, (”T*Q), e nao n’.

O tensor de assimetrias ¢ transformado em uma matriz n x n?, cortando cada camada
n X n e colocando-as, na mesma ordem, lado a lado. O fato de que o tensor estara na forma
de uma matriz, permite o uso de célculo diferencial em todas as expressoes, e a derivacao de

formulas compactas e elegantes. Chamando de o;;;, uma co-assimetria geral, quando n=2, a

matriz 2 x 4 resultante sera

0111 0112 0211 0212
0121 O122 0221 0222

dos quais apenas quatro elementos sao distintos.

Agora, suponha que um vetor de pesos a € IR" é dado, e x, My, M; representam as
matrizes contendo o retorno esperado, covariancias e assimetrias de um vetor aleatoério de n
ativos. Os retornos médios, variancia e assimetrias da carteira com estes pesos serao respec-

tivamente:

oz, o'Mya e o'Msla®a)

onde ® refere-se ao produto de Kronecker. E imediato ver que como funcoes reais de
«, estas expressoes sao trés fungoes homogéneas do mesmo grau que a ordem do momento
correspondente. Isto significa que o teorema de Euler pode ser facilmente utilizado nas

derivacoes necessarias.

5.2 O modelo

Ao incorporar a assimetria do retorno da carteira de investimentos ao modelo original,
Athayde e Flores [1] admitem que os momentos de ordem impar devem ser maximizados e

os de ordem par minimizados, e desta maneira a funcao utilidade ainda serd maximizada.
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Um resultado de dualidade apresentado por Athayde e Flores [1| (Duality Lemma, p. 1338)
garante que o problema de selecao de carteiras de investimentos para n ativos com risco e
um livre de risco é equivalente a determinacao de um portifolio de variancia minima dados
um retorno esperado E(r,) e uma assimetria o,3. Tal portfolio é obtido pela minimizagao

do Lagrangiano:
min L = o' Maa + M [E(r,) — (o' My 4+ (1 — o' 1)rf)] + Moo — o' Mz(a ® ),

onde M, My e M3 denotam as matrizes contendo os retornos médios, as covariancias e as
assimetrias dos n ativos de risco, 7y denota a taxa de retorno do ativo livre de risco e ®
denota o produto de Kronecker. A solucao para o problema de optimizacao é indicada por
Athayde e Flores em [1]

A4R - AQO'pii AUUpls - AQR

Moo = x +
T AgAy — (A2 T AgAy — (Ay)?

M;(a ® «). (5.16)

onde Ay, Ay e Ay sdo:

Ay = 2" My ', (5.17)
Ay = 2" My ' Ms(a ® a), (5.18)
Ay = (a®a)" MMy ' Ms(a ® a); (5.19)

A resolugao de (5.16) envolve a aplicagdo de um Teorema de Ponto Fixo. O objetivo
central do nosso projeto de pesquisa é precisar matematicamente, com a utilizagao de ana-
lise convexa, o uso de teoremas de ponto fixo na solucao do problema de maximizacao da
utilidade esperada associado a este modelo de selecao de carteiras eficientes. Analisaremos
matematicamente o modelo proposto por Athayde e Flores [1] afim de encontrar o teorema
de ponto fixo que atenda as especificidades da func¢ao (5.16), formalizar sua utilizacdo e

provar a existéncia de solucao para este problema de otimizacao.
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