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Resumo

Nesse artigo, discutimos o comportamento das solugoes de um sistema linear médulo n relacio-
nado ao método do passo uniforme. Trata-se de um método para construgdo de quadrados méagicos
de ordem impar proposto e analisado matematicamente por Lehmer [2]. Exploramos aqui o nao
preenchimento do quadrado e as regularidades associadas a esse processo.

Abstract

In this article, we discuss the behavior of solutions of a linear system module n related to the
uniform step method. It is a method for constructing magic squares of odd order proposed and
analyzed mathematically by Lehmer [2]. We investigate what happens when the method fails and

we analyze the regularities associated with this process.

1 Introducao

Segundo Lehmer [2], uma matriz quadrada de ordem n preenchida com todos os nimeros naturais de
1 até n?, sem repeticdo, é chamada de quadrado mégico se a soma dos nimeros de qualquer linha ou
coluna for a mesma. Nesse caso, dizemos que o quadrado é mégico nas linhas e méagico nas colunas,
respectivamente.

H4 muitas maneiras de gerar quadrados mégicos. Existem varios métodos de construgao. Quadrados
de ordem impar sao construidos com métodos diferentes dos quadrados de ordem par. No presente
trabalho vamos nos deter exclusivamente a certos aspectos do método do passo uniforme (MPU). Esse
método! foi analisado matematicamente por Lehmer [2]. Ele consiste em atribuir, um de cada vez,
ordenadamente, a sequéncia dos niimeros 1,2, 3, ..., n? as células do quadrado seguindo uma regularidade
de movimentos para a direita e para cima. Lehmer dividiu sua andlise em varias etapas. Ele investigou
sob quais hipéteses: (a) o método preenche o quadrado; (b) as colunas resultam mégicas e (c) as linhas
resultam magicas.

Ao analisar o preenchimento do quadrado, Lehmer [2] nos instigou a investigar o ndo preenchimento.
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10 método do passo uniforme apenas pode ser usado para gerar quadrados mégicos de ordem fmpar. No entanto, na

discussao do preenchimento do quadrado pelo método, essa restricdo nao se faz necesséria.
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2 O método do passo uniforme

Cada célula do quadrado de ordem n serd identificada por suas coordenadas (A4, B) que indicam, respec-
tivamente, a coluna e a linha que a ela correspondem. As linhas sao numeradas de baixo para cima e as

colunas, da esquerda para direita. Assim temos a seguinte disposigao:

By

n {1 2} (2|3 7) (n.n)

30 10.3) [ (2:3)]3.3) (n;3)

2 ({22 26 2) (n.2)
1)) |G (n,1)

0o 1 2 3 n A

Figura 1: Coordenadas das células

Fonte: dados da pesquisa

2.1 Um Exemplo

No método do passo uniforme, inicia-se com o 1 sendo atribuido a uma célula qualquer (p, ¢). Em seguida,
vem o 2, colocado na célula (p 4+ «, ¢+ B) sendo « o deslocamento ou “passo” para a direita e 8 o passo
para cima. Esses passos serao mantidos, por isso, « e 8 sdo chamadas de constantes do passo uniforme.
A “saida” da matriz é evitada utilizando-se a congruéncia médulo n para determinar as coordenadas de
cada célula. Com efeito, ao considerarmos (A, B) = (z,y) (mod n) se e somente se A = x (mod n) e
B =y (mod n), os valores para as coordenadas podem ser obtidos de 1 a n. Para tornar o texto mais
leve vamos omitir a escrita do (mod n). Ao término de cada aloca¢io de n ndmeros, serd necessirio
fazer uma quebra de passo (através da introdugdo de pardmetros a e b) para evitar a sobreposigdo de

numeros em uma mesma, célula.
Exemplo 2.1.

Seja o quadrado de ordem n = 5 construido pelo método do passo uniforme com os seguintes

parametros: a=1,8=1,a=1,b=2,p=2e qg=3.

O 1 é alocado na célula inicial (p,q) = (2, 3), escolhida arbitrariamente, prossegue-se colocando 2 na
célula situada 1 passo para a direita e um passo para cima, ou seja, (2+ 1,3 4+ 1) = (3,4). Da mesma
forma, 3 é alocado em (3+1,44+1) = (4,5),4em (4+1,56+1)=(5,1)ebem (5+1,1+1)=(1,2),
Figura 2(a).
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A primeira quebra de passo sera requerida, ao término do 1° ciclo, na insergao de 6. De fato, partindo
da coordenada p = 2 ao serem somados 5 passos horizontais o = 1 voltaremos a coordenada 2, isto €,
24+5-1=2 (mod 5). Da mesma maneira, a partir da coordenada ¢ = 3, acrescentados 5 passos verticais
B = 1 voltarse & coordenada 3, ou seja, 3+ 5-1 =3 (mod 5). Entdo, o método propoe uma quebra de
passo que consiste em deslocar-se a passos para a direita e b passos para cima, isto é, somar a = 1 e
b = 2, respectivamente, as coordenadas p = 2 e ¢ = 3. O 2° ciclo, € iniciado, com a primeira quebra
de passo introduzida, permitindo que o niimero 6 seja alocado ndo mais na célula (2,3) ocupada pelo 1
mas numa outra célula, com coordenadas (2+ 1,3+ 2) = (3,5). Os ntimeros de 7 até 10 poderao, entéo,
ser alocados fechando o 2° ciclo, Figura 2(b). Esse procedimento se repete para o 3° ciclo, Figura 2(c) e

prossegue com o 4° e 5° ciclos até que todos os 25 nimeros tenham sido distribuidos, Figura 2(d).

3 6 3 14| 6 3 17 | 14| 6 3 | 25
2 10| 2 13|10 2 13 (10| 2 | 24| 16
1 9 1 9 1 12 9 1 (23 (20|12
5 5 8 5 1| 8 5 (22 (19 (11| 8
4 [ 4 15| 7 4 21 |18 |15 | 7 4
(a) 1° ciclo (b) 2° ciclo (c) 3° ciclo (d) 4° e 5° ciclos

Figura 2: Insercao de 1 a 25 pelo MPU

Fonte: dados da pesquisa

2.2 Congruéncias associadas

O processo descrito no exemplo pode ser resumido nas congruéncias fundamentais propostas por Leh-

mer [2], para determinar as coordenadas (A, B) da célula na qual cada nimero x € {1,...,n%} deve ser
alocado:
z—1
AEp—I—a(Jc—l)—i—a[ - ] (mod n) (2.1)
z—1
qu+ﬂ(9c—1)+b[ ] (mod n) (2.2)

onde (p, ) sdo as coordenadas da célula ocupada pelo 1 e [w] representa a parte inteira do niimero real w.
Estas congruéncias nos indicam que as coordenadas A e B de um nimero z no quadrado, pelo método
do passo uniforme, dependem dos seis parametros «, 3, a, b, p e q.

No método do passo uniforme, o coeficiente (z—1) de a e § é um contador da quantidade de passos. O
coeficiente [174] de a e b é um contador das quebras de passos. De fato, apés cada ciclo (de n alocagoes),
ha uma quebra de passo, sendo adicionada uma unidade ao coeficiente de a e b que se mantém constante
durante os ciclos.

Para nossa andlise, serd conveniente observar que o teorema da Divisao Euclidiana garante que um

nimero natural = € {1,2,3,---,n?} pode ser escrito, de maneira tinica, na forma

r=14+w-+kn (2.3)
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com 0 < w, k <n— 1. Mais precisamente, k£ é o quociente da divisao de  — 1 por n,

k= [x_l} (2.4)

n

e, w € o resto dessa divisao,
w=xz—1 (mod n). (2.5)

O conceito de congruéncia médulo n foi utilizado para formalizar matematicamente o procedimento
indicado pelo método do passo uniforme. Foi possivel estabelecer uma relacdo algébrica entre cada

ntimero z e as coordenadas da célula que serd ocupada por ele.

3 O método preenche o quadrado?

Nesta secao, apresentamos o resultado de Lehmer [2] para preenchimento do quadrado pelo método do

passo uniforme. Lehmer [2] estabelece o seguinte resultado

Teorema 3.1 (Lehmer [2, p. 530]). Dados «, 3,a e b todos primos com n, uma condi¢do necessdria e

suficiente para que o método do passo uniforme preencha o quadrado € que ab — Ba seja primo com n.

O método do passo uniforme garante que nenhum niimero 1 < z < n? caia fora do quadrado. Sendo
assim, a Unica maneira do quadrado nao ser preenchido pelo método é existirem dois nimeros x; e o
que tenham as mesmas coordenadas (A, B). A prova de Lehmer [2] explora esse fato.

Sejam z1 e x5 dois nimeros do conjunto {1,2,3,...,n?}. Vamos denotar respectivamente por (A, By)
e por (As, Bs) suas coordenadas dadas por (2.1) e (2.2). Se 21 e 5 estdo em uma mesma célula, temos
Ay = Az (mod n) e By = By (mod n). Isto é,

Mm—m)m([“‘ﬂ—{“‘1]);0 (mod n) (3.6)

n n

8 (21 —m2)+b([”“n_ 1} - {””2_ 1]) =0 (mod n) (3.7)

n

Utilizando propriedades de congruéncia? em (3.6)-(3.7), Lehmer deduz o sistema (3.8)-(3.9), associado &

condicao de dois ntimeros x; e x2 ocuparem a mesma célula, pelo método do passo uniforme.

A(zxy—22) =0 (mod n) (3.8)

A .’El—l {EQ—].
1=
onde A = ab — Sa.

A proposigao “Se o quadrado preenche, entao ab— Sa é primo com n.” é equivalente a sua contrapo-

0 (mod n) (3.9)

sitiva “Se ab — Ba nao é primo com n, entao o quadrado nao preenche”. Lehmer toma a contrapositiva.

2Veja Proposigdes 9.1.4 e 9.1.5 em Hefez [1, pp. 113-114]
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Essencialmente, ele quer exibir dois nimeros z; e xo que satisfazem (3.8)—(3.9), que ocupem a mesma
célula, isto é, que também satisfagam (3.6)-(3.7).
Para provar que a condigao de primalidade de ab — Ba e n é necessaria, Lehmer parte do sistema

(3.8)-(3.9) e argumenta da seguinte maneira:

Se? o mdc(ab — Ba,n) = §, entdo

=[] (e 5)

ex1 = Tq (mod %) Se consideramos entdo xo = x1 + (%) n a ultima congruéncia se verifica.

Substitua esse valor de x5 na outra congruéncia e obtenha

== [ 5] (e B).

Como % é um inteiro, a congruéncia claramente se verifica. Dois valores de z que difiram por

n?

5 serdo alocados pelo passo uniforme na mesma célua e o quadrado nao serd preenchido.
(Lehmer [2, p. 531]).

Lehmer [2], assume que os parametros a, 3, a, b do método do passo uniforme sejam todos primos com
n e ainda que o mde(ab — Ba,n) = § # 1. Lehmer [2] exibe dois nimeros zo — 21 = %2 que satistazem

ao sistema equivalente a (3.8)—(3.9)*

T1 = To (mod %) (3.10)

[xln_ 1} = [“n_ 1} (mod %) (3.11)

e afirma que vao cair na mesma célula e por isto o quadrado nao serd preenchido.

- . . . . 2
Essa afirmacao é equivocada. Veremos mais adiante que se x1 e xa tais que, 1 — x2 = - nao

satisfazem (3.6)-(3.7)

A possibilidade de haver dois ndmeros 7 e x2 que satisfacam as congruéncias do sistema (3.10)—
(3.11) mas nao ocupem a mesma célula do quadrado nos instigou a entender como se configura o nao
preenchimento pelo método do passo uniforme. O fato de Lehmer [2] ter pensado que solugées nao
triviais de (3.8)-(3.9) sdao também solugdes de (3.6)-(3.7), ou seja, ocupam a mesma célula, nos levou a

fazer uma andlise da relagao entre esses sistemas.

3traducdo livre de: If however n and (ab — fBa) have a common divisor § then we have [217_1] = [127_1] (mod %) and

xr1 = X2 (mod %) If then we put o = z1 + (%) n this last congruence is satisfied. Put this value of z3 in the other

congruence and we have {lefl] = [lefl + %] (mod %) and since % is an integer the congruence is clearly satisfied. Two

values of « which differ by TLT will then fall in the same cell by this rule for filling the square and the square will therefore

not be filled.
4A Proposigao 9.1.5 [1, p. 114] garante a equivaléncia dos sistemas (3.8)—(3.9) e (3.10)—(3.11)
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3.1 O ponto crucial no caminho da volta

O ponto crucial na prova da condi¢ao necesséria encontra-se na passagem, de (3.6)-(3.7) para (3.8)-(3.9),
onde as equacoes lineares foram multiplicadas pelos parametros «, 8, a e b presumidamente primos.
Logo, nessa passagem nao haveria ganho nem perda de solugoes, portanto haveria uma equivaléncia. No
entanto, voltando, de (3.8)-(3.9) para (3.6)-(3.7) observamos algo que nos surpreendeu. Vamos, adotar

aqui, a notagdo com w's e k’s. O sistema (3.8)-(3.9) pode ser reescrito como

(ab — Ba)(wy — ws) = 0 (mod n) (3.12)
(ab — Ba)(ky — kz) = 0 (mod n) (3.13)
¢ 6 equivalente a
bla(wr — wa) + alky — ka)] — a[B(wy — wy) + b(ky — k2)] = 0 (mod n) (3.14)
alB(wi — ws) + b(ky — k2)] — Blawy — ws) — alky — k) = 0 (mod n) (3.15)

Multiplicando (3.14) por « e (3.15) por a e somando, vamos obter:

(ab— Ba)[a(wy — ws) 4 a(ky — k2)] = 0 (mod n)
Multiplicando (3.14) por 8 e (3.15) por b e somando, vamos obter:

(ab — Ba)[B(w1 — wa) + b(ky — k2)] = 0 (mod n)

Portanto, sob as hipéeteses de «, 3, a e b serem primos com n, o sistema (3.12)-(3.13) é equivalente a:
(ab — Ba)[a(wr — we) + a(ks — k2)] = 0 (mod n)
{ (ab — Ba)[B(wi — wa) + b(k1 — k2)] = 0 (mod n)
Se ab — Ba for primo com n entéo:
a(wy —wa) + a(ky — k2) = 0 (mod n)
{5(101 — w2) 4+ b(k1 — k2) = 0 (mod n)

Portanto, o que impede a equivaléncia entre os sistemas (3.6)-(3.7) e (3.8)-(3.9) é apenas, a nao primali-
dade, do determinante ab — Sa com n. Veremos que a condigdo necessaria e suficiente do preenchimento
do quadrado pelo método do passo uniforme depende unicamente da primalidade do determinante e nao
exige a primalidade dos pardmetros com n diferentemente do que havia estabelecido [2].

Afirmamos que é possivel haver dois nimeros x; e xo que satisfacam as congruéncias do sistema
(3.10)—(3.11) mas néo ocupem a mesma célula do quadrado. Compreender essa afirmagao exigiu o enten-
dimento de como se configura o nao preenchimento pelo método do passo uniforme. Como consequéncia
dessa investigagao, deduzimos e identificamos varias regularidades associadas ao nao preenchimento do

quadrado pelo método do passo uniforme.
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3.1.1 Se o método preenche, ab — fa é primo com n?

Para compreender o equivoco de Lehmer, é necessério analisar cuidadosamente o sistema (3.10)—(3.11).
Por (2.4), a equagao (3.11) pode ser reescrita:

— (mod %)

De acordo com (2.3), a equagao (3.10) pode ser escrita:

1+w1+k1n51+w2+k2n(mod %)
n

w1 = we (mod %)

wo + (ko - 9) % (mod %)

O sistema (3.10)—(3.11) pode, entdo, ser reescrito:

W, = Wo (mod %) (3.16)

by = ko (mod %) (3.17)

Seja St o subconjunto de {1,...,n%} tal que para todo x1, x5 € S, tenhamos 1, 22 é solugao de (3.10)—
(3.11).

Como queremos investigar nimeros x1, 72 € {1,2,...,n?} que ocupam a mesma célula no quadrado,

estamos interessados em determinar os elementos z; de Sy. Por (2.3), podemos representé-los na forma
rj=14+w;+knec{l,2,....,n%}, j=12.

Vamos nos referir a tais elementos como solugées de interesse do sistema (3.10)—(3.11). A cada solugao
de interesse z; do sistema (3.10)-(3.11), podemos associar uma solucao de interesse (w;, k;) do sistema
(3.16)—(3.17). A coordenada w; serd chamdade de solugdo de interesse de (3.16) e k;, de solucao de
interesse de (3.17). Obviamente, duas soluges de interesse w; e wy de (3.16) deixam o mesmo resto w’

na divisao por %. De um modo geral, duas solucdes de interesse w; e wy de (3.16) sdo dadas por

wj = +1;- g, j=1,2, (3.18)

para algum w’ tal que 0 < w’ < 5 - L Como wj é tal que 0 <w; <n—1, temos 0 < [; <6 — 1.
Analogamente, duas solugdes de interesse kq e ko de (3.17) sdo dadas por

n

3

com 0 <t; < —1 e para algum k' tal que 0 < &' < % — 1.

Portanto, as solugoes de interesse do sistema (3.10)—(3.11) podem ser agrupadas em fungéo dos pares

ki =k +t;- j=1,2, (3.19)

(w', k). Para cada w’ e k’ pertencentes ao conjunto de residuos® médulo %, (3.18) e (3.19) nos mostram

Sw, k' € {0,1,2,--- , % —1}.
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que ha 6% solugdes de interesse (wj, k;) do sistema (3.16)—(3.17). Além disso, sendo z1 e z2 duas solugoes
do sistema (3.10)—(3.11), por (3.18) e (3.19), temos

n TL2
@:1+wW%m+@-g+y~g,j:L2 (3.20)

para algum [; e t; pertencentes ao conjunto de residuos® médulo 4.

4 Como ocorre o nao preenchimento?

Vimos que as solugoes de interesse do sistema (3.10)—(3.11) sdo ntimeros da forma
2

= +1- +t~72, 0<, t<d—1,

3

n
sendo ' =14+ w + k'n, com 0 < w', k' < 5 1. Fixados w’ e k’, estes ntimeros podem ser dispostos
em 9§ linhas e § colunas, Figura 3, formando uma matriz M (w', k’).

Figura 3: Matriz M (w’, k')

l
/ 0 1 2 -1
. n n ; 7 n n . n "
0 x4+0-—+0-— x+1-—+0.— X+2:—=+0-— x+(5-1)—+0-—
) o ) ) ( )5 )
1 Sap e gy M B P ol il 2t
) 5 ) o) ) 5 ) o
bv | mtmbel e | mliifancd | wizofao e (O PR
o ) J ) %) I2)
. n n . n n’ " n n® . n n’
“1|x+0—+(F-1)—|x+1 —+(-1)— |x +2-—+(F-1) o x +(6-1)—+(8-1)
8-1|x 402+ (@) — |5+l =+ (F-1)-— |5 +2-2+(6-1)— ¥ +(6-1)-=+(6-1)
Fonte: O autor, 2014.
Mais precisamente, para 0 < w’, k' < n_ 1, temos
/ / / n n2
Mw', k') = (mir1041), Mig1041 =Tu =T +l'5+t'77 0<,t<d~1 (4.21)

n 2
Segue que o conjunto de solugdes de interesse do sistema (3.10)—(3.11) serd constituido por (5)
n
matrizes, cada uma definida por um w’ e um &’ tais que 0 < w’, k¥’ < = —1, tendo cada uma §2 ntimeros.

A este ponto, somos capazes de dado um nimero qualquer 1 < z < n? identificar a qual M (w', k'
) )
ele pertence, e quais serao os outros niimeros desta mesma matriz.

61;,t; €{0,1,2,--- ,6 — 1}.
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Por que é importante saber quais sdo os nimeros de uma M (w’,k")? Porque sdo ntimeros de uma

M (w', k") que vao ocupar uma mesma célula, ocasionando, o nao preenchimento do quadrado.
Exemplo 4.1.
Seja o quadrado de ordem n = 15 construido pelo método do passo uniforme com os seguintes

parametros: a« =2, f =1, a =11 e b =4. Observe que determinante

Z‘ = —3 e mdc(n,ab — Ba) =

2 15\
0 = 3. Assim, teremos (g) = (3) = 25 matrizes M (w',k’),3 x 3, (Figura 5(a), pagina 23), cada

uma com §2 = 32 = 9 elementos, Figura 5(b), na pagina 23.
e Nessas condigoes, em qual M (w’, k') vai cair o nimero, digamos, 1337
13B=14+w+15-keok=8cw=12
K=k (mod g) = k' =8=3 (mod}))

w’zw(mod%) = w =12=2 (mod 5)

Desta forma, o nimero 133 estd em M (2, 3).

Figura 4: Estrutura das matrizes do exemplo 4.1.

w=0 w=1 w=2 w=3 w=4
I EE NN B
k=0
R E
OO OEm
k=2 T R
_NE| NN/ NS SN ESEE) |
fei=13
t=1
N W NN N
k=4 ;o o
(a) 25 matrizes M (w', k"), 3x3 (b) M(w', k"), 3x 3

Fonte: O autor, 2014.

4.1 Coordenadas dos elementos de M (v, k')

Um elemento genérico de M (w’, k') tem a forma

n
+t-

2
r=14+w+k n+1- 5

o 3
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Vamos calcular as suas coordenadas A e B. Para isso retomamos a equagdo (2.1). Substituindo a
expressao de x, vamos obter a seguinte congruéncia médulo n:
2

4.2
5

2 w4k -n+1-
)—l—a (mod n)

A:p+a(w’+k'~n+l'z+t~rg

Temos:

a-k'-n=0 (modn) e a-t-

Portanto, ambos podem ser eliminados.

AEp—&-a(w’—l—l-%)—i—a ) (mod n).

O termo multiplicado por a pode ser decomposto:

A£p+a(w'+l~ﬁ>+a (mod n).

[« 9

T S s
|5

E, considerando que:

=0, umavezquew:w’—i—kgeogwgn—l.

2

n
r. b — . .
[k n]k’ e ] {t(sn]tén’ uma vez que ¢ | n,
n

a congruéncia se reduz a:

an an

A=p+ow +a-k +1- 5 5

(mod n) (4.22)

Analogamente, segue de (2.2) que a coordenada B de z é dada por

qu+5w’+b.k'+l-%”+t-b§ (mod n) (4.23)
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Exemplo 4.2.

Seja o quadrado de ordem n = 15 construido pelo método do passo uniforme com os seguintes
pardmetros: o =2, § =1, a =11 e b = 4. Quais sdo as coordenadas (A, B), de cada elemento da matriz
M(2,3)7

Obs.: p e ¢ sao as coordenadas da célula inicial, onde é alocado o 1.
A Figura 10 mostra os resultados obtidos quando usamos (4.22) e (4.23). Verificamos que os nimeros
e 48, 133 e 203 vao ocupar a célula do quadrado de coordenadas (p + 7,q + 14);
e 53, 123 e 208; a célula de coordenadas (p+2,q+4) e
e 58, 128 e 198 irdo cair na célula de coordenadas (p + 12,¢ +9),
confirmando que dois valores de x que correspondam a solugdes de interesse do sistema (3.10)—(3.11)

podem nao ocupar a mesma célula.
2

- s ~ . ) ns
Com relagao a afirmacao de Lehmer: “que dois valores de x que diferem de 5 VA0 ocupar a mesma

célula”, a Figura 10, oferece varios pares de valores de x que a contradizem, por exemplo, 53 e 128, que

diferem de 5 mas ocupam células diferentes.

Figura 5: M(2,3) do Ex. 4.4.

=0 /=1 1=2

e 48 53 58
(p+7. g+14) | (p+2 g +4) | (p+12 g+9)

2 5 123 128 133
(p+2, g+4) | (p+12 g+9) | (p+7, g +14)

198 203 208
1=2 1 (p+12 ¢+9)| (p+7, g +14)| (p+2, g+4)

Fonte: O autor, 2014.

4.2 As coordenadas A’ e B'.

O elemento zgg se localiza na 1?* linha e na 1* coluna de M (w’,k’). Entao, fazendo [ = 0 e t = 0, temos:

b
330021—|—w’+k’-n+0-%n+0-§=1—|—w/—|—k’-n:x’

Vamos denotar suas coordenadas por A’ ¢ B’. Temos

A'=p+aw +ak’ (mod n)
B' =g+ Bw + bk (mod n)
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Entao, as congruéncias (4.22) e (4.23) podem ser reescritas:

AzA/H.%H-% (mod ) (4.24)
B=B+1- @+t 5 (mod n) (4.25)

As coordenadas dentro de uma matriz M (w’, k') dependem de (A’, B’) que sdo as coordenadas do ele-
mento zgg. A partir destas coordenadas todas as outras coordenadas dos demais elementos da matriz
sao obtidas somando-se
l.%+t.% e l.@+t.bj
1) 1) 6 §

respectivamente a A’ e a B’. Ou seja todas sdao obtidas regularmente a partir de (A’, B').

4.3 Regularidade das coordenadas A e B entre matrizes.

Seja
PR TRy Ly
) )
Note que a diferenca entre nimeros, localizados na mesma linha e coluna, mas em matrizes vizinhas
M(w" + 1,k") serd de 1. E, em matrizes vizinhas da forma M(w’, k" + 1), a diferenga serd de n como
mostram as figuras 7(a) e 7(c).

Sejam (A, B) as coordenadas do elemento = localizado na ¢* linha e [* coluna de M(w’,k’). A
coordenada A, 41 ; de um elemento na mesma posigao, mas localizado em uma matriz vizinha M (w’ £
1, %), serd determinada por:

Apsip =p+aw £1)+ak’ +1- % +t- % (mod n)

Aw’il,k'5<p+04w +ak' +1- T—H 5)ia (mod n)

Aw’:ﬁ:l,k’ =A+a (mod TL)

Analogamente
Bw’:l:l,k’ = B :t ﬁ (mod n)

Portanto, a partir das coordenadas (A, B) de z, podemos determinar as coordenadas de um elemento
localizado na mesma posigao, em uma matriz vizinha & esquerda ou & direita M (w’+1, k"), simplesmente,
somando +« a coordenada A e £ a coordenada B, Figura 7(b)
A coordenada A,y j/+1 de um elemento na mesma posi¢do, mas localizado em uma matriz vizinha
M(w', k" + 1), serd determinada por:
Ay pri=p+aw +a(k' £1)+1- o%n +t- % (mod n)

Aw a1 = (p+aw +ak' +1- 7 +t- a(;l) ta (mod n)

Aw’,k/ﬂ:l =A+ta (mod n)
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Analogamente
By wx1 =B+b (modn)

Portanto, a partir das coordenadas (A, B) de x, podemos determinar as coordenadas de um elemento
localizado na mesma posi¢do, em uma matriz vizinha acima ou abaixo M (w’ £+ 1,%), simplesmente,

somando +a a coordenada A e £b & coordenada B, Figura 7(d).

Figura 6: Regularidades.

w1 W w1 w1 w w1
|.; T T T ! ‘: T T T ‘
k | Fe iw k L Ls | b
x-1 x x+1 (4-a,B-p) (4,B) (4+a,B+p)

(a) Elementos de mesma posigdo, em (b) Coordenadas de mesma posigao, em matrizes vizi-

matrizes vizinhas, & esquerda e a direita nhas, & esquerda e a direita

w

e x—n (A—a,B—b)
&4 k-1
i 7 x k « (4, B)
o k+1
il (4+a,B+b)
(¢) Elementos de mesma (d) Coordenadas de mesma posicéo,
posicdo, em matrizes vizi- em matrizes vizinhas, acima e abaixo

nhas, acima e abaixo

Fonte: O autor, 2014.

Observagao 4.1 (A possibilidade de « ser miltiplo de n). A dnica possibilidade de termos duas co-
ordenadas (A, B) iguais em matrizes vizinhas seria se 3 também fosse miltiplo de n, pois teriamos
a=0(mod n) e =0(mod n). Mas, esse problema é aparente, pois em caso dos dois serem multiplos
de n entdo o determinante também seria multiplo de n e o mdximo divisor comum § = n. Nesse caso,

. . . n - . Lo .
a quantidade de matrizes € dada por <E) = 1. Entado, teriamos apenas uma unica matriz n X n que

seria a M(0,0). E inteiramente andloga, a possibilidade de a ou b serem multiplos de n.
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4.4 Regularidade das coordenadas A e B ao longo de uma linha de M (vw', k').

Seja (A, By) as coordenadas do elemento x4 localizado na linha t e coluna I de M(w’,k’). As co-

ordenadas de um elemento vizinho, localizado na mesma linha, x;;41 ou x4;—1, serdo determinadas

por:
an an an
A= (A0 40 2 2 =4, £ 28 (mod
ti+1 + 5 + 5 5 t,l 5 (mod n)
Bn Bn pn
B = (B - — +— =By + —
t1E1 ( +1 5 +t- 5 5 TR (mod n)
Portanto, a partir das coordenadas (A, B) de x, podemos determinar as coordenadas dos elementos
vizinhos em uma mesma linha, simplesmente, somando :l:% a coordenada A e :I:%n a coordenada B.

4.5 Regularidade das coordenadas A e B ao longo de uma coluna de M (w', k')

Seja (Au,By) as coordenadas do elemento x;; localizado na linha ¢ e coluna ! de M(w', k') . As

coordenadas de um elemento vizinho, localizado na mesma coluna, ;1 ou x¢_1,, serao determinadas

por:
(o an an _ an

A1) = (A +1- 75 +t- 5 ) + 5 = Apg £ 5 (mod n)
Bn ,é’n bn
= I JR—

Bit1, = (B +1- 5 +t- 5 5= =Bt 5 (mod n)

Portanto, a partir das coordenadas (A, B) de x, podemos determinar as coordenadas dos elementos

b
vizinhos em uma mesma coluna somando ﬁ:% a coordenada A e i% a coordenada B. As figuras 8(a)

e 8(b) mostram os vizinhos de um elemento genérico, x, em uma M (w’, k'), assim como suas respectivas

coordenadas.
Figura 7: Regularidades.

" L

o~ [+-5-%)
v v

PO N % «— 2 [A*ﬂ,B*ﬁ) — (4, B) -« (A+—,B+’an
) g s g ) )

| |
!
n’ am ibn

er? [A+ = B+ (5J

(a) Elementos vizinhos de z (b) Coordenadas vizinhas de (A, B)

Fonte: O autor, 2014.

Até este ponto, vimos que as solugoes de interesse do sistema (3.10)—(3.11) sdo ndmeros da forma
2

n n
x=14w+k  -n+1l-<-+4+1t-— e podem ser organizados em matrizes M(w’,k’). Sdo os ndmeros

4] ]
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que estdo em uma mesma matriz M (w’, k) que vao compartilhar células, causando o n&o preenchimento
do quadrado pelo método do passo uniforme. Também observamos um padrao: a medida em que nos

movemos, horizontalmente, para a direita ou esquerda, em M (w’, k"), os elementos variam de :I:g e suas,

pn

. Se o movimento for, verticalmente, para cima ou

. . n . _ . an bn
para baixo, os elementos variam de £— e suas, respectivas coordenadas, sao acrescidas de +— e +=—.

] ] ]

. ) an
respectivas coordenadas, variam de de :i:7 e+

Exemplo 4.3.

Seja o quadrado construido pelo método do passo uniforme definido pelos parametros n = 15, a = 4,
B =05 a=1eb=2. Aplicando as regularidades da matriz M (w’, k'), vamos determinar quais sdo os

ndmeros, com suas respectivas coordenadas, que estao na mesma matriz que 102. Temos

a a

=ab—fa=4-2-5-1=3
8 b

e § =mdc(15,3) = 3.
Vamos identificar em qual matriz M (w', k') estd 102.
102=14w+15-kek=6ew=11
k'zk(mod g) = kK =6=1 (mod}5)
w’zw(mod %) = w =11=1 (mod5)
Entao, 102 estd em M(1,1).
O elemento zgo que estd na 1? linha e 1* coluna de M (1,1) é dado por
zo=2" =1+w +kn=14+1+1-15=17

Suas coordenadas sao:

App=A'=p+aw' +ak'=p+4-1+1-1=p+5 (mod 15)
Boo=B' =q+pw +bk'=q+5-1+2-1=q+7 (mod 15)
Entéo, a partir de xgp = 17, Ago = p+ 5 € Bog = ¢ + 7, podemos determinar, respectivamente, g1, Aoz

eB(n:
201 = 17+5=22 App =(p+5)+5=p+ 10 (mod 15)

Bo1 =(q¢+7)+10=¢+2 (mod 15)

A partir de xg; = 22, Agy = p+ 10 e By; = g+ 2, podemos determinar, respectivamente, xg2, Aga € Boa:

By = (q+2)+10= ¢+ 12 (mod 15)
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Assim, a 1* linha foi concluida.

Continuando, de xgp = 17, Agp = p+ 5 e Bgg = g+ 7, podemos determinar, respectivamente, x1g, A1g €

Blol
T19 =17+ 75=92 Ap=(P+5)+5=p+10 (mod 15)

Bio=(qg+7)+10=¢+2 (mod 15)

De 219 = 92, Aijg = p+ 10 e B1y = ¢ + 2, podemos determinar, respectivamente, x1, A1 e Bii:
r11 =924+5=97 A1 =(p+10)+5=p (mod 15)

B11 =(q+2)+10= ¢+ 12 (mod 15)

De z11 =97, A1 = p e By1 = ¢+ 12, podemos determinar, respectivamente, x15, A2 € Bya:
T12 = 97+ 5 =102 Ajs=p+5=p+5 (mod 15)

Bi2=(q+12)+10=¢+ 7 (mod 15)

Assim, a 2% linha foi concluida.

De 19 =92, A1g = p+ 10 e Big = ¢ + 2, podemos determinar, respectivamente, xog, Asg € Bag:
Tog = 924 75 = 167 Asg = (p+10) 4+ 5 =p (mod 15)

By =(g+2)+10 = ¢+ 12 (mod 15)

De x99 = 167, Ayg = p e Boy = ¢ + 12, podemos determinar, respectivamente, zo1, A € Bay:
To1 = 167+ 5 =172 A1 =p+5=p+5 (mod 15)

By =(¢+12)+10= ¢+ 7 (mod 15)

De z91 =172, Ay1 = p+5 e By = g+ 7, podemos determinar, respectivamente, xog, Asy € Bao:
Tog = 172+ 5 =177 Ass = (p+5)+5=p+10 (mod 15)

By =(q+7)+10=¢g+ 2 (mod 15)

Os resultados obtidos estao na Figura 8.

Figura 8: Elementos e suas coordenadas, da matriz M (1,1), do Exemplo 4.3.

=0 =1 1=2
f—0 17 22 .51
| (p+5.9+7) |(p+10,g+2)| (p.g+12)
> 92 97 102
" |(p+10,9+2)| (p.g+12) | (p+5.q+7)
- 167 172 177
& (p.q+12) | (p+5,9+7) |(p+10,g+2)

Fonte: O autor, 2014.
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4.6 Padrao dos nuimeros em M (w' k') que ocupam uma mesma célula no

quadrado

Vimos que ter o mesmo valor para w’ e o mesmo valor para k' é condi¢ao necessdria, mas nao suficiente
para que dois niimeros ocupem a mesma célula do quadrado. Sejam z1 = x4, ;, € T2 = X4,,, dois

elementos em uma matriz M (w’, k’). Suas coordenadas sdo dadas respectivamente por (4.24) e (4.25)

A=A +l1% —l—tl% (mod n)

1) )
BlzB’—I—lléTn—i—tll%n (mod n)
AQEA/‘i_lQ%"'tQ% (mod n)
BQEB/‘FIQ% +tgl%n (mod n)

Vamos assumir que 1 e xo tenham coordenadas iguais, A; = A e By = By, temos:
a(ll — l2) = a(tg — tl) (mod 5) (426)

ﬁ(ll — lg) = b(tg — tl) (mod 6) (427)

2
. . . . . n . p
Vamos agora rediscutir o exemplo dos “dois nimeros que diferem por — 7, citado por Lehmer. Até o

0

fim dessa subsegdao, tal como [2], admitiremos que os pardmetros a, 8,a e b sdo primos com n. Veremos
que dois nimeros com essa relagdo, embora em uma mesma M (w’, k'), ndo caem numa mesma célula
(A, B). Vamos analisar o sistema (4.26)-(4.27) tendo em vista analisar o erro cometido por Lehmer sob
uma nova perspectiva.

Segue do fato dos pardmetros «, 3, a e b serem primos com n que o sistema (4.26)—(4.27) é equivalente

a(ly —la) = a(ta —t1) (mod 0) (4.28)

(ab— Ba)(ta —t1) =0 (mod ) (4.29)

Observe que quaisquer inteiros t1, to satisfazem a (4.29). Consequentemente, basta resolver (4.28).
Considere (4.28). Se l; = I3 entdo 0 = a(te — ¢1) (mod 9)

(mas a é primo com n)
entdo t; =tz (mod 9)
(mas 0 <t<d—1)
entao t; =t
Por outro lado, se t; = t3 entdo a(ly —Il3) =0 (mod 0)

(mas « é primo com n)
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entdo I3 =lo (mod 9)
(mas 0 <1 <§—1)
entao I = I

Portanto, podemos enunciar o seguinte:

Teorema 4.1. Dados «, B, a e b todos primos com n. Se dois elementos distintos x1 = x4, 1, =
2 2

x’—i—ll%—l—tl% €Ty = Tyy 1, = x/+l2% —|—t2% da matriz M (w', k") ocupam a mesma célula do quadrado,
entdo Iy # s ety # to.

Isso significa que dois ntimeros que estdo em uma mesma coluna ! da matriz M (w’, k') ndo podem
ocupar uma mesma célula do quadrado, Figura 9(a). Da mesma forma, dois nimeros que estao em

uma mesma linha ¢ da matriz M (w’, k') ndo ocupam uma mesma célula do quadrado, Figura 2. Note
2

. . . n ~
que “dois numeros que diferem por — 7 sempre pertencem a uma mesma coluna. Portanto, nao podem

)

ocupar uma mesma célula do quadrado.

{
2.5
t X, X,
R
(a) 1 e z2 em uma mesma coluna de (b) 1 e z2 em uma mesma linha de
M(w’, k") tem coordenadas diferentes. M(w’, k") tem coordenadas diferentes.

Figura 9: Coordenadas de x1 e z2
Fonte: O autor, 2014.

Substituindo os coeficientes de (4.28) pelos restos na divisdo por §, obtemos um sistema equivalente
a (4.28)—(4.29)

o' (lh —la) +ad'(t1 —t2) =0 (mod §) (4.30)

(ab— Ba)(ta —t1) =0 (mod 9) (4.31)
Note que a hipdtese de primalidade nos diz que o/ # 0 e a’ # 0. A equacao de congruéncia linear
com duas varidveis (4.30), tem solugdo, pois, mde(e/,a’,d) = 1 | 0. Mais ainda, a equagio (4.30) tem

mdc(a’,a’,8) - 6271 = 1§ = § solugdes (veja Theorem 36, Sivaramakrishnan [3, p. 124]).



J.I. Travassos, P.N. Silva Regularidades do nao-preenchimento 33

Seja (o, a) = mde(w, a) = mde(a/, a’). Para 0 < k < § — 1, considere

! /

-k (modd) e t;—ta=06—

Lh—l= -k (mod 0) (4.32)

(a,a) (a,a)

Note que se 0 < k1 #£ ko <6 — 1,

/

a @
o) (k1 —k2) 20 (mod d) e ((5 @ a)) (k1 —k2) 20 (mod 9).
Além disso, se ly,t1,l2 e to satisfazem (4.32), temos
, , a'o a'o ,
a'(ly —la)+d(t1 —t2) = ) k- ) ‘k+d-6=0 (mod}9).

Consequentemente, (4.32) nos permite determinar todos os elementos de uma matriz M (w’, k') que cairéo
em uma mesma célula do quadrado. Note que os §% elementos de M (w', k) serdo designados a § células

distintas. Além disso, cada uma dessas células serd ocupada exatamente por ¢ elementos de M (w', k).
Exemplo 4.4.

Seja o quadrado de ordem n = 15 construido pelo método do passo uniforme com os seguintes
pardmetros: a =2, f =1, a =11 ¢ b =4. Vamos usar (4.21), (2.1) e (2.2) para calcular as coordenadas
(A, B), de cada elemento da matriz M (2,3). A Figura 10 mostra os resultados obtidos. Verificamos que
os nimeros 48, 133 e 203 vao ocupar a célula do quadrado de coordenadas (p + 7,q + 14); 53, 123 e 208,
a célula de coordenadas (p+2,q+4) e 58, 128 e 198 irdo cair na célula de coordenadas (p + 12,q¢ +9).

Com relacgao a afirmacao de Lehmer, a Figura 10, oferece varios pares de valores de x que a contradizem,
2

por exemplo, 53 e 128, que diferem de = mas ocupam células diferentes.

[=0 =1 =2

_— 48 53 58
(p+7,g+14) | (p+2, g+4) | (p+12 g+9)

. & 123 128 133
(p+2, g+4) | (p+12 ¢+9) | (p+7, g +14)

198 203 208
1=2 | (9412 g+9) | (p+7. g+14)| (p+2 g+4)

Figura 10: Coordenadas dos elementos de M (2, 3)

Fonte: dados da pesquisa

5 Consideracoes finais

2
. p . ~ c el s n .
Vimos que os nimeros que ocupam uma mesma célula, estao distribuidos em (7) matrizes M (w', k'),

0

n
com 0 < w', k' < — — 1, constituida de ¢ linhas e § colunas. Vimos também que o método do passo

)
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uniforme, com parametros «, 5, a e b, primos um a um com n, porém com o determinante ab — Sa tendo
um divisor comum, ¢, com n, ndo preenche o quadrado e caracterizamos os niimeros que vao ocupar uma
mesma célula. Mostramos que conhecidas a linha ¢ e a coluna [ de um nimero em M (w’, k"), podemos
calcular quais sdo todos os outros nimeros que serdao alocados na mesma célula do quadrado. A arapuca
que fez Lehmer tropecar, se dd, justamente, na passagem do sistema (3.6)-(3.7) para (3.8)-(3.9). Ele
exibiu dois nimeros que satisfazem (3.8)-(3.9) e, ao afirmar que eles ocupariam a mesma célula, ele
admitiu que eles também satisfariam (3.6)-(3.7). Mas isso nem sempre se verifica para quaisquer dois
nimeros que satisfazem (3.8)-(3.9). Mais precisamente, se o mde(ab — Sa,n) = §, com & # 1, o método
nao preenche o quadrado e ndo ha equivaléncia entre os referidos os sistemas (3.6)-(3.7) e (3.8)-(3.9).
Sempre haverd em (3.8)-(3.9) solugdes que nao satisfazem (3.6)-(3.7). Mostramos que sob a hipétese de
primalidade dos parametros «, 3, a,b com n, varias regularidades estao associadas ao nao preenchimento

de um quadrado de ordem n pelo método do passo uniforme.
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