AGULHA DE BUFFON — UMA DEMONSTRACAO SIMPLES!

R. C. SANTOS?

Resumo

Neste trabalho, daremos uma demonstragdo mais simples sobre o problema da agulha de Buffon. A
agulha de Buffon constitui-se em um experimento cujo objetivo € calcular Pi por aproximagdo. A bela
demonstracdo encontrada em [LINS, 2004] envolve vetores aleatorios, distribuigdes de probabilidade,
a Lei dos Grandes NUmeros, dentre outros conceitos estatisticos. Aqui, usaremos tdo somente o
conceito de Probabilidade Geométrica, e a resolucéo de uma integral definida simples.

1. Introducéo

No século XVIII o matematico Conde de Buffon prop6s o seguinte problema:

Considere um piso desenhado com infinitas retas paralelas cuja distancia entre as mesmas
denotaremos pela letra “a”:

Jogando-se uma agulha de comprimento [ = @ nesse piso, qual é a probabilidade de essa agulha
tocar alguma linha do piso?

Vamos responder a esta pergunta usando a mesma ideia de [LINS, 2004], porém de uma forma
adaptada, lancando mao de conhecimentos mais basicos. Aproveitaremos para mostrar como a repeti¢do
desse experimento serve para estimar o valor do nmero Pi.

2. Problema
Considere entdo a agulha abaixo, lancada entre duas paralelas. Seja d a distancia (ver tracejado) do centro
da agulha C até a paralela mais préxima a ele, como mostra a figura abaixo:
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Observe que d esta entre 0 e a / 2, pois vamos considerar sempre a paralela mais préxima ao centro
da agulha, podendo ser a superior ou a inferior.

Considere ainda na figura acima uma linha imaginaria passando por C, paralela as linhas do piso.
Considere também o angulo 6 entre a agulha e essa linha imaginaria. O angulo 6 esta entre 0° e 180°.

Considere a altura w como mostra a figura. E a distancia entre a extremidade da agulha que esta mais
préxima da paralela e a linha imaginaria. Na figura, a altura w esta “desenhada a direita” do centro C. Se
6 for maior do que 90°, a altura w ficara “desenhada a esquerda” do centro C.

Observe que a agulha tocara a linha paralela mais proxima do seu centro se w = d.

Considerando qualquer possibilidade para @, seja menor ou maior do que 90° vale a relagdo
w
semn # =
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de modo que w = ——.
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Enfim, a agulha tocara a linha paralela mais proxima de seu centro se d = w = ﬂ ou seja, se
[zen & -
() d =—.

Agora, qualquer que seja a posi¢do da agulha jogada no piso, considerando sempre a paralela mais
préxima ao seu centro, vale:

o destdentreOeal?2;

o festaentre O rad e nrad.

Logo, eshocando o gréfico da funcdo d{g) = Lﬂﬂ no plano & x d, temos:
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O retdngulo de vértices (0,0), (m,0), (n, a/2) e (0, a/2) corresponde a todos 0s possiveis pares

ordenados (#.d no lancamento de uma agulha. Pela inequagdo (l), a regido sob o grafico da fungéo

[zen @ | - . ‘ ix .
d(8) =—— é a regido na qual a agulha toca uma linha paralela. A 4rea dessa regifo €é a integral da

funcdo d no dominio [0,x] em relacédo a 6.
Assim, a probabilidade geométrica de que a agulha toque uma linha é:
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onde | é o tamanho da agulha.

Por exemplo, se a distancia a entre as paralelas for 5 eo tamanho | da agulha for 4, entdo a
probabilidade ou chance dela tocar alguma linha serd, por (I1), E—i = i = 51%, isto é, 51 em 100. Ja, se
I = a, entdo o resultado sera sempre : = 64%.

Observe agora que E—: ¢ a probabilidade de que a agulha toque alguma linha em um Udnico
lancamento. Porém, qual seria o outro significado dessa probabilidade? E o seguinte: se jogarmos vérias
vezes uma agulha no piso, a razéo entre o numero de vezes que ela toca alguma linha e o nimero total de
langcamentos se aproxima cada vez mais de E—L_ isto €, se n for o nimero total de langamentos, e h for o

, . . . R _, 2l ,
namero de langamentos nos quais a agulha toca alguma linha nos n langcamentos, entdo - = E—: Dai,
, 2nl . . . . . , o
T E—: Em particular, imagine que temos uma agulha cujo comprimento é metade da distancia entre as
paralelas, isto é, | = a/ 2 (apenas para facilitar os calculos). Entdo, & = E bastando, portanto, anotar n e h

no decorrer dos langamentos.

Simulagdes realizadas em computador, no entanto, mostram que a convergéncia é lenta. Para se ter
Ly . o . A - . . . Inl
uma ideia, numa simulacdo em particular mostrada na referéncia, a primeira vez que a razéo E—: passou de

3,09 para 3,1 foi apds n = 1.000 langamentos.
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