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Resumo

Nesse trabalho é desenvolvida uma solu¢do numérica por diferengas finitas com o método de Crank-Nicolson para a
condugdo de calor em regime transiente de temperatura em uma barra de aco-carbono unidimensional com condigdes
de Dirichlet e Newmann. A solugdo analitica pode ser obtida formalmente pelo método de separagdo de variaveis. Os
resultados das simulagBes mostraram que a solugdo numérica é convergente.

Abstract

In this work is obtained a numeric approach by finite difference with the Crank-Nicolson method for transient heat
conduction in a carbon steel slab with the Dirichlet e Newmann conditions. The analytic solution was obtained
applying the method of separation of variables. The simulated resulted showed that the numeric solution is
convergent.

1. Introducéo

Muitas das equacGes diferenciais que governam os problemas fisicos de transferéncia de calor tém
solucbes analiticas muito trabalhosas (caso existam). Isso ocorre, por exemplo, em problemas de
conducdo de calor em regime transiente [5]. Uma maneira de contornar essa dificuldade consiste na
utilizacdo de métodos numéricos que procuram representar a equacdo diferencial que descreve o
problema por meio de um conjunto de equacGes algébricas. Essas representacdes sdo amplamente
adotadas em uma grande variedade de problemas de engenharia [8]. Entre os varios métodos numéricos
disponiveis para a representacdo de uma equacdo diferencial, destaca-se 0 método das diferengas finitas
[3] que produz bons resultados em geometrias menos complexas como a descrita por Sanderson et al. [6]
no estudo do resfriamento forcado de uma placa delgada de aco-carbono sem geracdo de energia e com
condicBes de fronteira de primeira e segunda espécie em regime estacionario. Nesse trabalho 0 mesmo
material é agora utilizado na forma de uma barra fina sem fonte de calor interno e submetida a condi¢des
de fronteira de primeira e segunda espécie, tem o perfil de temperaturas em regime transiente descritas
por uma equacéo diferencial parcial numérica em diferencas finitas usando o esquema de Crank-Nicolson
[9]. Os resultados numéricos obtidos em uma malha relativamente grossa mostraram boa concordancia
com os obtidos pela solucéo analitica que pode ser desenvolvida formalmente.
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2. Materiais e Métodos

Uma barra fina de ago-carbono com coeficiente de condutividade térmica k =63,9 W/m°C e
difusividade térmica « =188x10°m?/s com comprimento L =0,02 mencontra-se em uma

temperatura uniforme T, =300°C .
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Figura 1: Barra uniforme de ago-carbono, isolada no lado esquerdo

Subitamente a superficie a direita é resfriada até a temperatura de zero grau e a superficie a esquerda é
isolada termicamente (Fig. 1). A variacdo da temperatura ao longo da barra em regime transiente é
governada pela equacgdo diferencial parcial com condi¢des de segundo e primeiro tipo [3] e é dada por

2
ZX—I(XJ)=§%(XI) , O<x<Let>0. (1)

A distribuicdo da temperatura esta sujeita as seguintes condi¢oes:

T(x0) =) =T (2)
T =0, t>0 (2a)
oX

T(LY=T, ,t>0. (2b)

2.1. Formulagdo Analitica

O tratamento que sera aqui desenvolvido na formulagdo analitica é baseado no desenvolvimento proposto
por Boyce e DiPrima [1] para 0 mesmo problema sé que usando somente a condi¢do de Dirichlet nas
extremidades da barra, enquanto o problema proposto nesse estudo é ndo homogéneo .

As condigdes (2a) e (2b) sdo consideradas de segunda e primeira espécie. Como a condicao (2b)
ndo é necessariamente homogénea, uma nova temperatura € definida por

o(x,t)=T(xt)-T,, (3)

de modo que a eq (1) combinada com as condic¢des de contorno (2a) e (2b) reescrevem-se como na forma
de equagBes homogéneas

2
ZT?(XJ)=§;—9(XJ) , O<x<L,t>0 (4)

%(O,t) _0, t>0 (4a)

oLt =0, t>0. (4b)
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Para resolver a eq (4) sera aplicado o método de separagdo de variaveis ([1], [4], [10]) que consiste em
assumir que a temperatura 6(x,t) pode ser representada como um produto de uma funcéo de posicdo

H(x) com outra funcéo de temperatura I'(t), isto é,
O(x,t) = H(X)I'(t). (%)
Substituindo a eq (3) na eq (4), resulta
0% d*H
—(X,1) = ——(X)I'(t). 6
aXz( ) OIXz()() (6)

Da eq (5),
00 dr
— () =HMX)—(1). 7
at( )=H(x) ” ®) ()
Substituindo as eqs (6 e 7) na eq (4), tem-se

d?H
dx?

(T == H 0. ®)

(24

Separando as variaveis da eq (8) resulta

_L [dTHO) ) _Lf 1 )dre) ©)
HX)  dx? a\[(t) ) dt '

A igualdade da eq (9) é verdadeira se ambos os lados sdo iguais a uma mesma constante de separacéo
—o . O sinal negativo para a constante de separacao € para assegurar o decaimento de I'(t) com o tempo t

[1]. Da eq (9) resultam duas equagdes diferenciais ordinarias

(1;:' (X)+o H(x)=0 (10)
‘;—f(t) +ao T(t)=0. (11)

Desse modo o produto das solugdes das eqs (10-11) produz solugBes para a eq (4). Entretanto, essas
solucBes devem ser restritas as condi¢des de contorno dadas pelas condicdes (4a-4b). Da eq (5) e usando
(4a) tem-se

T ore-o. (12

A condicdo I'(t) =0 é implausivel, pois nesse caso resulta da eq (5) que a temperatura €(x,t) =0, para
todo tempo t. Logo devemos ter

O('j—':(O) =0. (13)

Usando a condicdo de contorno (4b) na eq (5), resulta
H(L)=0. (14)

Reunindo as eqgs (10, 13 e 14), tem-se o problema
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IH o H9 =0 (15)
dx

H(L) =0 (15a)
™ 0 =o0. (15b)
dx

E possivel mostrar que o problema dado pelas eqgs (15,15a,15b) tem soluges néo triviais se a constante de
separagao € positiva. Nesse caso fazendo o = 4%, a eq. (15) tem como solucio geral a expressdo

H(x) = ¢;sen(Ax) + ¢, cos(AX) . (16)
Usando a condicéo dada pela eq. (15b), tem-se C, = O e pela condigdo dada pela eq. (15a),

¢, cos(AL) =0. 17)
As raizes da eq (17) sdo dadas por

_ @2n-YHrx -

ﬂ’n
2L

>1. (18)

Portanto, o problema dado pelas eqs (15, 15a e 15b) tem uma sequéncia infinita de autovalores

2
o= %2 = [22[1”j com autofungdes correspondentes dadas pela eq. (16) com ¢, =0 na forma

H(x) = ¢, cos(Ax) . (19)

2
—o| —n | t
Para esses valores de o, as solugdes I'(t)da eq. (11) sdo proporcionais a et — g ( 2t J . Daeq
(5), eq (19) e das solugdes de T'(t) resulta que

0, (x,t) = cz,ne’“‘“Z‘ cos(4,X) . (20)
A solucdo obtida pela eq(20) satisfaz as condicOes (4,4a e 4b) para qualquer n inteiro positivo. A solucéo

completa para &(x,t) pode ser obtida pela combinagdo linear de todas as contribuigdes individuais dadas
pela eq (20), resultando desse modo na expressdo dada por

o(x,t) = icne’“‘”z‘ cos(4,X) , (21)

n=1L

onde c,, séo constantes a serem determinadas. Das egs. (2b e 3),
O(x,0)=T(x,0)-T, =T,-T, =c. (22)

Fazendo c=g(x) =T, —T,_, e combinando as egs. (21-22) resulta

0(x,0) = g(¥) = 3¢, C0S(2,X) . 23)
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Portanto, a fungdo g(x) é representada por uma série trigonométrica em cosenos. Desde que g(x)é uma
funcdo integravel no intervalo[0, L], os coeficientes c, séo os coeficientes da série de Fourier ([2], [4],
[10]) para g(x)é uma funcéo periddica de periodo 2L. Esses coeficientes sdo entdo dados por

L
c, :%Ig(x)cos(ﬂnx)dx, n=12,.. (24)
0

A combinacdo das eqs (3, 21 e 24) resulta solucdo do problema original dado pelas egs (1, 2, 2a, 2b)

I -a Elz 2'(
T(xt)=T, +%Z{ j 9(x) cos(ﬂnx)dx}e G ) cos(,X) . (25)
1 (o
n+l
Como T, =0, entdo g(x) =T, =300°C . Usando a eq (24) c, = @(%] e a eq. (25) a solucéo
T _
analitica para o problema especifico da conducédo de calor da barra aco-carbono é finalmente dada por
o (LY o @Dr Y B
T(x,t):@Z & e ( 2L j COS(MJ' (26)
T =l 2n-1 2L

Em geral, como o fator exponencial da série em cossenos (eq. 26) é negativo, 0 nimero minimo de termos
depender da precisdo desejada.

2.2. Formulagdo Numérica

O método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estavel, isso significa que ndo existem restricbes a
escolha do passo espacial Ax e do passo temporal At. O esquema de Crank-Nicolson para as derivadas
parciais da eq (1) é dado por

21\" n_orn_Tn 4l _ o ndl e
(a TJ 1 {TM 2n" +T | T, +T,1} @7

) "2 NG AX?

or\ _ 1™ -1
(&)= @

A eq (27) para a derivada segunda € uma aproximagdo como uma média no tempo entre ne n+le entrei
e i+1 no espaco por diferencas centradas, enquanto a eq (28) é a representacdo para a derivada primeira
no tempo com diferenga avancada. Substituindo as eq (27-28) na eq (1) resulta

n _ n n _n+1 _ _n+1 _n+1 _n+1 _Tn"
i Ti+1 2le +T|—1 + T|+l 2T| : +T|—1 :i TI TI ) (29)
2 AX AX a At
Multiplicando a eq.(29) pelo fator 2aAt e fazendo r = Z—Azt , aeg. (29) fica na forma
X
—IT 2+ 20T =T = (2-20)T," + T + T, . (30)

A eq (30) é dada em funcdo dos nés interiores do meio unidimensional no instante n, 1<i <N -1.

Usando a condigo de isolamento térmico dada pela eq (2a), resulta que T,"** =T,"" em qualquer instante

de tempo n. Destacando i =1 na eq (30) e usando a condicdo de isolamento térmico na superficie a
esquerda da barra, tem-se para o nd 1 a equagao
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@+2n)T"™ =T = (2-20)T," + T, (31)
Usando a condicdo de contorno dada pela eq (2b) tem-se para 0 n6 N-1 a equacao
— T+ 2+ 20T =T, +(2-2nT), . (32)

Para os nos interiores com 2<i<N —2 resultam as equacdes algébricas dadas como na eq (30). Desse
modo, reunindo as egs (31, 32, 30) resulta um sistema linear AT,"" =BT" de ordem N —1x N —1,
onde A e B sdo matrizes tridiagonais. O algoritmo iterativo de Jacobi [3] pode ser utilizado eficientemente
para resolver o sistema linear AT, = BT," em cada iteracdo, devido ao fato da matriz A satisfazer ao
critério de Scarborough [6]. Uma matriz A e B tipicas ficam na forma

[2+r  —r 0 0 0 0 |
-r 242r -r 0 0 0
0 -r 242r -—r 0 0
A=| 0 0 -r 2+2r -r 0 0 (33)
0 0 0 -r 242r -r 0
0
| 0 0 0 0 0 -r 2+2r|
[2—-r r 0 0 0 0 ]
r 2-2r r 0 0 0
0 2-2r r 0 0
B=| 0 0 2-2r r 0 0 (34)
0 0 0 r 2-2r r 0
0
| O 0 0 0 0 r 2-2r|

3. Resultados

As simulagdes numéricas consideraram inicialmente a barra de ago-carbono de comprimento L = 2 cm
subdividida em 5 e 10 subintervalos igualmente espacados.

No primeiro caso, Ax=+, At=0.11 e r=0.125. No segundo caso, Ax=4, At=0.11 e
r=0.517. O objetivo com esses parametros foi testar o progresso da solugdo numérica quando o

refinamento da malha foi duplicado. As comparagdes foram realizadas nos pontos P, = {iAx,i :1..4}, isto

é, nos pontos iAx=+%, & 3L e 4L Para a solucdo analitica, foram utilizados 15 termos dado pela eq

(26). A Fig.2(a) mostra uma dificuldade do método numérico em acompanhar particularmente a curva
T2, ;s com n variando de 0 a 181, isto ¢, de zero a 19.9 s . Essa curva de temperatura esta localizada mais

a esquerda perto da zona de isolamento térmico, portanto contém as temperaturas mais elevadas. O maior
desajuste era esperado para essas temperaturas, pois a condi¢do de contorno dada pelo isolamento térmico
foi aproximada por uma derivada avancada no espago x com erro de ordem AX .
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Essa dissipagdo costuma ocorrer em regides de grandes gradientes de temperaturas as vezes
destruindo as solucdes [3]. A Fig. 2(b) mostra uma melhor aproximacéo da solugdo numérica quando a
malha teve o seu refinamento duplicado. Nota-se claramente uma pequena dissipacéo da solucdo perto da
superficie de maior gradiente de temperaturas. Portanto o método numérico adotado nesse estudo além de
ser incondicionalmente estavel é consistente. As Figs 3(a-b) mostram as curvas de temperaturas em cada
regido nodal de interesse com a variacdo do tempo. Como era esperado, a curva de mais baixa

— AL

temperatura esta localizada no n6 4 ( x = 4t

B 2
t{s)

a2 4 & B8 1116
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Figura 2. Curvas de temperaturas nos nés £,4=,
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e % em funcdo do tempo com a discretizacdo (a)

AX =+ e (b) AX= 5 . As linhas finas séo as solucdes exatas enquanto as linhas pontilhadas mais densas

representam as solugdes numeéricas.

As Fig. 3a e 3b mostram que a equacdo numérica reproduz a equacao diferencial quando a malha

espacial e a malha temporal séo refinadas, considerando Ax=-k e At=-i
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Figura 3. (a) Curvas de temperaturas nos nés =, <=,
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em funcédo do tempo. (b) Distribui¢do da temperatura

ao longo da barra em diversos tempos, quando t=0.1 a temperatura permanece a 300 °C em quase toda a barra, uma
vez que foi aplicada subitamente uma temperatura de zero grau no extremo livre (a direita), no extremo fixo apds 15
s a temperatura baixa para 213 °C, apds 15 s para 67 °C e com 40 s baixa para 4,7 °C . Apds 60 segundos a
temperatura na barra toda quase homogénea, no extremo fixo é menor que 0,36 °C

O problema de transferéncia de calor em uma barra de ago-carbono em regime transiente com condigdes
de primeira e segunda espécie foi resolvido analiticamente de modo formal pelo método de separagdo de
variaveis. Uma solucdo numérica foi proposta envolvendo o esquema de diferencas finitas com o método
de Crank-Nicolson. Esse método embora exija um elevado esforco computacional, tem a vantagem de ser
incondicionalmente estavel. Uma primeira discretizagdo com apenas 4 pontos interiores mostrou que a
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solucdo numérica apresentava um maior desvio em relagdo a regido de contorno isolada e de maior
gradiente de temperatura, 0 que pode ser creditado ao fato de que a derivada avancada usada para modelar
a condicdo de contorno nessa regido dada pelo isolamento térmico ter erro de ordem mais elevada.
Aumentando a discretizacdo para 8 pontos notou-se, que a dissipacdo da solucdo nessa regido foi
reduzida e uma boa concordancia entre as temperaturas nos nés da malha utilizados como referéncia foi
obtida com as soluc@es analiticas. Com o refinamento das malhas espacial e temporal foi verificado uma
concordancia entre as solugdes numérica e analitica para o problema proposto.
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