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Introducao

Como Hogbe-Nlend observou em seu artigo de divulgacao [10], varios aspectos importantes da Andlise
Funcional nos quais o conceito de limitacdo desempenha um papel central motivaram a introducgao da
noc¢ao de bornologia convexa em um espago vetorial real ou complexo, que apareceu explicitamente pela
primeira vez nos artigos pioneiros [20] e [21] de Waelbroeck. A importancia das bornologias convexas na
Anélise Funcional cléssica foi enfatizada nos livros [11], [12] e [22], embora também tenha sido natural
considerar a no¢ao de bornologia em outros contextos, como pode ser visto, por exemplo, em [1], [13],
[15], [16], [18] e [19].

O ponto de partida para o presente trabalho é a observagao de que a maioria das estruturas bor-
noldgicas estudadas até o momento satisfaz a propriedade comum de ser compativel com uma estrutura
de grupo abeliano. Esse fato nos motivou a introduzir a nogao de grupo abeliano bornolégico, onde um
grupo abeliano bornolégico é simplesmente um grupo abeliano munido de uma bornologia de grupo (ou
seja, de uma bornologia compativel com a sua estrutura de grupo). Nas secoes 3, 4 e 5 deste trabalho
discutimos as construgoes fundamentais na classe dos grupos abelianos bornolégicos e as propriedades
universais satisfeitas pelos grupos abelianos bornolégicos construidos, estabelecemos uma versao do teo-

rema de isomorfismo de Noether no nosso contexto e provamos a exatidao de certas sequéncias de grupos
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abelianos bornolégicos. Os pré-requisitos sobre conjuntos bornolégicos e grupos abelianos sao incluidos,
respectivamente, nas segoes 1 e 2. Cabe também mencionar que vérios resultados deste trabalho foram

inspirados em resultados bésicos de Algebra Linear [6].

1 Conjuntos bornolégicos

Nesta secao nos limitaremos aos resultados sobre conjuntos bornolégicos necessarios ao desenvolvimento
do presente trabalho. Uma exposicao mais completa sobre o assunto pode ser encontrada em [12] ou
[18].

Definicao 1.1. Sejam G um conjunto e B um conjunto de partes de G. B é dita uma bornologia em G
quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(a) se By, By € B, entao By U Bs € B;

(b) se By € Be By C By, entdao By € B;

(c) {x} € B para todo z € G.
Os elementos de B sao ditos os limitados de B. Um conjunto bornolégico é um par (G, B), onde G é um
conjunto e B é uma bornologia em G. Dados dois conjuntos bornoldgicos (G, B) e (H,C), diz-se que uma
aplicagdo u: (G,B) — (H,C) é limitada se u(B) € C para todo B € B.

Definicao 1.2. Sejam G um conjunto e By, By duas bornologias em G. Diz-se que B; ¢ mais fina do

que Bz (ou que By é menos fina do que B;) se a aplicagdo identidade
1la: (G,Bl) — (G,Bg)
¢é limitada.

Exemplo 1.3. Se G é um conjunto, entdo o conjunto de todas as partes finitas de G é uma bornologia
em G, dita a bornologia discreta em G, a qual é a bornologia mais fina em G. Se G é um conjunto
munido da sua bornologia discreta e H é um conjunto bornolégico arbitréario, entao toda aplicagao de G

em H ¢é limitada.

Exemplo 1.4. Se G é um conjunto, entdo o conjunto de todas as partes de G é uma bornologia em G,
dita a bornologia trivial em G, a qual é a bornologia menos fina em G. Se G é um conjunto bornolégico
arbitrario e H é um conjunto munido de sua bornologia trivial, entao toda aplicacao de G em H é

limitada.

Exemplo 1.5. Se G é um espago topoldgico de Hausdorff e B é o conjunto de todas as partes relativa-
mente compactas de G, entao (G, B) é um conjunto bornolégico. Se u é uma aplica¢do continua do espago
topoldgico de Hausdorff G no espago topolégico de Hausdorff H e B (respectivamente C) é o conjunto de

todas as partes relativamente compactas de G (respectivamente H), entao u: (G, B) — (H,C) é limitada.
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Exemplo 1.6. Se G é um espago uniforme e B é o conjunto de todas as partes precompactas de G, entao
(G,B) é um conjunto bornolégico. Se u é uma aplicagdo uniformemente continua do espago uniforme
G 1o espaco uniforme H e B (respectivamente C) é o conjunto de todas as partes precompactas de G

(respectivamente H), entao u: (G,B) — (H,C) é limitada.

Exemplo 1.7. Sejam (G,B) e (H,C) dois conjuntos bornoldgicos. Diz-se que um conjunto X de
aplicagoes de G em H é equilimitado (ou, mais precisamente, B — C-equilimitado) se, para todo B € B,
o conjunto

X(B) = {u(z);z € Bjue X} €C.

Entao o conjunto de todos os conjuntos equilimitados de aplicagbes de G em H é uma bornologia no

conjunto de todas as aplicagbes limitadas de (G, B) em (H,C), dita a bornologia da equilimitagao.

Exemplo 1.8. Sejam G um espaco topoldgico e H um espago uniforme. Entao o conjunto de todos os
conjuntos equicontinuos de aplicagoes de G em H é uma bornologia no conjunto de todas as aplicagoes

continuas de G em H, dita a bornologia da equicontinuidade.

Definig¢ao 1.9. Sejam (G, B) um conjunto bornolégico e By C B. Diz-se que By é um sistema fundamental

de limitados para B se todo elemento de B esta contido em algum elemento de B .

Proposicao 1.10. Sejam G um conjunto e By um conjunto de partes de G. Para que ezista uma
(necessariamente unica) bornologia em G para a qual By seja um sistema fundamental de limitados, é

necessdrio e suficiente que as sequintes condigcoes sejam satisfeitas:

() U B=G;
BeBy

(b) para quaisquer By, By € By existe Bs € By tal que By U By C Bs.

Demonstragao. Seja B uma bornologia em G para a qual By é um sistema fundamental de limitados.
Se z € G ¢ arbitrario, {z} € B, e entdo existe B € By com {z} C B, mostrando a validade de (a). Se
B1,By € By, B1 UB; € B. Logo, existe Bs € By com By U By C Bz, mostrando a validade de (b).
Reciprocamente, suponhamos que B; satisfaga as condigoes (a) e (b) e definamos B como o conjunto
das partes de G contidas em algum elemento de Bj . E facil ver que B é uma bornologia em G e, por

construgao, B; é um sistema fundamental de limitados para B.

Teorema 1.11. Sejam G um conjunto, ((Gi, Bi))iel uma familia de conjuntos bornoldgicos e, para cada
i € 1, seja u; uma aplicagio de G em G;. Entdo existe uma unica bornologia B em G inicial para a
familia ((Gi, Bi)’ui)iel ,
u: H— G, tem-se que u: (H,C) — (G, B) ¢é limitada se e somente se u;ou: (H,C) — (G, B;) € limitada

no sequinte sentido: para todo conjunto bornoldgico (H,C) e para toda aplicagio
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para todo i € I.

(H,C) - (G,B)

Ui 0 U N\ U
(G, B;)

Demonstragao. E f4cil ver que
B={B C G; u;(B) € B; para todo i € I'}

é uma bornologia em G. E, pela defini¢ao de B, u;: (G, B) — (G, B;) é limitada para todo ¢ € I. Sejam
(H,C) e u como no enunciado. E claro que, se u: (H,C) — (G, B) é limitada, entdo u; o u: (H,C) —
(Gi, B;) é limitada para todo i € I. Reciprocamente, admitamos que cada u;ou seja limitada e seja C' € C
arbitrario. Logo, u(C) € B, pois u; (u(C)) = (u; ou)(C) € B; para todo i € I; assim, u: (H,C) — (G, B)
¢é limitada. Portanto, a existéncia esta provada.

Finalmente, para mostrar a unicidade, seja B’ uma bornologia em G tal que u;: (G,B’) — (G;, B;)
é limitada para todo ¢ € I. Entéo 1g: (G,B’) — (G, B) é limitada, ji que u; o 1g: (G,B') = (G;,B;) é
limitada para todo i € I. Consequentemente, B é a bornologia menos fina em G que torna todas as u;

limitadas, e a unicidade esta estabelecida.

Observagao 1.12. Nas condi¢oes do Teorema 1.11, se BB; é a bornologia trivial em G; para todo i € I,

entao B é a bornologia trivial em G.

Defini¢ao 1.13. Sejam (G, B) um conjunto bornolégico e K C G. A bornologia induzida por B em K,

denotada por By , é a bornologia inicial para o par ((G, B), u), onde u designa a inclusao de K em G.

Defini¢do 1.14. Sejam G um conjunto e (B;);c; uma familia de bornologias em G. A bornologia

interse¢ao da familia (B;);cr , denotada por (] B;, é a bornologia inicial para a familia ((G, B;), ui)iel ,
il
onde u; = 15 para todo 7 € I.

E claro que B € () B; se e somente se B € B; para todo i € I.
iel

Definigao 1.15. Sejam ((G“Bi))iel uma familia de conjuntos bornoldgicos, G o conjunto produto

I Gi e, para cada i € I, seja pr; a projecao de G em G;. A bornologia produto em G, denotada por
iel
[1 B;, é a bornologia inicial para a familia ((G;,5;), pr;)
iel

iel
Observagao 1.16. E facil ver que todos os conjuntos da forma
iel

constituem um sistema fundamental de limitados para a bornologia [] B; .
i€l
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Proposigao 1.17. Sejam (G, B) um conjunto bornoldgico, H um conjunto e u: G — H uma aplicagdo

sobrejetora. Entao
C ={u(B); B € B}
€ uma bornologia em H.

Demonstragao. E claro que C satisfaz as condicdes (a) e (¢) da Defini¢ao 1.1. Finalmente, se B € B
e T C u(B), entdao T = u(u=(T) N B), sendo que v~ (T) N B € B, pois v~ '(T) N B C B. Portanto,
T € C, e a condigao (b) da Defini¢ao 1.1 também se verifica.

Definigao 1.18. Nas condigbes da Proposicao 1.17, C é dita a bornologia imagem direta de B por u e é

denotada por u(B).

Exemplo 1.19. Sejam G um conjunto, B; (respectivamente Bs) a bornologia discreta (respectivamente
trivial) em G e H e u como na Proposi¢do 1.17. Entao a bornologia u(B) (respectivamente u(Bs)) é a

bornologia discreta (respectivamente trivial) em H.

2 Grupos abelianos: algumas construcgoes basicas

Esta secao é dedicada, essencialmente, aos conceitos de limite projetivo e limite indutivo no contexto dos

grupos abelianos. Nossas principais referéncias foram [6] e [14].

Todos os grupos considerados neste trabalho serdo supostos abelianos e denotados aditivamente; o
elemento neutro de qualquer grupo serd denotado por 0. Para qualquer homomorfismo de grupos u, seu
nicleo serd representado por Ker(u) e sua imagem por Im(u).

Lembremos que, para quaisquer grupos G e H, o conjunto Hom(G; H) de todos os homomorfismos

de grupos de G em H é um grupo abeliano.

Defini¢ao 2.1. Sejam (G;);c; uma familia de grupos e G o conjunto produto [[ G;. Entéo a aplicacao
iel

((xi)iel , (%)ie[) € G X Gr— (vi+yi)ier €G

torna G um grupo abeliano, dito o grupo produto da familia (G;)e; .

Para cada i € I, a projecao pr;: G — G; é um homomorfismo de grupos.

Observacgao 2.2. Nas condigoes da Definigcao 2.1, a seguinte propriedade universal se verifica: para todo

grupo H, a aplicacao

u € Hom (H;HGZ) — (pr; ou)ier € HHom(H; Gi)

icl el

¢ um isomorfismo de grupos.
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Defini¢ao 2.3. Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Diz-se que (Gi’uij>i61 é um sistema
projetivo de grupos se G; é um grupo para todo ¢ € I, u;; ¢ um homomorfismo de grupos de G; em G;
para i,j € I com ¢ < j, uy = lg, para todo ¢ € I e u;; ouji, = us, parai,j,k € I com¢ < j < k. Seja G
o grupo produto da familia (G;);c; . Entao

hm G = {x € G; (uij opr;)(z) = pry(x) para i,j € I com i < j}

é um subgrupo de G, dito o limite projetivo do sistema (Gi, uij)iel . Para cada i € I, seja u; a restricao
de pr; a @Gi; U @Gi — G; é dito o homomorfismo de grupos canénico. Assim, para i,j € I com

i < j, o diagrama

lim G,
U]/\UZ

Ui g

é comutativo.

Observagao 2.4. Seja (G;)ier uma familia de grupos. Munamos I da relacao de igualdade e definamos

u;; = lg, para todo ¢ € I. Entao (Gi, u”) é um sistema projetivo de grupos e 1&1 G, =1]] G;:.

el
€ i€l

Exemplo 2.5. Consideremos o grupo aditivo Z dos nimeros inteiros. Para cada inteiro m > 1 definamos
G, = 7Z e, para quaisquer inteiros 1 < m < n, definamos um,y: ¢ € G, — 3" ™z € G,,. Entao
(Gm, umn)m21 é um sistema projetivo de grupos e, portanto, podemos considerar o grupo @1 G .

Proposigao 2.6. Seja (Gi,uij) como na Definicdo 2.3. Entdo a sequinte propriedade universal é

iel
vdlida: para todo grupo H e para toda familia («;)ier tal que o é um homomorfismo de grupos de H em
G; parai € I eujjoo; = a; para i < j, existe um Unico homomorfismo de grupos u de H em @1 G; tal

que u; ou = oy para todo i € I, onde u; € o homomorfismo de grupos canonico.

Gjﬂ}(}i HL>I£1GL
a; N\ oy a; N\ U
H G;

Demonstragao. Para cada y € H, ponhamos u(y) = (ai(y))iel € [[ Gi. Como, por hipdtese,
i€l

u;j oo = a; para i < j, u(y) € @1 G; para todo y € H. Logo, u é um homomorfismo de grupos de H
em ]{gl G; tal que u; o u = «; para todo ¢ € I, provando assim a existéncia. Finalmente, a unicidade é

clara.

Corolario 2.7. Sejam (Gi’uij)iel e (Hi’vij)iel dois sistemas projetivos de grupos e, para cada i € 1,
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seja B; um homomorfismo de grupos de G; em H; de modo que, para i < j, o diagrama
G 2w,
uij 1 vij

Bi

€ comutativo. Entdo existe um tinico homomorfismo de grupos u de @ G; em I&n H; de modo que, para

todo i € I, o diagrama
u; 4 v
Gi — H;
Bi

€ comutativo, onde u; e v; sGo os homomorfismos de grupos candnicos.

Demonstragao. Para cada i € I, ponhamos «; = ; o u; . Como, para i < 7,

vij 0 aj = iz 0 (B 0 uy) = (viy 0 B;) o uj = (B 0 wij) oy

= Pi o (Uujjouj) = piou; =y,
Bio( ) =5

segue da Proposicao 2.6 que existe um tnico homomorfismo de grupos u de @1 G; em @1 H; tal que

viou = a; = 3 ou; para todo i € I. Assim, a demonstracao estd concluida.

Definicao 2.8. Seja (G;);c; uma familia de grupos. Seja G o grupo produto [] G; e, para cada i € I,
i€l
seja pr; a projecao de G em G;. Entao o conjunto

@ G; = {z € G;pr;(z) =0 exceto para um nimero finito de indices}
iel
é um subgrupo de G, dito a soma direta da familia (G;);cr. Para cada ¢ € I, a inje¢ao candnica de G;
em @ G; é o homomorfismo de grupos u;: z; € G; — (y;)jer € @ Gi,ondey; =0se j#iey =a;.
il il
No caso em que I é finito, tem-se [[ G, = P G;.
iel iel
Observagao 2.9. Nas condigoes da Definigao 2.8, a seguinte propriedade universal se verifica: para todo

grupo H, a aplicacao

u € Hom (@Gi;H> — (uoui)iel € HHom(Gi;H)

il iel
¢ um isomorfismo de grupos.
Defini¢ao 2.10. Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Diz-se que (Gi, uji)vzel é um sistema
indutivo de grupos se G; é um grupo para todo ¢ € I, uj; ¢ um homomorfismo de grupos de G; em G

para i,j € I com i < j, u;; = 1@, para todo i € I e upj o uj; = uy; parai,j,k €l comi<j <k
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Proposigao 2.11. Seja (Ghuji) um sistema indutivo de grupos. Sejam G = @ G; e N o subgrupo
iel

de G formado por todas as somas finitas de elementos da forma (uj ouji)(aci) —ui(x;), onde u;: G; — G

i€l

€ a injegdo candnica, r; € G; ei < j. Seja m: G — G/N a sobrejecao candnica e, para cada i € I,
seja v; = wou,; o homomorfismo de grupos candnico (por construgdo, vj o u;; = v; para i < j). Entdo
vale a sequinte propriedade universal: para todo grupo H e para toda familia (o;)ier tal que o; € um
homomorfismo de grupos de Gy em H parai € I e ajouj; = oy parat < j, existe um tinico homomorfismo

de grupos u de G/N em H tal que uwowv; = «; para todo i € 1.

G; =5 ay G/N 5 H
o N\ RN
H G;

Demonstragao. Pela Observacao 2.9, existe um tnico homomorfismo de grupos w: G — H tal que
wou; = «; para todo i € I. Notemos ainda que, para x; € G; e i < j arbitrarios, tem-se w((uj )
wgi) (@) — wiz:)) = (woug)(uzi(z:)) — (wou)(wy) = (e 0uyi)(w:) — ailwy) = i) — aa;) = 0,
mostrando que N C Ker(w). Logo, pelo teorema do isomorfismo, existe um unico homomorfismo de
grupos (injetor) w: G/N — H tal que w o m = w. Finalmente, para i € I e x; € G; arbitrdrios, tem-se
(wowy)(x;) = (womowu)(x;) = (wowu;)(x;) = a;(x;). Portanto, a existéncia estd provada.

Finalmente provemos a unicidade. Com efeito, seja w: G/N — H um homomorfismo de grupos tal
que wov; = «; para todo ¢ € I. Para y € G arbitrario, existe um subconjunto finito J de I e, para cada

i € J, existe z; € G; de modo que y = > u;(z;). Logo,

ieJ
(@om)(y) =Y _a((mou)(z:)) =D (Wowvy)(wi) =Y ai(xs)
ieJ ieJ ieJ
= Z(w ou)(x;) =w (Z ul(a:,)> = w(y).
ieJ =

Consequentemente, @ = u, e a unicidade estd provada.

Definicao 2.12. Nas condigoes da Proposicao 2.11, o grupo G/N é dito o limite indutivo do sistema
(Gi7 u-ji)iel e denotado por %ﬂ G;.

Observagao 2.13. Seja (G;);cr uma familia de grupos. Munamos I da relagao de igualdade e definamos

u;; = lg, para todo ¢ € I. Entao (G’i, u”)iel é um sistema indutivo de grupos e hﬂ G, =aG,;.
iel

Exemplo 2.14. Seja G um grupo e seja (G;)icr a familia de todos os subgrupos finitamente gerados
de G. Definamos a seguinte relacdo de ordem parcial < em I: para 4,5 € I, 1 < j se G; C G;. Para

i < 7, seja uj; a inclusdo de G; em G . Entao (Gi, uji)iel é um sistema indutivo de grupos e, portanto,

podemos considerar hg G;.



D.P. Pombo Jr. Grupos Abelianos Bornolégicos 25

Corolario 2.15. Sejam (Gi’uﬁ)z‘el

seja B; um homomorfismo de grupos de G; em H; de modo que, para i < j, o diagrama

e (H“vji)ief dois sistemas indutivos de grupos e, para cada i € 1,

G 2 H,
uji 4 vji
Gj — Hj
Bj
€ comutativo. Entdo existe um tinico homomorfismo de grupos u de hg G; em hgl H; de modo que, para
todo i € I, o diagrama
limg G; — lim H;
v; T T w;
Gt

€ comutativo, onde v; e w; sao 0s homomorfismos de grupos candénicos.

Demonstragao. Basta argumentar como na demonstracao do Corolédrio 2.7, aplicando a Proposigao

2.11 em lugar da Proposigao 2.6.

3 Grupos abelianos bornolégicos

Nesta segao, cujo embrido foi [17], consideraremos uma nogao ja implicita na Definicdo 2.1 da pagina 45
de [22].

Defini¢ao 3.1. Uma bornologia B em um grupo G é dita uma bornologia de grupo, e (G, B) é dito um

grupo bornoldgico, se a aplicacao
(x,y) € (GXxG,BxB)—ax—y e (G,B)

¢é limitada.

E claro que uma bornologia B em um grupo G é uma bornologia de grupo se e somente se as aplicagoes
(z,y) € (GXGBxB)—zxz+ye (G B)exc (G B)— —z e (G,B) sao limitadas.

Exemplo 3.2. Se G é um grupo, a bornologia discreta em G é uma bornologia de grupo.
Exemplo 3.3. Se G é um grupo, a bornologia trivial em G é uma bornologia de grupo.

Exemplo 3.4. Sejam G um grupo e || - || uma seminorma em G ([23], Defini¢do 6.7). Consideremos
o conjunto B formado pelos subconjuntos B de G satisfazendo a seguinte propriedade: B € B se existe

M > 0 tal que ||z|| < M para todo = € B. Entao (G, B) é um grupo bornolégico.
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Exemplo 3.5. Se G é um grupo topoldgico de Hausdorff, entdo a bornologia em G formada pelas partes

relativamente compactas de G (Exemplo 1.5) é uma bornologia de grupo em G.

Exemplo 3.6. Sejam (G, B) e (H,C) dois grupos bornolégicos e Homb((G,B); (H,C)) o grupo abeliano
de todos os homomorfismos de grupos limitados de (G, B) em (H,C) (se u € Hom,((G,B); (H,C)), seu
simétrico —u € Hom, ((G,B); (H,C)) ¢ dado por (—u)(z) = —(u(z)) para z € G). Entdo a bornologia
&S induzida pela bornologia da equilimitagdo (Exemplo 1.7) em Hornb((G7 B); (H, C)) é uma bornologia
de grupo. De fato, para quaisquer X1, Xy € E'g e B € B, tem-se

(X1 — X2)(B) C X1(B) — Xo(B),

e daf resulta que (X; — X2)(B) € C. Logo, X1 — X2 € Eg )

Exemplo 3.7. Sejam (G, 7) e (H,6) dois grupos topolégicos e Hom, ((G,7); (H,0)) o grupo abeliano
de todos os homomorfismos de grupos continuos de (G, 7) em (H,6) (se v € Hom.((G,7); (H,0)), seu
simétrico —u € Hom,((G,7) (H,0)) é dado exatamente como no Exemplo 3.6). Entao a bornologia &
induzida pela bornologia da equicontinuidade (Exemplo 1.8) em Hom,((G,7); (H,#)) é uma bornologia
de grupo. De fato, sejam X1,Xo € &Y arbitrarios e seja V uma 6-vizinhanga arbitraria de 0 em H.
Tomemos uma #-vizinhanca V; de 0 em H tal que Vi —V; C V e uma 7-vizinhanca U de 0 em G tal que
X1 (U) Cc V1 e X2(U) C V7. Entao

(.’{1—%2)(1]) Cxl(U)—XQ(U) cwi—-Ww C‘/,

provando a equicontinuidade de X; — X2 em 0. Logo, X; — X2 € £ pela Proposicao 5, p. 28 de [4].

Exemplo 3.8. Sejam R um anel topoldgico com elemento unidade e (E, B) um R-mdédulo bornolégico
[16], onde E é um R-mdédulo & esquerda unitario. Se (E,+) é o grupo aditivo subjacente a FE, entao
((E,—l—),B) é um grupo bornoldgico. Em particular, se (F,7) é um R-mdédulo topoldgico & esquerda
unitério, entao ((E, +),B(7’)) é um grupo bornoldgico, onde B(7) denota a bornologia de R-mddulo

formada por todos os subconjuntos 7-limitados de E ([23], Definigao 15.1).

Exemplo 3.9. Seja R como no Exemplo 3.8, com R linearmente topologizado ([9], (7.1.1)), e seja (E, B)
um R-mdédulo linearmente bornologizado [15]. Para quaisquer By, Bs € B, tem-se By + By C [B; U Bs]
e RBy C [By]; assim, By + By, RB; € B pela Proposigao 1 de [15]. Portanto, (E,B) é um R-mdédulo

bornolégico, e entao ((E7 +), B) é um grupo bornolégico pelo Exemplo 3.8.

Exemplo 3.10. Seja K um corpo néo trivialmente valorizado. Se (E, B) é um espaco vetorial bornolégico
sobre K ([18], p.43, Definicdo 1), entao ((E,+),B) é um grupo bornolégico em virtude do Exemplo 3.8.
Em particular, se K é um corpo ultramétrico nao trivialmente valorizado e (F,B) é um espago vetorial

bornolégico K-convexo [1], entdo ((E,+),B) ¢ um grupo bornoldgico.
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Exemplo 3.11. Se (E, B) é um espago vetorial bornolégico convexo sobre R ou C ([12], p.19 e Exercicio

2.E.1), entdo ((E,+),B) é um grupo bornolégico pelo Exemplo 3.8.

Teorema 3.12. Sejam ((Gi’Bi»ieI uma familia de grupos bornoldgicos, G um grupo e, para cada i € I,
seja u;: G — G; um homomorfismo de grupos. Se B € a bornologia inicial para a familia ((GZ—7 B;), ui)z’el
(Teorema 1.11), entdo (G, B) € um grupo bornoldgico.

Demonstragao. Sejam By, By € B arbitrarios. Como
’U,Z(Bl — BQ) = ’LLZ(Bl) - UZ(BQ) € 81
para todo i € I, entdo By — By € B. Portanto, (G, B) é um grupo bornolégico.

Corolario 3.13. Se (G, B) é um grupo bornoldgico e K é um subgrupo de G, entao (K, Bg) é um grupo

bornoldgico.

Demonstragao. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Coroldrio 3.14. Se (B;)icr € uma familia de bornologias de grupo em um grupo G, entdo (G, N Bi)
il
€ um grupo bornolégico.

Demonstragao. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Corolario 3.15. Se ((G“Bi))iel € uma familia de grupos bornoldgicos, entao (H Gy, 11 Bi> € um
iel el
grupo bornoldgico.

Demonstragao. Imediata a partir do Teorema 3.12.

Observagao 3.16. Nas condigoes do Corolério 3.15, a seguinte propriedade universal se verifica: para

todo grupo bornolégico (H,C), a aplicagao

u € Homy <(H,C); <'H Gi,HBz)) — (pri o u)iel € HHomb((H,C); (Gi,Bi))
icl

i€l i€l

¢ um isomorfismo de grupos, onde pr; é a projegao de G em G; .

Proposigao 3.17. Sejam <(Gi’Bi)>ieI e ((Hi’ci))iel duas familias de grupos bornoldgicos. Para cada

i € I seja u;: G — H; um homomorfismo de grupos e seja [[ wi: [[ Gi — [ Hi o homomorfismo
iel iel iel

de grupos dado por [] u;((z;)icr) = (ul(zz))leI Entao Ker( I uz> = ][ Ker(u;) e Im( I ui> =
icl iel iel iel

I Im(u;). Além disso,

iel

T s € Hom, ((HGZ"H&> | (HH"’HQD

i€l el iel iel iel
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se e somente se u; € Homb((Gi,Bi); (HZ-,CI-)) para todo i € I.

Demonstragao. As igualdades Ker< 11 ui) = J] Ker(u;) e Im( I uz> = J] Im(u;) sdo 6bvias.
i€l il il i€l
Para cada j € I seja pr; a projecao de [I Hi em Hj esejaw;: G; — [[ G; o homomorfismo de grupos
i€l il

dado por wj(z;) = (ti)icr, onde t; = 0sei # jet; = x;. Como w; € Hom, ((Gj,Bj); < 11 G, 11 BZ')),
i€l el

pr; € Homb(( 1T H:, I1 Ci>;(Hj,Cj)> e uj = pr; o ( I1 u,) owj, a limitacao de [] w; implica a de
i€l i€l i€l i€l
Uj -

(e

el i€l

o)

el el
w; 1 L
(G3,8;)  —  (H;C)

Reciprocamente, admitamos que u; € Homb((Gi7 B;); (H;, C,»)) para todo ¢ € I. Como
I]:Ui <Ii[13{) = I]:uiLB
iel iel il
onde B; € B; para i € I, segue que
Hui € Hom, <<H Gi»HBi> ; (HHi;HCi>>
iel iel i€l iel i€l
(lembrar a Observagao 1.16). Assim, a demonstracao estd concluida.

Corolério 3.18. Sejam ((Gi’Bi))iel , ((Hi7Ci))i€I e ((Li,Di))iGI trés familias de grupos bornoldgicos

e, para cada i € I, sejam u;: G; — H; e v;: H; — L; homomorfismos de grupos. Para que

(1e9) (103" 11

el el el el el el

seja uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, € necessdrio e suficiente que
(G, Bi) = (H;,Ci) = (Li, Di)
seja uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados para todo i € I.

Demonstragao. Imediata a partir da Proposigao 3.17.

Nas Proposigoes 3.19, 3.20, 3.21 e 3.36, a seguir, o grupo reduzido ao elemento neutro munido da sua

unica bornologia (de grupo) serd representado por 0.

Proposigao 3.19. Sejam (G, B) um grupo bornolégico e K, M dois subgrupos de G. Entdo

0— (}(IW A4}fﬁ(mA4) LN (f( X M, Bg x Eﬁw) LN (}(~+'A4}Eﬁ(+ﬂj) — 0
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€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u € o homomorfismo de grupos dado

por u(x) = (z,x) e v é o homomorfismo de grupos dado por v(z,y) =z — y.

Demonstracao. E ficil ver que u ¢ injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Se B € Bins é arbitrario,
B € Bk ¢ B € By, ¢ entdo u(B) € Bg x By (pois u(B) C B x B); portanto, u € Hom,((K N
M,BKQM); (K X M, By x BM)). E, se By € Bx e By € By sao arbitrarios, By — B, € Be By — By C
K+M, eentaov(ByxBy) = By—Bsy € Bi 1 ; portanto, v € Homb((KxM, B xBu); (K+M, BK+M)).

E fécil ver que se (G, B) é um grupo bornolégico, H é um grupo e u: G — H é um homomorfismo
de grupos sobrejetor, entdo (H,u(B)) é um grupo bornolégico. Em particular, se K é um subgrupo de

G em: G— G/K ¢ a sobrejegio canénica, entdo (G/K,(B)) ¢ um grupo bornolégico.
Proposicao 3.20. Sejam (G, B) um grupo bornoldgico e K, M dois subgrupos de G. Entao
0— (G/(K N M),C) = (G/K x G/M,C' x c”) - <G/(K + M),C”’) -0

€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u € o homomorfismo de grupos dado
poru(er(KﬂM)) = (z+K,z+M), v é o homomorfismo de grupos dado por v(z+K,y+M) = (z—y)+
(K + M), C =n(B) (respectivamente C' = n'(B), C" = =" (B), """ = 7n"""(B)), sendo w: G — G/(K N M)
(respectivamente 1': G - G/K, . G — G/M, n"": G — G/(K + M)) a sobrejecao canénica.

Demonstracgao. E facil ver que u ¢ injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Se B € B é arbitrario,
u(m(B)) C 7 (B) x «”(B), e daf resulta que v € Hom,((G/(K N M),C); (G/K x G/M,C' x C")). E,
se By, By € B sao arbitrarios, v(n'(B1) x 7”(Bz)) = «"'(By — Bs); logo, v € Hom, ((G/K x G/M,C’ x
C"); (G/(K + M),C™)).

Proposicao 3.21. Sejam (G,B) um grupo bornoldgico, (M;)icr uma famdlia de subgrupos de G e

M = ( M;. Para cada i € I sejam v;: G — G/M; a sobrejecdo canénica e B; = v;(B). Entdo
il

0— (M,By) - (G,B) % (H(G/M»,H&) -0

icl iel
€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, onde u € a inclusdo de M em G e
v(z) = (Ui('r))iel'

Demonstracgao. E claro que u é injetor, Im(u) = Ker(v) e v é sobrejetor. Finalmente, v é limitada,

pois cada v;: (G, B) = (G/M;, B;) é limitada e v(B) C [] v;(B) para todo B € B.
i€l

Definigao 3.22. Seja ((Gi’Bi)vuij)ieJ

I é um conjunto munido de uma relagao de ordem parcial <, (G;, B;) é um grupo bornoldgico para todo

um sistema projetivo de grupos bornolégicos (isto significa que

i €1, u;; € Homy((Gj,B;); (Gi, B;)) parai,j € I com i < j, u;; = lg, para todo i € I e u;; o uji = usp
para ¢,5,k € I com ¢ < j < k. Para cada ¢ € I seja u;: 1&1 G; — G; o homomorfismo de grupos
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canonico (Defini¢ao 2.3). Se B é a bornologia inicial para a familia ((Gi, Bi)’ui)z‘el’ (I&H G, B) é um
grupo bornolégico pelo Teorema 3.12, dito o limite projetivo bornolégico do sistema ((Gi, B;), uij)iel .
E f4cil ver que B coincide com a bornologia induzida por ] B; em hm G;.
iel
Observagao 3.23. Seja ((Gi,Bi))i ¢ uma familia de grupos bornolégicos. Consideremos I munido de

sua relacao de igualdade e ponhamos u;; = 1g, para todo ¢ € I. Entao ((Gi,Bi), uii)iel é um sistema,

projetivo de grupos bornoldgicos cujo limite projetivo bornoldgico coincide com | [] G, [] B:

iel el
Proposigao 3.24. Nas condi¢oes da Definicao 3.22, (@1 Gi7B) satisfaz a sequinte propriedade uni-
versal: para todo grupo bornoldgico (H,C) e para toda familia (a;);er (onde o; € Homy,((H,C); (Gy, B;))
para todo i € I) tal que u;j 0 oy = ; para i < j, existe um dnico u € Homb((H,C); (l'&lGi,B)) tal que

u; ou = o para todo i € I.

(G5, B;) ~% (G, By) (H,C) = (lim G, B)
o S a i N\ Ui

Demonstragao. Pela Proposicao 2.6, existe um tinico homomorfismo de grupos u: H — lgl G; tal que
u; ou = oy para todo ¢ € I. Assim, u; o u € Homy((H,C); (G;, B;)) para todo i € I, e o Teorema 1.11
garante que u € Homb((H,C); (l&n Gy, B))

Corolario 3.25. Sejam ((GZ,B) u”)zel e ((Hi’ci)’vij)iel dots sistemas projetivos de grupos bor-
noldgicos e sejam (@1 Gi,B) (H HZ,C) os correspondentes limites projetivos bornoldgicos. Para
cada i € I seja B; € Homy,((Gy, B;); (H;i,C;)) tal que vij o B; = Biow;; parai < j. Entdo existe um dnico
u € Homb((@ Gi,B); (I&H HZ-,C)) tal que v; ou = fB; ou; para todo i € I, onde uy;: I&n G; - G e

vi: lim H; — H; sdo os homomorfismos de grupos candnicos.

(G;.B;) % (Hj.C)) (lim G;, B) — (lim H;,C)
ugj 1 v ui L
(G, By) ? (Hi, C;) (Gi, B;) ? (Hi,C;)

Demonstragao. Para cada ¢ € I ponhamos
a; = Biou; € Homb((l‘&n Gi,B); (H;,C;)).

Como
vij 0 o = (vij © Bj) o uj = (Bi 0 wij) 0wy = Bi o (uyj o uj) = Pioui = ay

para ¢ < j, a Proposicao 3.24 garante a existéncia de um tnico u € Homb(( %in G;, B); (ml Hi,C)) tal

que v; o u = «; para todo i € I, concluindo assim a demonstragao.
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O préximo resultado é uma versdo do teorema do isomorfismo para grupos bornolégicos. Antes de
enuncia-lo mencionemos que uma aplicacao entre dois grupos bornolégicos é um isomorfismo de grupos
bornologicos quando é um isomorfismo de grupos limitado cuja inversa é limitada, e que dois grupos

bornolégicos sao isomorfos quando ha um isomorfismo de grupos bornolégicos entre eles.

Teorema 3.26. Sejam (G,B) e (H,C) dois grupos bornoldgicos e u € Homy((G, B); (H,C)), com u
sobrejetor. Para que exista um (necessariamente tinico) isomorfismo u: (G/Ker(u), D) — (H,C) de
grupos bornoldgicos tal que w = wom, onde m: G — G/Ker(u) € a sobrejecao candnica e D = n(B), é

necessdrio e suficiente que para cada C € C exista B € B tal que u=1(C) C B + Ker(u).

(G,B) % (H,0C)
™™N u
(G/Ker(u), D)

Demonstragao. Estabelegcamos a necessidade da condigao. Com efeito, seja C € C arbitrario. Como,
por hipétese, (u)~1(C) € D, existe B € B tal que (u)"1(C) = 7(B), e daf resulta que u=1(C) =
B + Ker(u).

Estabelegamos, agora, a suficiéncia da condigao. Primeiramente, vejamos que u(B) = C. E claro que
u(B) é mais fina do que C, pois u: (G,B) — (H,C) é limitada. Por outro lado, se C' € C é arbitrdrio,
existe B € B tal que u=*(C) C B + Ker(u). Consequentemente, C = u(u~1(C)) C u(B), e C € u(B).
Logo, C é mais fina do que u(B), e u(B) =C. Seja u: G/Ker(u) — H o tnico isomorfismo de grupos tal
que u = uonw. Entdo u: (G/Ker(u),D) — (H,C) é um isomorfismo de grupos bornoldgicos. De fato,
@ ¢ limitada, pois u(w(B)) = u(B) € C para qualquer B € B. E (u)~! ¢ limitada, pois u(B) = C e
(@)~ (u(B)) = n(B) € D para qualquer B € B.

Isto conclui a demonstragao do teorema.

Corolario 3.27. Seja ((GZ-, Bi))iel uma familia de grupos bornolégicos. Para cada i € I, sejam M; um

subgrupo de G; , u;: G; — G;/M; a sobrejecdo candnica e C; = u;(B;). Entdo os grupos bornoldgicos

(menoqte) < ((me)/ () <)

sao isomorfos, sendo [[ G; munido da bornologia produto [] B; e C a imagem direta de ] B; pela

el i€l i€l
sobrejecao canodnica de [| G; em <H Gi> / (H MZ)
iel icl icl

Demonstragao. Pela Proposicao 3.17, Ker (H uz> =[] Ker(u;) = [] M;, Im (H ui) =[] Im(w;) =
iel i€l i€l i€l iel

T1(G:/M;) (logo, T u: é sobrejetor) e [ u; € Homy ((n Gi Tl Bi> : (H(Gi/MiL I c)) Além

i€l iel iel iel iel el el
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disso, para i € I e B; € B; arbitrérios, tem-se

(H “) i (H ui@)) T w(B)) = ] B.+ [ 4 =

i€l iel iel iel iel
i€l el

Portanto, o resultado segue imediatamente do Teorema 3.26.

Coroldrio 3.28. Sejam (G, B) um grupo bornoldgico e M C N dois subgrupos de G. Seja u: G/M —
G/N o homomorfismo de grupos sobrejetor dado por uw(x + M) = x + N, cujo nicleo é N/M, e sejam
7w G = G/M en': G — G/N as sobrejegées candnicas. Sejam C = 7n(B), C' = n'(B) e D a imagem
direta de C pela sobrejecao candnica de G/M em (G/M)/(N/M). Entdo os grupos bornoldgicos

((G/M)/(N/M»D) e (G/N.C')

sao isomorifos.

Demonstragao. Primeiramente, u € Hom, ((G/M,C); (G/N,C’)), pois u(m(B)) = n'(B) para todo B €
B. Se C' € C' é arbitrario, existe B € B tal que C’ = 7/(B). Afirmamos que u~*(C") = n(B) + Ker(u).
Realmente, se z + M € u=*(C"), x + N = u(x + M) = ©/(b) = b+ N para algum b € B, e entdo existe
y € N tal que z = b+ y. Logo, z + M = n(z) = w(b) + n(y), onde 7(y) € N/M = Ker(u), mostrando
que u~(C") C n(B) + Ker(u). Analogamente, 7(B) + Ker(u) C u~1(C’). Portanto, o resultado segue

imediatamente do Teorema 3.26.

Teorema 3.29. Sejam ((G“Bi))iel
i € 1, seja u;: G; — G um homomorfismo de grupos. FEntdo existe uma unica bornologia de grupo
B em G que € final para a familia (<Gi78i)7ui)¢617
(H,C) e para todo homomorfismo de grupos u: G — H, u € Homy((G,B);(H,C)) se e somente se
uwou; € Homy((G4, B;); (H,C)) para todo i € 1.

uma familia de grupos bornolégicos, G um grupo e, para cada

no sequinte sentido: para todo grupo bornoldgico

(G,B) % (H,0C)
up ™\ S uow
(Gy, Bi)

Demonstracgao. Seja By o conjunto de todos os subconjuntos de G da forma T+u;, (B;, )+ - -+u;,, (Bs,,),
onde T' é um subconjunto finito de G, m € N*, 4y,...,i,, € I, B;, € B;,,...,B;,, € B;,_ . Claramente,

U B =G. E, para quaisquer dois elementos
BeB;

By =Ty + i, (Bi,) + -+, (Bi,,) e Bo=To +u;, (Cy,) + -+ +uy, (Cy,)
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de B;, tem-se

By UBy C (T4 UTs) +wyy (Bi, U{0}) + - 4w, (B;,, U{0})
+uj, (Cj, UL0}) + - 4wy, (C, U{0}).

Logo, pela Proposicao 1.10, existe uma (tnica) bornologia B em G para a qual By é um sistema funda-

mental de limitados. Além disso, B é uma bornologia de grupo em G, pois
B1 — Bg = (T1 — Tg) + (A (le) + -+ ulm(Blm) + Ujl(—le) + -+ an(—Cjn) € Bl .

Por construcao, u; € Homy((Gy, B;); (G, B)) para todo ¢ € I. Sejam (H,C) e u como no enunciado do
teorema. Entao u o u; € Homy((G;, B;); (H,C)) para todo i € I se u € Homy((G, B); (H,C)). Reciproca-
mente, se cada u o u; é limitada, entdo u(B) € C para todo B € By ; logo, u € Hom,((G, B); (H,C)).

Finalmente, provemos a unicidade. Com efeito, seja B uma bornologia de grupo em G tal que
u;: (Gy,B;) — (G, B) é limitada para todo i € I. Entdo 1g: (G,B) — (G, B') ¢ limitada, em vista da
propriedade satisfeita por B. Assim, B é a bornologia de grupo mais fina que torna cada u; limitada,
provando a unicidade.

Isto conclui a demonstragao do teorema.

Observacgao 3.30. (a) Se cada B; é a bornologia discreta em G;, B é a bornologia discreta em G.

(b) Se G = [U Im(ui)} , todos os conjuntos da forma u;, (B;,) +--- +u,,, (B
il

fundamental de limitados para B.

) constituem um sistema

im

Observagao 3.31. Se (G, B) é um grupo bornolégico, H é um grupo e u: G — H é um homomorfismo
de grupos sobrejetor, entdo u(B) coincide com a bornologia de grupo final para o par ((G,B),u). Em
particular, se K é um subgrupo de G e m: G — G/K é a sobrejecéo candnica, entao m(B) coincide com

a bornologia de grupo final para o par ((G,B), ).

Defini¢ao 3.32. Seja ((Gi, Bi))iel uma familia de grupos bornolégicos. Seja G o grupo € G; e, para

iel
cada i € I, seja u;: G; — G a injegdo candnica. Se @ B; é a bornologia de grupo final para a familia
iel
((Gi’Bi)’ui)ieI’ (G, é Bi) é dita a soma direta bornoldgica da familia ((G“Bi))iel )
il

Observagao 3.33. Nas condic¢oes da Definigdo 3.32, a seguinte propriedade universal se verifica: para

todo grupo bornoldgico (H,C), a aplicacao
u € Hom, <<® G, EBBZ> i (H, C)) — (u; ou)ier € HHomb((Gi, B;); (H,C))
iel icl i€l

¢ um isomorfismo de grupos.
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Observagao 3.34. Se ((Gi’Bi))iel é uma familia finita de grupos bornoldgicos, ( 11 G 11 Bi> =
iel el

( DG, D Bi) :
iel el

Proposigao 3.35. Sejam (G, B), (M;)icr, M, (vi)icr, (B;)ier € v como na Proposigao 3.21, e suponha
que exista j € I tal que M; € B. Entdo os grupos bornoldgicos (G/M,D) e (H,C) sdo isomorfos, onde D
¢ a imagem direta de B pela sobreje¢io canonica de G em G/M, H =Im(v) e C € a bornologia induzida

por [ B; em H.
i€l

Demonstragao. Consideremos v como uma aplicacao de G em H; entao v é um homomorfismo de
grupos sobrejetor e a Proposigao 3.21 assegura que Ker(v) = M e v € Hom,,((G, B); (H,C)). Agora, para

uma familia arbitréria (B;);c; de elementos de B, tem-se

vl (H n HUABJ) = n(Bz + Ml) C Bj + Mj ,

i€l iel
sendo B; + M; um elemento de B. Consequentemente, v=!(C) € B para todo C' € C. Portanto, pelo
Teorema 3.26, (G/M,D) e (H,C) sao isomorfos.

Proposicao 3.36. Sejam (G, B) um grupo bornoldgico, (M;)icr uma familia de subgrupos de G e M o
subgrupo de G gerado por |J M; . Para cada i € I seja u; a inclusdo de M; em G, e sejau: @ M; - G
il i€l
o homomorfismo de grupos dado por u((xi)iel) = > wu;(x;). Entdo
i€l

(@ M;, @BM) 5 (G,B) -5 (G/M,C) — 0

= il

€ uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, onde v € a sobrejecao candnica de G em
G/M eC =v(B).
Demonstragio. E conhecido ([6], AIL16) que Im(u) = Ker(v). Como v € Homy((G, B); (G/M,C)),
resta mostrar que u € Homb(< @ M;, @ BMI);(G,B)). De fato, sejam j € I arbitrario e A\;: M; —
@ M; a inje¢ao canonica. Comolezfj € Iflf)inb((Mj, By, ); (G,B)) e wo A\j = uy, a limitagao de u resulta
ziez; arbitrariedade de j em vista do Teorema 3.29.

(@Mi,@BMJ 5 (G, B)
i€l el
AN S ug
(MJ7BMJ)

Proposigao 3.37. Sejam ((Gi’Bi))ieI e ((Hi’ci))iel duas familias de grupos bornolégicos. Para cada

i € I seja u;: G; — H; um homomorfismo de grupos e seja @ u; a restricio de [[u; o« @ G;.
iel iel icl
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Entio @ wu; é um homomorfismo de grupos de €@ G; em @ H; tal que Ker( @uz) = P Ker(u;) e
i€l iel iel iel icl

Im( Ph ul) = @ Im(u;). Além disso,

i€l i€l

B < tom, <<EB Gi,@&) : (@ H@c))

iel iel iel iel iel
se e somente se w; € Homy,((Gy, B;); (H;,C;)) para todo i € 1.

Demonstragio. E conhecido ([6], AT1.14) que @ u; é um homomorfismo de grupos de @ G; em

il i€l
@ H; satisfazendo as duas propriedades mencionadas. Para cada j € I, sejam \;: G; = @G, e
iel il
w;: Hi — @ H; as injegbes candnicas.
iel

Suponhamos que @ u; € Homb<< PG, D BZ); (@ H;, P Cl)> e seja j € I arbitrdrio. Afirma-

iel iel el iel i€l
mos que wj , a restricao a @ H; da projecao de [| H; em H; , pertence a Homb(( P H;, P C’i> ; (Hj,Cj)>
el el i€l i€l
Realmente, como w; oy = 0 para k # j e wjopu; = ly, , entdo w; o yy, € Homy((Hy,Cy); (Hj,C;)) para

todo k € I, o que implica

wjeHom,,<(@H“@c> (Hj,Cj )(Teorema3.29).

i€l el

(@HZ—,@Q) % (H;,C))

el el
M ™\ S w; o pug
(Hg,Cr)

Finalmente, como u; = w; o <G§ ul> o Aj, segue que u; € Homy((G;, B;); (H;,C;)).
iel

(@@0) " (@n0)

el i€l i€l el
Aj 1 1w,
(G]a B ) (H]>C )

Reciprocamente, suponhamos que u; € Hom,((G;, B;); (H;,C;)) paratodo i € I eseja j € I arbitrario.

Como ( P ui) o\j = pjou; , entao ( ) ul> o\; € Homy, (( B;); ( P H,PC; )) e da arbitrariedade

i€l i€l i€l i€l
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de j resulta a limitacdo de € u; (Teorema 3.29).
iel

(@ G, @&) g (@ H, @CZ)

el i€l i€l i€l
>‘j ’\ / (@ul) o Aj
i€l
(Gj, Bj)

Corolario 3.38. Sejam ((Gi’Bi))ieI , ((Hi’ci))iel e ((Li,Di))iGI trés familias de grupos bornoldgicos.

Para cada i € 1 sejam u;: G; — H; e v;: H; — L; dois homomorfismos de grupos. Para que

@ Uj @ Vi

i€l i€l

(@c@n) ™ (@n@e) ™ (@r.on)
i€l i€l il i€l i€l i€l

seja uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados, € necessdrio e suficiente que

(Gi, Bi) = (H;,Ci) = (L4, Dy)
seja uma sequéncia exata de homomorfismos de grupos limitados para todo i € I.
Demonstragao. Imediata a partir da Proposicao 3.37.

Defini¢ao 3.39. Seja ((Gi’Bi)’uﬁ)ieI

I é um conjunto munido de uma relacdo de ordem parcial <, (G;,B;) é um grupo bornolégico para

um sistema indutivo de grupos bornolégicos (isto significa que

todo ¢ € I, uj;: (G4, B;) = (G4, B;) é um homomorfismo de grupos limitado para i,5 € I com i < j,
u;; = lg, para todo ¢ € I e ugjouj; = uy; parad, j, k € I com i < j < k). Consideremos o grupo hg Gy,
limite indutivo do sistema indutivo <Gi’uji)iel de grupos, e seja v;: G; — hgl G; o homomorfismo de
grupos candnico (i € I); lembrar a Proposigao 2.11 e as Definigoes 2.10 e 2.12. Se B é a bornologia de
grupo final para a familia ((Gi, Bi),vi)
((Gi’B’i)vuji)z‘el'

er (h_H)l G;, B) é dito o limite indutivo bornoldgico do sistema

Observagao 3.40. Seja ((Gi,Bi))Z_ ¢ uma familia de grupos bornolégicos. Consideremos I munido de
sua relagao de igualdade e ponhamos u;; = 1, para todo i € I. Entao ((G,;,Bi), u“)iel é um sistema
indutivo de grupos bornolégicos cujo limite indutivo bornolégico coincide com | @ G;, P B; |.

iel el
Proposigao 3.41. Nas condi¢des da Definigao 3.39, (hﬂ G, B) satisfaz a sequinte propriedade universal:
para todo grupo bornoldgico (H,C) e para toda famiia («;)ier (onde «; € Homy((G;, B;); (H,C)) para
todo i € I) tal que o o uj; = a4 para i < j, existe um Unico u € Homb((lig G;,B); (H,C)) tal que

uov; = o para todo i € I.

(G, Bi) = (G, B;) (lim Gy, B) = (H,C)
& N\ v\ oy
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Demonstragao. Pela Proposigao 2.11, existe um tnico homomorfismo de grupos w: @ G; — H tal
que u o v; = «; para todo ¢ € I. Finalmente, como a; € Homb((Gi,Bi); (H7C)) para todo i € I, o
Teorema 3.29 garante que u € Homb((lign Gi,B); (H,C)).

Exemplo 3.42. Sejam G, (Gi)iel’

grupo B em G para a qual os subgrupos finitamente gerados de G constituem um sistema fundamental

uj; e lim G; como no Exemplo 2.14. Consideremos a bornologia de

de limitados e, para cada i € I, seja B; a bornologia trivial em G;. Entao ((Gi’Bi)’uﬁ)ieI é um

sistema indutivo de grupos bornoldgicos. Além disso, usando a Proposicao 3.41 e argumentando como

no Exemplo 3.3 de [7], conclui-se que os grupos bornoldgicos (G, B) e (%ﬂ G;, B) sao isomorfos, onde

(lim Gy, B) designa o limite indutivo bornoldgico do sistema (G, Bi), wji) sy -

Corolario 3.43. Sejam ((G“Bi)’uﬂ)iel e ((Hi’ci)’vji)iel dois sistemas indutivos de grupos bor-
noldgicos e sejam (hgq Gi,B) e (h_n} H;,C) os correspondentes limites indutivos bornoldgicos. Para cada
1 €1 seja B; € Homb((Gi,Bi); (Hi7CZ-)) tal que vj; o B; = Bj o uj; para i < j. Entao existe um unico
u € Homb((li_rgl Gi,B);(lig Hi,C)) tal que uwov; = w; o B; para todo i € I, onde v;: G; — h&l G; e

w;: H;y — hﬂ H; sao os homomorfismos de grupos canénicos.

(Gi, Bi) N (H;i, Ci) (lim Gy, B) - (lim H;,C)
uj; 4 Ly v; T T w;
(GJ,BJ) ? (HJ,C]) (GuBz) ? (Hzacl)

Demonstragao. Basta argumentar como na demonstracao do Corolario 3.25, aplicando a Proposicao

3.41 em lugar da Proposicao 3.24.

Observagao 3.44. (a) Sejam G e H dois grupos arbitririos e seja Hom(G; H) o grupo abeliano de

todos os homomorfismos de grupos de G e H. Como
HOHI(G, H) = Homb((Ga 2G)7 (H7 QH))a

onde 29 (respectivamente 27) ¢ a bornologia trivial em G (respectivamente H), entdo a Observacao
3.16, as Proposigoes 3.17, 3.19, 3.20, 3.21, 3.24 e 3.35, os Corolarios 3.18, 3.25, 3.27 e 3.28, e o Teorema
3.26 implicam os resultados correspondentes para grupos abelianos.

Por outro lado, os resultados que acabamos de mencionar implicam os resultados correspondentes para
R-médulos bornolégicos (Exemplo 3.8), R-mdédulos linearmente bornologizados (Exemplo 3.9), espagos
vetoriais bornolégicos sobre K e espagos vetoriais bornolégicos K-convexos (Exemplo 3.10), e espagos

vetoriais bornolégicos convexos sobre R ou C (Exemplo 3.11), como é facil verificar.
(b) Sejam G, H e Hom(G; H) como em (a). Como
Hom(G; H) = Homy ((G, B); (H,C)),
onde B (respectivamente C) é a bornologia discreta em G (respectivamente H), entao a Observagao 3.33,

as Proposigoes 3.36, 3.37 e 3.41 e os Corolérios 3.38 e 3.43 implicam os resultados correspondentes para

grupos abelianos.
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4 Uma propriedade universal da bornologia da equilimitacao

O objetivo principal desta segdo é provar o Teorema 4.2, cuja demonstracao é andloga aquela do caso

linear do Teorema 3.6 de [7].

Proposigao 4.1. Sejam ((Ga, Ba), Uga) um sistema indutivo de grupos bornoldgicos e ((HA, Cy), 'U,\N)

ael
um sistema projetivo de grupos bornoldgicos. Para (a,N),(B,u) € I x J, com (a,\) < (B,u), seja

¢§§§§ o homomorfismo de grupos de Homy,((Gg,Bgs); (H,,Cp)) em Homy((Ga, Ba); (Hx,Cy)) dado por
(I)(i";)(w) = Uz, OWOUB, - Entao

Ael

((Homi((Ga B (11,000, €52 ) 005 )
(e NVEIXJT

€ um sistema projetivo de grupos bornologicos.

Demonstragao. @Ei‘;g é Sg;‘ - 51(312 -limitada pois, para X € 5122’ e B, € B, arbitrérios, tem-se

B,
B (X)(Ba) = vau(X(upa(Ba))) € C.
Como as outras condigoes da Definigao 3.22 sao facilmente justificdveis, a demonstracao esta concluida.

Nas condigoes da Proposicao 4.1, sejam (G, B) o limite indutivo bornoldgico do sistema ((Ga, B.), uﬂa)ael

e (H,C) o limite projetivo bornolégico do sistema ((Hx,Cx), vau) Para cada a € I seja uq: Go — G

AeJ’
o homomorfismo de grupos canoénico, e para cada A € J seja vy: H — H) o homomorfismo de grupos
candnico. Para cada (o, A) € I x J seja ¥(, ) 0 homomorfismo de grupos de Homy((G, B); (H,C)) em
Homy((Go, Ba); (Hx,Cy)) dado por W, zy(u) = vy 0 u o u,. Raciocinando como na demonstracao da
Proposi¢ao 4.1, verifica-se que ¥(, 5y ¢ £ — é’gi—limitada. Além disso, a familia (¥4, (u))(a,)\)EIXJ
pertence ao grupo l&n Homy, ((Ga, Ba); (Ha,Cy)) para qualquer v € Hom, ((G, B); (H,C)). Realmente, se

(o, A),(B,p) €I xJe (a,N\) <(B,p), tem-se

D) <‘I’<ﬁ,m (U)) = an © W(g ) (1) 0 uga = (van 0vy) 0w o (ug o uga)

=vrouou, = Vi, ) (u).

(Gg,Bg) = (H,,Cp) (G,B) 5 (H,C)

UB e T ~L Ui Uq T l, U\

(Ga,Ba) — (H,\,C)\) Gy, Ba — H,.,C
34 (w) ( ) vy )

Podemos entao enunciar o seguinte

Teorema 4.2. Nas condi¢des acima, o homomorfismo de grupos

rs e (Homy((G.8): (11.0)).£§ ) — T(w) = (v )

(a,N\)eIxJ

€ ((1n Homn((Ga B): (H1,C1). D)
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€ um isomorfismo de grupos bornoldgicos, onde o contradominio de I" € o limite projetivo bornoldgico do

sistema dado na Proposigao 4.1.
Antes de provar o Teorema 4.2, estabelecamos um resultado auxiliar:

Lema 4.3. Sejam ((Gi76i))iel uma familia de grupos bornoldgicos, G um grupo e, para cada i € I,

seja u;: G; = G um homomorfismo de grupos. Suponhamos que G = [ U Im(ui)] e seja B a bornologia
icl

de grupo final para a familia ((Gi,Bi),ui) Entdo, para todo grupo bornoldgico (H,C) e para todo

iel ’
conjunto X de homomorfismos de grupos deeG em H, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) X € &F;

(b) Xou; ={uou;;uc X} el paratodoicl.
Demonstracao do Lema 4.3. Como (a) claramente implica (b), provemos que (b) implica (a). Com
efeito, seja B € B arbitrario. Pela Observagao 3.30(b), existem i1, ...,y € I, B;, € B;y,..., B, € B;,,
tais que B C u;, (B;,) + -+ +w;,, (Bs,,). Como, por hipdtese, (X owu,, )(B;,) € Cparak =1,...,m, a
inclusao

X(B)C (Xowu)(Biy)+ -+ (Xowu,,)(B,)

implica que X(B) € C. Portanto, X € &5 .
Passemos a
Demonstragao do Teorema 4.2. Primeiramente, provemos que I' é um isomorfismo de grupos.

Realmente, seja

g= (g(avA))(a,A)eli € @ Homy,((Ga, Ba); (Hx,Cy)) arbitrério.

Fixemos A € J e consideremos a familia (g(ad))ae[ . Como

A
90, © Upa = Vrx © g(a.) © Usa = ) (9(5.0)) = Glan)

para o < 3, a Proposigdo 3.41 garante a existéncia de um tdnico 0y € Hom,((G, B); (Hx,Cy)) tal que
9(a,n) = Ox 0 uy para todo a € I. Por outro lado, tem-se 0\ = vy, o 6, para A < pu. De fato, para todo
a€el,

03 0t = Glar) = Do) (J(am)) = Vru © Gas) © Yara = Vrp © G = U © 0 0 U,

e do fato de que todo elemento de G pode ser expresso como uma soma finita de elementos da forma
Uq(24) resulta que Oy = vy, 06, . Logo, pela Proposigao 3.24, existe um tnico v € Homy((G, B); (H,C))
tal que 65 = vy ou para todo A € J. Além disso,

D(u) = (vaouo “a)(a,,\)eli = (x0 “a)(a,A)eli = (g(a:A))(a,/\)GIXJ =9

sendo u o unico elemento de Hom, ((G, B); (H,C)) cuja imagem por I' é g. Portanto, I' é um isomorfismo

de grupos.
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Provemos que I' é um isomorfismo de grupos bornolégicos. Com efeito, seja X € Eg arbitrario. Como
I'(X) € D se e somente se W, ) (X) € Sgi para todo (a, ) € I x J e como cada aplicagao W (, 5 ¢
&S — 5,63: -limitada, entdo I'(X) € D. Logo, I' é limitada. Finalmente, verifiquemos que I'"! ¢ limitada.
De fato, seja ) um conjunto D-limitado arbitrdrio. Para cada (a, \) € I xJ, seja G (4, ») 0 homomorfismo

de grupos

(g(B;H))(ﬂ’#)eIXJ € @ Homb((Gﬁa BB)? (HM,CM)) = J(a,N)
S HOmb((Ga,Ba); (HA,C,\)).

Entao G, (V) € Egi para todo (a, A) € I xJ. Pela bijetividade de T, para cada g = (g(av)‘))(a,)\)GIXJ €
Y existe um unico uy, € Homy((G, B); (H,C)) tal que I'(uy) = ¢g. Afirmamos que X = {ugy;9 € V}
( = Ffl(y)) pertence a £5 . Realmente, como C é a bornologia inicial para a familia ((H,\, Cy), UA)/\EJ ,
X € &5 se e somente se vyoX € Sg* para todo A € J. Mas, para A € J fixado, G(,1)(YV) = (va0X)ouq €
Egi para todo a € I, e o Lema 4.3 garante que vy o X € Sg* . Portanto, T=Y(Y) € Sg, provando que
! ¢ limitada.

Isto conclui a demonstracao.

Corolario 4.4. Sejam ((GQ,BQ))QGI e ((HA,CA)))\GJ duas familias de grupos bornoldgicos, (G,B) a

soma direta bornoldgica da familia (G, Ba)) e (H,C) o produto bornoldgico da familia ((Hy,Cy))

a€cl AeJ

Entao os grupos bornolégicos

<Homb<(G, B); (H,C)), 5%)

( H Homb((Ga,Ba);(Hch))a H 522)

(a,\)eIxJT (a,N)eIxJ

sao isomorfos.

Demonstragao. Consideremos I (respectivamente J) munido da relagido de igualdade. Como, nesse

caso, os grupos bornolégicos

(1 Homy (G Bu)s 112,0).D)

( H Homb((Ga,Ba)§(Hz\vc/\))a H géi)

(e, \)eIxJ (e,N)eIxJ
coincidem, o resultado segue imediatamente do Teorema 4.2.
Sejam ((Gi, Bl), uij)iej

arbitrario. Para ¢,j € I, ¢ < j, consideremos o homomorfismo de grupos limitado

um sistema projetivo de grupos bornolégicos e (H,C) um grupo bornoldgico

ugzvj S (Homb((H,C); (Gj,Bj)),é’CBj) = Uj OV € (Homb((H,C); (Gi,Bi)),Efi).

Pela Proposicao 4.1,

(ot G2 )ulf)
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é um sistema projetivo de grupos bornolégicos.

Proposigao 4.5. Seja ((Gi,Bi),uij), como acima e seja (G,B) o limite projetivo bornoldgico desse

i€l
sistema. Sejam (H,C) e (L, D) dois grupos bornoldgicos arbitrdrios e w € Homy((H, C); (L, D)) arbitrdrio,

e consideremos os homomorfismos de grupos limitados

u:ve (Homy((L,D); (G, B)),ER) — v oue (Homy((H,C); ), E8)

;:v; € (Homy ((L, D); (G, Bi)),Egi) — v; o u€ (Homy ((H, C); (Gi,Bi)),gg") (iel).

Entao (ﬁi)iej € um sistema projetivo de homomorfismos de grupos limitados de

((Homy (L, D); (Gi, Bi)), Ep'), uks) oy em ((Homy((H,C); (Gi, By)), E8%),ull)._, . Além disso,

(Hom, (L, D); (G, B)), £8) L (lim Homy((L, D); Gy, B.)), D)
u + Jim a;
(Homb(( ) ( ))7‘€CB) R—H> (@ Homb((HﬂC>; (Gi7 Bl))7§>

é um diagrama comutativo de homomorfismos de grupos limitados, onde (%in Homy,((H,C); (Gi, By)), 75)
(respectivamente (L m Homy ((L, D); (Gi, By)), ’ZN))) € o limite projetivo bornoldgico do sistema

((Homy ((H,C): (Gi, B:)). £8°),ulf) e, (respectivamente  ((Homy (L, D): (Gi, 1), €p°), uf) e ).

lim ;i ((vi)ier) = (ﬂi(vi))iel para (v;)ier € lim Homy ((L, D); (G, B;)) (obviamente, %1_ u; € um ho-
momorfismo de grupos), Ry (v) = (u; o v)ieI para v € Homy,((H,C); (G, B)) e R(v) = (u; o v)iel para
v € Homy((L, D); (G, B)), sendo u;: G — G; o homomorfismo de grupos candnico.

Demonstragao. Para provar a primeira afirmagao devemos mostrar que o diagrama

Homy ((L, D); (G, B;)) 2 Homy((H,C); (G}, B;))

Homy ((L, D); (G, Bi)) — Homy((H,C); (G, Bi))

Uq

é comutativo para i < j ([5], p.79). Realmente, para qualquer v; € Hom,((L, D); (G;, B;)),
(uff o Ti3) (v;) = wij 0 (v 0 u) = (uij 0 vy) 0w = Us(ug; 0 v;) = (W o ufy)(vy).

Para provar a segunda afirmagcao, notemos inicialmente que l<£1 u; é uma aplicagao limitada. De fato,
para cada i € I seja T o homomorfismo de grupos de Jim Homy,((H,C); (Gy, B;)) em Homy, ((H, C); (Gi, B;))
dado por ﬂH((wj)jej) = w; . Entao, pelo Teorema 1.11, @ u; é limitada se e somente se TiH o @1 w; é

limitada para todo i € I. Mas, para cada i € I,

(T o lim @) ((v5)jer) = T ((@5(v)))jer) = @i(vi) = viou
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para qualquer (v;) er € @ Homy,((L, D); (G4, B;)), e daf resulta a limitagao de T2 OM u; . Além disso,
Ry e Ry, sao isomorfismos de grupos bornoldgicos em virtude do Teorema 4.2. Finalmente, para qualquer
v € Homy((L, D); (G, B)),
(%El U0 Ry)(v) = fm i ((ws o w)ier) = (@i(ui 0 v)) ;¢
= ((ul © U) © u)iG[ (u © (’U © u))iGI = RH(U © U) = (RH o 17)(11),

concluindo assim a demonstragao da segunda afirmagao.

Sejam ((Gi, By), wji) ;e

arbitrario. Para ¢,j € I, ¢ < j, consideremos o homomorfismo de grupos limitado

um sistema indutivo de grupos bornolégicos e (H,C) um grupo bornolégico

€ (Homy((Gy,B,); (H,C)), Eg,) = ; o uji € (Homy((Gy, By); (H,C)), €8, ).
Pela Proposicao 4.1,

<<H0mb((Gi,Bi);(ch)) £, )v g>i61

é um sistema projetivo de grupos bornolégicos.

Proposigao 4.6. Seja ((Gi’Bi)7uﬂ'i)z‘el como acima e seja (G,B) o limite indutivo bornoldgico desse
sistema. Sejam (H,C) e (L, D) dois grupos bornoldgicos arbitrdrios e u € Homy((H,C); (L, D)) arbitrdrio,

e consideremos os homomorfismos de grupos limitados

: v € (Homy((G, B); (H,C)),E5) = uowv € (Homy((G, B); (L, D)), EF)

ﬂi Y€ (Homb((Gi, Bi); (H, C)), ggi) —=uoy; € (Homb((Gi, Bi); (L, D)), SBDl) (Z € I)
Entao  (u;)ic; € um  sistema projetivo de homomorﬁsmos de grupos limitados de

((Homb((Gi,Bi); (H7C))7€gi>7u5‘)¢el em ((Homb( G;,B;); (L, D)), EB ), zy)zel' Além disso,

(Homy (G, B); (H,C)), £5) ™ (lim Hom, (G, B,): (H.C)), €)
u | b limoa;

(Homy((G. B)s (1. D)), €8) —> (lim Homy((Gr, Bo)s (L. ). €)

é um diagrama comutativo de homomorfismos de grupos limitados, onde (@1 Homy ((G4, B;); (H,C)), g)
(respectivamente (lim Homy, ((Gi, B;); (L,D)L;)) € o limite projetivo bornoldgico do sistema
((Homb((Gl,B) (H,0)), 53 ), w)zel (respectivamente ((Homb((Gi,Bi);( D)), 515 ), U)lel),
@ﬂi((%)ig) = (ui(%))iel para (Vi)ier € lim Hom, ((G;, B;); (H,C)) (obviamente, L u; € um ho-
momorfismo de grupos), Rpg(v) = (v ow;);er para v € Homy((G, B); (H,C)) e Rr(v) = (vowv;)icr para

v € Homy((G, B); (L, D)), sendo v;: G; = G o homomorfismo de grupos candmnico.

Demonstracao. Andloga a da Proposicao 4.5.
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5 Uma propriedade universal da bornologia da equicontinui-

dade

O objetivo desta seg@o é provar o Teorema 5.12; cuja demonstragao é andloga aquela do Teorema 4 de

[8]. Mas antes, vejamos alguns preliminares sobre grupos topoldgicos.

Proposigao 5.1 ([23], Teorema 1.9). Sejam ((Gi,7;))icr wma famdlia de grupos topoldgicos, G um grupo
e, para cada i € I, seja u;: G — G; um homomorfismo de grupos. Se T € a topologia inicial para
a familia ((Gi’Ti)’ui)iel

topoldgico (H,0) e para todo homomorfismo de grupos u: H — G, tem-se que u € Hom.((H,0); (G, 1))

([3], pp. 28-31), entdo (G,7T) € um grupo topoldgico. Logo, para todo grupo

se e somente se u; ou € Hom.((H,0);(G;,7;)) para todo i € I.
(H,0) = (G,7)
uiou™N

(Gi77—i)

Como consequéncia imediata da Proposicao 5.1, temos o seguinte

Corolario 5.2. (a) Se (G,7) é um grupo topoldgico e M ¢é um subgrupo de G, entdo (M,Tpr) € um
grupo topoldgico, onde Ty € a topologia induzida por T em M.

(b) Sejam ((Gi, 7)) uma familia de grupos topoldgicos, [] G; o grupo produto e [[ 7; a topologia

iel il i€l
produto em []| G;. Entdo ( I1G: 11 Ti> é um grupo topoldgico.
i€l iel i€l
(¢) Se (1i)icr € uma familia de topologias de grupo em um grupo G, entdo (G, sup Ti) é um grupo
i€l

topoldgico.

Definigao 5.3. Seja ((Gi,n),uij)ie]

um conjunto munido de uma relagao de ordem parcial <, (G;, ;) é um grupo topolégico para todo i € I,

um sistema projetivo de grupos topoldgicos (isto significa que I é

ui; € Hom.((Gj,75); (Gi,7;)) para 4,5 € I com i < j, u;; = lg, para todo i € I e u;j o uj, = ;i para
i,5,k € T com i < j < k). Para cada i € I seja u;: @1 G; — G; o homomorfismo de grupos canonico
(Definicao 2.3) e seja 7 a topologia inicial para a familia ((Gi, i), ui)iel . O grupo topolégico (]&n Gi,T)
(Proposigao 5.1) é dito o limite projetivo topoldgico do sistema ((Gi7TZ‘), uij)iel'
Observagao 5.4. Seja ((Gy,7)), <; uma familia de grupos topolégicos. Munamos I da relagio de

igualdade e definamos u;; = lg, para todo ¢ € I. Entao ((Gi,Ti),uii) é um sistema projetivo de

iel

grupos topoldgicos cujo limite projetivo topoldgico coincide com < [HG:, [17)-
iel el

Argumentando como na demonstracao da Proposicao 3.24, usando a Proposi¢ao 5.1 em lugar do

Teorema 1.11, obtém-se a seguinte
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Proposigao 5.5. Nas condi¢ées da Defini¢ao 5.3, (I&H G;,T) satisfaz a seguinte propriedade universal:
para todo grupo topoldgico (H,0) e para toda familia (c;)ier (onde a; € Hom ((H, 8); (G;, 7)) para todo
i€ 1) tal que u;; 0 oy = ; para i < j, existe um Unico u € Hom.((H,0); (@1 G;, 7)) tal que u; ou =

para todo i € I.

(Gy,75) = (Giy) (H,0) = (lim G, 7)
o N 7 i N\ U
(Hv 0) (GivT’i)

Como todo grupo abeliano topolégico é um Z-médulo topoldgico (Z munido da topologia discreta),

a Proposigao 1.4.2 de [2] fornece o seguinte resultado:

Proposicao 5.6. Sejam ((Gi,n)) uma familia de grupos topoldgicos, G um grupo e, para cada

iel
i €1, seja u;: G; — G um homomorfismo de grupos. Entao existe uma unica topologia de grupo T em

G que € final para a familia ((Gi,n),ui) no sequinte sentido: para todo grupo topoldgico (H,0) e

iel’
para todo homomorfismo de grupos u: G — H, tem-se que u € Hom.((G,7);(H,0)) se e somente se

uou; € Hom((G;,7;); (H,0)) para todo i € 1.

(G,7) = (H,0)

up ™\ S uou;
(Gi; Ti)
Definicao 5.7. Sejam ((G“Ti))iel uma familia de grupos topoldgicos, G o grupo € G; e, para cada
iel
1 € I, seja u;: G; — G a injegdo canodnica. Se @ 7; é a topologia de grupo final para a familia
il
((Gi’ﬂ')’ui)ie[’ (G, &b Ti> é dita a soma direta topoldgica da familia ((Gi,n))iel.
i€l

Definicao 5.8. Seja ((Gi,n),uﬁ)iel um sistema indutivo de grupos topolégicos (isto significa que I
é um conjunto munido de uma relacdo de ordem parcial <, (G;,7;) é um grupo topolégico para todo
i€, u;; € Hom.((G;,7); (G, 7)) parai,j € I com i < j, u;; = lg, para todo i € I e up; o uj; = up;
para i,j,k € I com i < j < k). Para cada i € I seja v;: G; — h_n>q G; o homomorfismo de grupos
canonico (lembrar a Proposigdo 2.11 e a Definigdo 2.12) e seja 7 a topologia de grupo final para a
familia ((Gi,n),vi)iej. O grupo topoldgico (hgl Giﬂ') é dito o limite indutivo topoldgico do sistema

((Giymi)s wji) sy -
Observagao 5.9. Seja ((Gi,n))ie[

igualdade e ponhamos u;; = lg, para todo ¢ € I. Entao ((Gi’ﬂ)7u“)ief é um sistema indutivo de

uma familia de grupos topolégicos. Munamos I da relagao de

grupos topoldgicos cujo limite indutivo topolégico coincide com < PG, P ).
iel el
Argumentando como na demonstracao da Proposicao 3.41, usando a Proposi¢ao 5.6 em lugar do

Teorema 3.29, obtém-se a seguinte
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Proposigao 5.10. Nas condi¢des da Definigao 5.8, (11_1’1} G;,T) satisfaz a sequinte propriedade universal:
para todo grupo topoldgico (H,0) e para toda familia (c;)ier (onde a; € Hom.((G;, 7;); (H,0)) para todo
i€ I) tal que aj o uj; = oy para i < j, existe um Unico u € Homc((m G;,7); (H,0)) tal que uowv; = a;

para todo i € I.
(Gi>Ti) &) (Gj7Tj) (@ Gi7T) - (H7 9)
a; v\
(H7 0) (GiaTi)

Proposigao 5.11. Sejam ((Ga, Ta)s uBa) um sistema indutivo de grupos topoldgicos e ((H,\, 0y), v)\ﬂ)

acl xed
um sistema projetivo de grupos topoldgicos. Para (a,N),(B,u) € I x J, com (a,\) < (B,u), seja

Q(fy‘;\g o homomorfismo de grupos de Hom.((Gg,73); (Hy,0,)) em Hom ((Ga,7a); (Hx,6))) dado por

‘I’Eiii (w) = vap ow o uge - Entdo

<(H0mc<(Ga7 Ta); (H/\7 9>\>)7 gﬁ:) ’ (I)E(ﬁx’ég)
) (@a)eIxJ

€ um sistema projetivo de grupos bornoldgicos.

Demonstragao. Mostremos que <I>E§‘;\; é 579[; — Efi-limitada. De fato, sejam X € Efg e V) uma 6,-

vizinhanga de 0 em Hy. Como vy,: (Hy,0,) — (Hx,0x) é continua, existe uma 6,-vizinhanca V,, de
0 em H, tal que vy,(V,) C Vi; e, como X € 5%‘; , existe uma 7g-vizinhanca Uz de 0 em Gg tal que
X(Ug) C V,,. Finalmente, como ugq: (Ga,7a) = (Gp,7) é continua, existe uma 7,-vizinhanca U, de 0

em G, tal que ug,(Uy) C Ug. Portanto,

B (X)(Ua) = (v © X 0u50) (Ua) = (vr 0 X) (uga(Ua)
C (vap ©X)(Up) Coau(Vy) C Vi,

(B,1)
e <I>(a7)\)

tragao esta concluida.

(%) e Efi . Como as outras condigoes da Defini¢ao 3.22 sao facilmente justificdveis, a demons-

Nas condigoes da Proposicao 5.11, sejam (G, 7) o limite indutivo topoldgico do sistema ((Ga, Ta),s uﬂa) wcl

e (H,0) o limite projetivo topoldgico do sistema ((HA, 9,\),v,\u) Para cada a € I seja uy: Go — G

AeJ "
o homomorfismo de grupos canénico, e para cada A € J seja vy: H — Hy o homomorfismo de grupos
candnico. Para cada (a,\) € I x J seja ¥(, y) 0 homomorfismo de grupos de Hom.((G, 7); (H,0)) em
Hom,((Ga,Ta); (Hx,0x)) dado por W, z)(u) = vx o uou,. Raciocinando como na demonstracao da
Proposicao 5.11, verifica-se que ¥, ) é &l — ng—limitada. Além disso, a familia (\I/(a)\) (u))(a’)\)gx]
pertence ao grupo lim Hom,((Ga,7a); (Hx, 0)) para qualquer v € Hom.((G, 7); (H,0)). Realmente, se

(a,A), (B, p) € I x J e (a,\) <(B,p), tem-se

(B.) _
Do) (T, (W) = Pa,n (u).
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(GﬁvTB) — (Hweu) (G, T) N (H79)

Uga T b o (T 1 oa

(GaaT(x) — (HA’QA) GarTa — (Hx,0
@70 (w) ( ) \Pm,m(u)( »63)

Podemos entao enunciar o

Teorema 5.12. Nas condi¢oes acima, o homomorfismo de grupos
I''uwe (Homc((G»T); (Hv 0))752) = F(U) = (\Ij(oz)\)(u))

€ (lim Hom,((Ga,7a); (Hx,0)), D)

(e, \)eIxJ

€ um isomorfismo de grupos bornoldgicos, onde o contradominio de I € o limite projetivo bornoldgico do

sistema dado na Proposicao 5.11.

Antes de provar o Teorema 5.12, estabelecamos um resultado auxiliar:

Lema 5.13. Sejam ((Gi,7:))ier uma familia de grupos topoldgicos, G um grupo e, para cada i €
I, seja u;: G; — G um homomorfismo de grupos. Seja T a topologia de grupo final para a familia
((Gi’Bi))7ui)ieI' Entao, para todo grupo topoldgico (H,0) e para conjunto X de homomorfismos de
grupos de G em H, as segquintes condigoes sao equivalentes:

(a) X €&l

(b) Xou; ={uou;;uec X} el para todoic .

Demonstragao do Lema 5.13. Como (a) claramente implica (b), provemos que (b) implica (a). Com
efeito, seja F(X;H) o grupo abeliano das fungoes de X em H, munido da topologia da convergéncia
uniforme (7,), a qual o torna um grupo topoldgico. Consideremos o homomorfismo de grupos g: G —
F(%; H) dado por g(z)(u) = u(z) para z € G e u € X. E claro que X € £ se e somente se g: (G,7) —
(F(X;H),7,) é continuo. E, pela Proposicao 5.6, g: (G,7) — (F(X;H),7,) é continuo se e somente
se gowu;: (Gi, 1) = (F(%X;H),1,) é continuo para todo ¢ € I. Fixemos entdo ¢ € I e seja V uma
f-vizinhanga de 0 em H. Como, por hipdtese, X o u; € Sfi , existe uma 7;-vizinhanga U; de 0 em G tal
que (X ow;)(U;) C V. Portanto,

(gou))(U;) c{h e F(X;H);h(X) CV},

mostrando a continuidade de g o u; e concluindo a demonstragdo de (a).

Passemos a

Demonstragcao do Teorema 5.12. Primeiramente, provemos que I' é um isomorfismo de grupos.

Realmente, seja g = (g(m,\)) € @Homc((Ga,Ta);(HA,G,\)) arbitrdrio. Fixemos A\ € J e

(a,N\)eIxJ
consideremos a familia (g(m)\))ael . Como

A
98 ©Upa = VAX © (5.3) © Uga = Do) (9(5,0) = Ga)
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para o < 3, a Proposicdo 5.10 garante a existéncia de um tnico 8, € Hom.((G,7); (H)x,0))) tal que
9(a,n) = Ox 0 uy para todo a € I. Por outro lado, tem-se 0\ = vy, o 6, para A < pu. De fato, para todo
a €l

Ox 0 Ua = Yla,n) = (I)Ez:i%(g(a,u)) = VA © G(au) © Uaa = Vap © Glau) = VAu © O © Ua

e do fato de que todo elemento de G pode ser expresso como uma soma finita de elementos da forma
Uq (o) resulta que Oy = vy, 06, . Logo, pela Proposicao 5.5, existe um tnico v € Hom.((G, 7); (H,0))

tal que 0y = vy o u para todo A € J. Além disso,

T(u) = (vyouo ua)(a,,\)eli = (Oxo “a)(a,x)elw = (g(a,A))(a,A)efo =9

sendo u o tnico elemento de Hom,.((G, 7); (H,0)) cuja imagem por I" é g. Portanto, I' é um isomorfismo
de grupos.

Provemos que I' é um isomorfismo de grupos bornolégicos. Com efeito, seja X € £7 arbitrario. Como
['(X) € D se e somente se WU, \)(X) € £ para todo (o, A) € I x J e como cada aplicagdo ¥, ) é
&Y — E%-limitada, entdo I'(X) € D. Logo, I' é limitada. Finalmente, verifiquemos que I'"! ¢ limitada.
De fato, seja ) um conjunto D-limitado arbitrdrio. Para cada (a, \) € I xJ, seja G 4,5y 0 homomorfismo

de grupos

(g(ﬁ,u)>(ﬁ,u)esz € Lln Hom,((Gg,73); (Hpus 04)) = g(a,n)
S HOmc((Ga,Ta); (H)\, 9,\))

Entdo G2 (V) € Sfi para todo (a, A) € I xJ. Pela bijetividade de I, para cada g = (g(m)\))(a Nerxs €
Y existe um tnico u, € Hom.((G,7); (H,0)) tal que I'(uy) = g. Afirmamos que X = {ug;9 € YV}

0
res X €&
se e somente se vy o X € £ para todo A € J. Mas, para A € J fixado, G4,1)(Y) = (vx 0 X) o uq € EX
para todo a € I, e o Lema 5.13 fornece vy o X € £ . Portanto, T~1(Y) € &7

T

(=T71(Y)) pertence a £? . Realmente, como § é topologia inicial para a familia ((H, 0),v»)

mostrando que I'™! é
limitada.

Isto conclui a demonstragao.

Corolario 5.14. Sejam ((Ga,Ta))ael e ((H)"OA))AGJ duas familias de grupos topolégicos, (G,T) a
soma direta topoldgica da familia ((Ga’Ta))ael e (H,0) o produto topoldgico da familia ((H,\,G,\)))\EJ.
Entao os grupos bornoldgicos

(Homc((G,T);(H,ﬁ)),Ef) e ( H Hom,((Ga,Ta); (Hx, 01)), H €f2>
(a,N\)eIxJ (a,\)eIxJ

sa@o isomorfos.

Demonstracgao. Consideremos I (respectivamente J) munido da relagdo de igualdade. Como, nesse

caso, os grupos bornoldgicos

(1n Home((Ga ) (11, 60),7 )
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( [ Home(Ga,ra):(Hr00), ] 53:)

(a,\)eIxJ (e, \)eIxJ

coincidem, o resultado segue imediatamente do Teorema 5.12.
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