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Resumo

O presente trabalho trata dos teoremas de incompletude de Godel,
que falam da impossibilidade de uma teoria com certas caracteristicas ser
ao mesmo tempo consistente e completa, uma vez que, sendo consistente,

nao se pode provar sua consisténcia.

Abstract
This work deals with the Godel’s incompleteness theorems which es-
tablish the impossibility of a theory with certain characterists to be both

consistent and complete since, it being consistent, one cannot prove its

consistency.

1 Introducao

Em 1931, o matemadtico austriaco Kurt Godel publicou o artigo Uber formal
unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I
(v. [1]), no periédico Monatshefte fiir Mathematik und Physik, onde provava
dois teoremas de consisténcia e completude, hoje conhecidos como os teoremas
de incompletude de Godel.

O primeiro afirmava que um sistema efetivamente gerado capaz de dizer cer-
tas verdades elementares sobre aritmética nao pode ser consistente e completo.
O segundo teorema dizia que, num tal sistema, se este for consistente, entao nao

se pode provar sua consisténcia.

2 Os teoremas

Uma vez que os teoremas de Godel tratam de consisténcia e completude, é
necessario entender bem estes conceitos. Por uma teoria consistente, entende-se
uma teoria que nao gera contradicao, ou seja, nao existe nela uma proposicao P
de modo a se poder provar tanto P como sua negacao formal —=P. Ja uma teoria

completa é aquela que permite concluir a veracidade ou falsidade de qualquer
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sentenca que se possa formular, ou seja, para toda proposicao P, podemos provar
P ou provar —P.

Uma teoria é efetivamente gerada quando seus axiomas sao recursivamente
enumeraveis, ou seja, quando temos um axioma conhecido e, a partir de cada
axioma da teoria, podemos encontrar um novo axioma através de uma regra
explicita. Quando os axiomas da teoria sdo em numero finito, podemos con-
cluir que a teoria é efetivamente gerada, uma vez que todo conjunto finito é
recursivamente enumeravel.

Se a teoria é efetivamente gerada, entaos seus axiomas sao enumeraveis.
Todavia a reciproca nao é vélida. Isto porque, para que os axiomas sejam
recursivamente enumeraveis, eles precisam de uma expressao recursiva ezxplicita,
que envolva somente os nimeros naturais.

A par destes conceitos, podemos enunciar os dois teoremas de incompletude
de Godel.

Primeiro Teorema de Godel. Numa teoria consistente efetivamente gerada
capaz de expressar a aritmética elementar, existe uma sentenca verdadeira mas

indemonstrdvel.

Segundo Teorema de Godel. F impossivel provar a consisténcia de uma te-

oria consistente efetivamente gerada capaz de expressar a aritmética elementar.

3 Enumeracao de Godel

A chave para as demonstracoes estd em associar, de forma univoca, um nimero
natural a cada simbolo. Fixamos um inteiro positivo para cada simbolo pri-
mitivo constante. Para os simbolos varidveis, devemos estabelecer uma regra
de enumeracao, ja que o numero destes numa sentenca é indefinido. Esta enu-
meracao de simbolos deve ser feita de forma adequada a teoria.

Em seguida, utilizam-se os niimeros primos para associar univocamente um
nimero natural a cada sentenga, que é uma sequéncia finita de simbolos que
obedece as regras de formagao da teoria. Assim, sendo P = aqas...a, e G(a;)
o numero associado ao i-ésimo simbolo de P, definimos o niumero de Gédel de P
como sendo G(P) = p?(al)pg(M) X 'pg(a"), onde p; é o i-ésimo ntmero primo.

Algo andlogo é feito para as demonstracoes, que sao sequéncias finitas de

2

sentengas: o numero de Godel da demonstracdo d = P1P;...P, é G(d) =
G(P1), G(P2) G(Pn)
pl p2 P pn .

Com isto, podemos definir uma fungao ‘subst’ que, a cada terno de nimeros

naturais x,y, z, retorna o nimero de Godel subst(z,y, z) da sentenga obtida
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substituindo-se, na sentenga de ntimero de Gddel z, a varidvel de ntimero de
Godel y pelo valor do numeral z.

Podemos ainda definir, gracas a enumerabilidade recursiva dos axiomas, uma
férmula dem(z,y) que diga que a sequéncia de sentengas de ntimero de Godel x
é uma demonstracao para a sentenca de nimero de Godel y. Esta férmula é de-
finida de tal forma que, para cada z e y especificados, dem(z,y) é demonstravel

se, e somente se, é verdadeira.

4 Sentencga de Godel

Podemos agora definir uma sentenca I' que, metamatematicamente, diga ser ela

mesma indemonstravel. Para tanto, definimos primeiro a férmula
a = a(y) = Ve(—~dem(z, subst(y, Gy, y))),

onde G é o niimero de Godel da segunda varidvel numérica de uma sentenga
(a varidvel ‘y’ na férmula «).

Em seguida, definimos a sentenca de Gddel da teoria,

r

a(G(a)) = Vo (~dem(z, subst(G(a), Gy, G(a)))).

Observa-se que I' é obtida substituindo-se, na férmula «, a varidvel y pelo valor

de G(a). Logo seu nimero de Godel é
G(T) = subst(G(a), Gy, G(w)),
valendo entao a equivaléncia
I = Vz(~dem(x, G(I))).

Assim, interpretada metamatematicamente, I' diz ser ela mesma nao demonstravel.

5 Fim da demonstracao

Se T" fosse demonstravel, sua demonstragdo corresponderia a um niumero de
Godel = que satisfaria dem(z, G(T")), donde dem(z, G(T')) seria demonstravel.
Assim, seria demonstravel também a sentenca Jx(dem(z, G(T'))) = —I'. Sendo
I' e =I' ambas demonstraveis, teriamos uma teoria inconsistente. Portanto, se
a teoria é consistente, I' é indemonstravel. Mais ainda, vemos agora que a
interpretacao metamatematica de I' é valida, logo I' é verdadeira. Portanto,
se a teoria é consistente, existe nela uma sentenca I' que é verdadeira mas nao

demonstravel, o que prova o primeiro teorema.
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Para provar o segundo teorema, primeiro formalizamos o conceito de con-
sisténcia da teoria sob a forma de uma sentenga C'. Em meio & demonstracao do
primeiro teorema, provamos que, se a teoria é consistente, entao I' é verdadeira.
Assim, formalizando esta demonstragao, concluimos que a sentenga C' — I' é
demonstrdvel. Logo, se C fosse demonstravel, por Modus ponens, I' também
o seria, o que é absurdo sob a hipdtese de consisténcia da teoria. Portanto a
consisténcia de uma teoria consistente é indemonstravel, como afirma o segundo

teorema.

6 Sob a hipétese de w-consisténcia

Uma teoria capaz de expressar a aritmética elementar é dita w-inconsistente
quando nela existe uma férmula ¢(x) sobre os niimeros naturais tal que se pode
provar 3z(¢(x)) e, para cada x especifico, pode-se provar —p(x). Caso contrario,
a teoria ¢é dita w-consistente.

Inconsisténcia e w-inconsisténcia nao sao a mesma coisa. A ideia é a de que,
mesmo existindo um « tal que ¢(x), pode ndo ser possivel encontrd-lo; bem
como, mesmo havendo, para cada x, uma demonstracao diferente para —p(x),
pode nao haver uma demonstragao para x genérico.

Porém inconsisténcia implica w-inconsisténcia: se existe P tal que P e =P po-
dem ser ambas demonstradas, fazemos p(x) = P para provar a w-inconsisténcia.
Em contraposigao, segue que w-consisténcia implica consisténcia.

Com este novo conceito, Godel chegou a provar outro resultado: toda teoria
w-consistente efetivamente gerada capaz de expressar a aritmética elementar é
incompleta. Lembrando que uma teoria é dita incompleta quando apresenta
uma sentenga indecidivel, isto é, uma sentenca P tal que nao se pode provar P
nem —P.

A sentencga indecidivel, neste caso, é a propria sentenca de Godel I' da teoria.
Se a teoria é w-consistente, entao é também consistente e, pelo que ja foi provado,
I" nao pode ser provada. Falta provar que também —I' é indemonstravel.

Se —I' é demonstravel, entdo é demonstravel ainda a sentenga equivalente
Jz(¢(z)), onde ¢(z) = dem(x, G(I')). Apesar de —I', interpretada metamate-
maticamente, afirmar haver uma demonstragao para I', nada garante ser possivel
encontrar esta demonstragdo. Apenas se pudermos encontrar um x especifico
tal que p(z) poderemos concluir que I' é demonstravel. Neste caso, a teoria serd
inconsistente e, consequentemente, w-inconsistente.

Mesmo que a teoria seja consistente, podemos provar —g(z) para cada x

especificado, uma vez que se podem provar ¢(x) — T e, por suposi¢io, —T.
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Temos assim uma férmula (z) tal que se pode provar 3x(p(z)) e, para cada
x especifico, pode-se provar também —p(z). A teoria também acaba sendo
w-inconsistente. Portanto, se a teoria é w-consistente, nao sé I', mas também

—I' é indemonstravel. Ou seja, I' é indecidivel e a teoria é incompleta.
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