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Resumo

Existem fen6menos em Biologia onde o ponto de partida é a formacdo de uma onda. No
presente trabalho sdo analisadas qualitativamente as propagacdes de ondas de calcio na
superficie dos ovos do peixe Medaka, logo apds o ato de fecundagdo, usando o modelo
matematico de reacdo-difusdo proposto por Murray (1989). Essas ondas percorrem a
superficie do ovo em forma aproximadamente anelar emanada a partir do ponto de
entrada do espermatozoide. Como resultado dessa andlise foi obtida uma solucdo
heteroclinica, associada ao estado de maxima energia potencial. Também foi verificado
o estudo qualitativo através de solugdes numéricas e a equivaléncia destes resultados

com os obtidos da andlise das solucdes do tipo onda viajante.

1. Introducao

Existem fendmenos em Biologia onde o ponto de partida € a formacdo de uma onda. Por exemplo, uma
onda de propagacio de uma epidemia no campo da dindmica de populagdes, propagacdo de ondas
biologicas na superficie de ovos de vertebrados, aplicacdes em genética etc. Fenomenos deste tipo
envolvem o processo de reagiio-difusio, ou seja, transporte de mdigria.

Ha um grande nimero de fendmenos da biologia em que o elemento-chave ou precursor a um
processo de desenvolvimento € o surgimento de uma onda vigjante, a qual pode ser uma concentragfo quimica,
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uma deformacio mecinica, um sinal elétrico ou de outra espécie. Nosso estudo tem como tema central a
propagacio de ondas quimico-mecinicas, as que se propagam sobre a superficie de ovos de alguns vertebrados,
considerando que o pequeno peixe medaka ("oryzias latipes") € um organismo modelo comum, uma espécie
simples, afidromo, resistente e de vida curta que é reprodutivamente prolifico e ficil de ser estudado nos
laboratorios, por isso, comumente usado em pesquisas bioldgicas. Quase todos os aspectos do ciclo de vida do
peixe foram analisados repetidamente por bidlogos de laboratério e por diversos cientistas.

No presente trabalho tratamos da propagacdo de ondas de cdlcio na superficie dos ovos do peixe
Medaka, as quais percorrem a superficie do ovo, emanada do ponto de entrada do espermatozdide, no ato
da fecundacdo. Foi determinada a equacdo da solucgdo heteroclinica associada a mdxima energia potencial
que ocorre na linha equatorial.

2. Descricio e Classificacio Cientifica do Peixe Medaka

Descrigdo: O peixe Medaka € um peixe pequeno e comprido (4 cm), sua coloragio pode ser cinzenta-
prateada, amarela ou branca. Na natureza, vivem em temperatura ambiente entre 18 e 24°C. Sio onivoros
e a sua dieta pode ser constituida por flocos, zooplancton, granulado, difnias e nduplios de artémia. Seus
hibitos sdo diurnos e vivem, em média, 3 anos.

Dimorfismo Sexual: As fémeas sdo geralmente mais “cheias” do que os machos e estes tém as
barbatanas dorsal, peitoral e anal mais desenvolvidas. Outro sinal é a presenga de uma abertura separando
os raios da barbatana dorsal, na sua zona inferior, nos machos.

Reprodugdo: Sao oviparos de fertilizacdo externa. Durante o
processo, a fémea mantém entre 10 a 15 ovos fixados em
cacho entre o abdémen e a barbatana anal, os ovos ficam
pendurados e ligados entre si por um pequeno filamento
opaco. Nesse momento, o macho os fertiliza.
Posteriormente, os ovos sdo depositados em plantas de
folhas. Uma fémea pode produzir ovos todos os dias durante

um periodo de vdrias semanas. Os ovos t€m um tamanho

-~ v
(didmetro) entre 1 e 1,5 mm, sdo transparentes e demoram N -
o,

entre 1 e 3 semanas para eclodir, dependendo de vdrios Figura 1: Medakas num aqudrio. Um exemplar de

fatores como as caracteristicas da ﬁgua temperatura macho (acima) e um de fémea (abaixo). Extraido de
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ambiente e luminosidade.

3. Modelos Matemaéticos
Um primeiro modelo matemadtico proposto para o estudo de propagagdo de ondas bioldgicas envolvendo
o processo de difusio foi dado pela segunda lei de Fick:

ou a%u
Pl At (D

onde u(x,t) € a funcio de concentracio do material, r é o tempo em segundos, D € o coeficiente de
difusdo e x a varidvel espacial.

Esse modelo ndo representa muito bem a realidade pois envolve somente o processo de difusio,



Gigante, Mdrquez, Barros, Aratijo Propagacdo de ondas de cdlcio 89

que pode ser muito lento. Esses fendmenos sdo melhores representados pelo modelo de reacdo-difusio
que relaciona bem esses dois processos. A eq. (2) € chamada de Equacio de Fisher-Kolmogorov:
a

u a*u
™ fa) +D2, @

onde f(u) acrescentado na equagdo representa a cinética. A funcdo f(uw) também pode representar a
fonte de matéria, os processos de nascimento, morte, competi¢io etc. A equagdo de Fisher-Kolmogorov é
a mais simples equacdo aplicivel em problemas de reagdo-difusdo (uma andlise mais detalhada desta
equacio em Murray [2], Murilo et al. [8]) e nos dia uma base para analisar a equacio de reacio-difusio
do Medaka.

Gilkey (1978) [4] observou por resultados de andlises laboratoriais que, sobre a superficie dos
ovos do peixe Medaka se propagam ondas quimico-mecinicas de Ca™ que sdo analisadas nesse trabalho
através da equacdo Medaka do ponto de vista qualitativo. Essas ondas, que emanam do ponto de entrada
do espermatozdide no pdlo do ovo (Fig. 2a), percorrem-no como um anel em propagacio, desaparecendo
no ponto antipoda alguns minutos mais tarde.

(b) 7a

S

500pm

Figura 2: (a) Entrada do espermatozdide no pilo do ovo. (b) Propagacio de ondas viajantes durante a fertilizagio. Extraido de [4].

Esse processo € como um pequeno tsunami, comegando no alto do hemisfério superior da casca
do ovo, acelerando e diminuindo em fases até atingir o hemistério inferior, devido a variac¢io de cdlcio na
superficie do ovo. Nessa a¢do, sdo produzidas linhas que representam as ondas de frente. A Fig. 2b
mostra a propagagdo de ondas de Ca"" durante a fertilizagao.



90 Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 23 (2011)

4, Analise Qualitativa da Equacio Medaka

Nesta secdo, realizaremos uma andlise das solugdes triviais da equacdo Medaka (proposta por Murray
[2]). Determinando inicialmente as solu¢des estaciondrias homogéneas, uniformes e constantes.
4.1. Equacio Reacfio-Difusio

No caso da propagacio de ondas sobre os ovos do Medaka, a equagido de reacio-difusio torna-se:

au;z,t) =fw+D (%)2 [% + cot8 %] ; (3)
f) =Au—u)(u; —w)u—uz)

onde:

e R é oraio do ovo, consideramos R = 0,5 mm

6 € o Angulo polar medido a partir do ponto de entrada do esperma, com varia¢io no intervalo
10, [, constitui a varidvel espacial

A € uma constante positiva

u; , i=1,2,3 , sdo as solucdes estaciondrias (constantes)
D é o coeficiente de difusdo, com D ~ 107 8mm?/s

u(6,t) é a fungdo de concentragio de cdlcio, consideramos a concentragdo normalizada, i.e
u € (0,1]
e { éa varidvel temporal dada em segundos.

4.2. Solucbes Estacionarias
Iniciamos determinando as solugdes estaciondrias triviais.
a) Soelugdes Estaciondrias Homogéneas e Uniformes (solugbes de equilibrio constantes)

fW) =0 u=u, u=u; u=1us. 4)

b) Selugdo Estaciondria Homogénea (para um 8 fixo, a equagdo (1) se torna uma equagio diferencial
ordindria ndo linear)
du(t) _ d
L SR S0 = A u) e W) u=u() 3)
c) Solugdo Estaciondria Uniforme (para um ¢ fixo, corresponde & solucdo da seguinte equagdo
diferencial ordindria nio linear)

Fa) +D (%)2% +D (%)2 cothE =0, u=u(8). (6)
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4.3. Anilise das Solugies Estacioniarias Homogéneas e Uniformes

Os fons de célcio Ca ™ propagam-se na superficie do ovo em forma de anéis e, simultaneamente, ocorrem
pequenas absor¢des de calcio para o interior do ovo, onde oufras reacdes quimico-biolégicas se
processam em compartimentos internos ligados 2 membrana.

Os ions de cdlcio sdo cineticamente excitiveis, de modo que se expandem na superficie a partir
do polo norte e tendem para um estado estaciondrio u,. A partir dai, expandem-se novamente e tendem
para outro estado estaciondrio U, e assim sucessivamente. Esse processo denomina-se cdlcio-ativa-cilcio
e caracteriza bem um processo de reagdo difusdo. O modelo que analisaremos ¢ uma aproximagio para
trés estados estaciondrios, Uy, Uz, Uz. Nas proximas se¢des veremos que a concentragio do cdlcio é maior
em torno de alguns dEsses estados estaciondrios.

\\\L"_‘L iV 11/“* [N
Ny v
E
Polo
Sul

Figura 4: Modelo de propagacao de ondas de cdlcio na superficie do ovo. Temos trés estados estaciondrios, wy, Uy e 3. As flechas

indicam o sentido da propagagao.

4.4. Analise da Solucao Estacionaria Homogénea

Determinamos e analisar as solugdes da eq. (5):

e Se 0 < u <uy,entdou'(t) > 0 asolugio é crescente,
e Seu, <u<u,, entiou'(t) <0 asolugio é decrescente.
e Seu, <u < ug,entio u'(t) > 0 asolugio é crescente.

e Seu; < u,entiou'(t) <0 asolugio é decrescente.

Resolvendo a eq.(5) através do método de separagio de varidveis temos a familia de solugdes:

In(u —u,) In(u —us3) In(u —uy)

A(uy —uz)(uz —usz) _A(ul —uz)(uz — u3) _A(ul —uz) (U —us) SERe

Na Fig. 5 podem ser vistas algumas solugdes da familia de solugdes com o comportamento
descrito conforme a variacao de 1 em relagdo ao tempo.



92

Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 23 (2011)

w1
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Figura 5: Familia de solucbes da eq. o = Afu —u, )(u, —u){u —uy). observamos que u, e Uy sdo solughes
assintoticamente estiveis. enquanto up € instavel. Isto mostra que em torno de wy € Uy hi uma maior concentragio
de cilcio.

A constante positiva A nio interfere no comportamento qualitativo, portanto sem perda de peneralidade
vamos supor que A = 1.

4.5. Anilise da Solugio Estacioniria Uniforme
Analisamos as solughes da eq. (6). Como se trata de uma equagiio diferencial de 2 ordem, faremos uma
redugio de ordem, desmembrando-a num sistema de equagtes diferenciais de primeira ordem.

Definimos w#(#) =u e u'(6) = w. Consequentemente, ' =w ¢ u"(#) = w' Substituindo na
eg. (6), lemos:

"2 132
flu) + D(E) w'+ D(;) cotd.w =0,

que & uma equagio diferencial ndo linear de 1* ordem. Usando o fato de que w' = w ¢ isolando w' nessa

altima equacio, obtemos o sistema:

u'=w
[w':—cotﬁ' w—%f{u); a0 ™

O sistema acima ¢ um sislema de equacdes diferenciais nio-linear de 1" ordem. E também um
sislema ndo autbnomo, pois a varndvel independente # estd explicitada na segunda equaciio do sistema
L Ry o > : 5 S T
(7). Porlanto anahsamos dividimos nossa andlise em dois casos: o sistema hamltoniano, se 8 = jeo
. i e m
sistema ndo-Hamiloniano se 8 7

4.5.1. Sistema Hamiltoniano

Ao fixar o dngulo 8 =E , temos cotd =0, anulando a parcela — cot 8 .w da segunda equagio do

o

Observamos que os pontos criticos tanto do sistema (8) como do sistema (7)) sio (i, 0), (U, 0) ¢
{1, 0). A seguir fazemos um estudo gualitative do sistema simplificado ¢ dos pontos criticos.
3 gu q mp Pe

Como f(u) = (u —u;)(u, —w)(u—us), entio —f(u) = (u = w)(u— ux)(u —uz),

sislema (7), obtemos:

; K?
definindo B = = Lemos:

[ u'=w ©)

w'= Bf(uw)

Eliminando a varidvel espacial no sistema dado pela eq. (9), temos
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du oz I
dw ~ Bf(u)

Separando variiveis ¢ integrando ambos os lados desta dltiima equacio, obtém-se:

2
BJfuydu+E= WT . onde £ & uma constante.

Logo podemos escrever:
E = E(u,w) ="+ V(u), onde V(u) = ~B [ fu)du.

Como a propagacio de ondas é um processo biomecinico ¢ o sistema (9) ¢ Hamiltoniano, entio V{w)
2
. L W . b g o .
representa a energia potencial, P representa a energia cinélica ¢ a constante E (u, w) representa a energia

Lotal.

=3 — A = (a)
| S e R — |(b)
(ch
8 - "1-'- |
ul h wd . "

Figura 6: (1) Grifico da fungio f(u}, que é o derivada da fungio potencial. (b) Grifico da fungio potencial Viw); fc) Orbitas no
plano de fuse sistema (93, A drbita heteroclinica comesponde a0 valor maximo da fungio potencial, isto é Wy = E{1y, 0) =
E(us 0) .

A seguir, analisamos as drbitas do sistema nas proximidades dos trés pontos criticos. Para isso,
utilizaremos sistemas lineares cujo comportamento das drbitas proximas aos pontos (a5, 00, (w2, 0) &
{13, 0) sio semelhantes ao do sistema (9) nos mesmos pontos.

(i) Para realizar o estudo gualitativo das solugdes em tomo do ponto (uy, 0}, lincarzamos o sistema
(9) em torno desse ponto, considerando o desenvolvimento de Taylor até a primeira ordem {em torno

deste ponto), tem-se:
W', w") = Flu,w) = F(uy, 0) + R, (u, 03(u = uy) + Fy(ut, 0)(w = 0).

Farzendo a mudanga de varidvel w—u, = v ¢ w =1, ¢ reescrevendo o sistema (9) lineanzado,
obtemos:
. 0 1
Y1) | uagB (Ul)
s - 0f\n

ui + ui

Determinando os autovalores da matriz deste dlimo sistema, lemos:



94 Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 23 (2011)

cujo polinfimio caracteristico & p{A) = A% + T4 — uzuiB e scus aulovalores sio

=T+ |72 bt ui B
e

2

Como no primeiro caso (i) temos um autovalor real positivo ¢ outro negativo, para todo T real, ¢ o

ponto {(ity, 0) também é sempre um ponto de sela.

(ili) Finalmente, estudando o ponto (i, 0) temos o sistema linear

v i 0 1
v _(—uﬁuf.‘} —?‘)(vz)

o polindmio caracteristico associado ¢ plA) = A2 4+ T4 + wiui B ¢ seus autovalores sio

U
T+ [T2-4uduiB
A=— (10

z
dependendo do discriminante, temos vianas cireunstancias

® S5¢ T'=10, o ponlo (uz, 0} & um centro, esse caso coresponde a0 fingulo 8 = E, Hlustrado na

Fig. 6

® Sc 0 <7< 2u,uAB. o equilibrioc {3, 0) & um espiral estivel, pois os autovalores sio
complexos com parte real positiva, veja a bFig. 7.

e 5:T= 21,!11121;@, of autovalores sdo igoais ¢ negativos, portanto o equilibrio {1z, 0) é um né
impropro estivel, conforme mostra a Fig, 8.

*®S5cT = Zuluzv'ﬁ, os autovalores sfo diferentes e negativos, portanto temos um nd estivel, veja
aFig. 9.

* 5S¢ —ZHLHZWJ"E < T < 0, 0s autovalores sio complexos com parte real positiva, nesse caso lemos
uma espiral mstivel, Fig. 10.

e S5¢ T= —2111112@ . lemos um nd improprio instivel, pois os dois autovalores iguais ¢
positivos, vejaa Fig. 110

e85 T < - 2“1“:\'{?, temos um nd instivel, pois os dois autovalores sio positivos, veja a Fig, 12,

Através das simulagdes realizadas (Figs. 7-12), constatamos essa mudanca de comportamento
das drbitas em torno do ponto (u,, 0). Ji os pontos de sela ndo se modificam.

—
- w [ ]
.lll
| @ 4] ¥ |
! >
I
/
; ul al L . ul ud u -
Figura 7: Orbitas do sistema pam 0 < T < 2uyuzVEB. Figura §: Orhitas do sistema para T = 2uyu /B

Ohbservamos que os pontos (1w, 0} e (ug, 0} sio pontos Observamos que os pontos (1), 0} e (g, 1) sio pontos de

de sela e o ponto (g, 0F é uma espiral estivel. sela e o ponto (i, 0 é um nd impraprio estivel.
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il

ul ul [

Figura 9: Orhitas do sistema pary T = 21 VE.

w2

ul

Figura 10: Orhitas do sistemapam —2u VB < T < .

Ohbservamos que os pontas (i, 03 e (g, 0) siio pontos
de sela e ponto (g, 0 ¢ um espiral instivel.

Ohservamos que os pantos (g, 03 e (i, 03 si3o pontos
de sela e ponto (g, 0) & um nd estivel.

&
i

sl ud ul L sl wl =] '

Figura 11: Orhitas do sistema para T = =2uuzyB. Figura 12: Orhitas do sisterma pam T < — 2uyun/B.

Chservamos gque os pontos (1, 0 @ (ug, 0 sio pontos Ohservamos que os pontos (i, 0) e (g, 0 sio pontos
de sela e ponto (g, 0) é um nd impraprio instivel. de sela e ponto (g, 0} éum nd instivel.

5. Anilise de solugies do tipo onda viajante

Mesta secio sio anahisadas as soluctes do bpo onda vigjante, ou seja. uma onda que se propaga
com velocidade constante ¢ sem mudar de forma. Matematicamente, esse conceito & posto da seguinie
forma: se w(f, t) ¢ uma solugio do tipo onda viajante da eq. (3). entio ela é da forma

w(f, ) = U(RA = ct) = U(z),
onde
®z:=Hho —ct
# ¢ ¢ a velooidade constante da onda
® R ¢ormio do ovo
® ¢t sio as vardvens espacial ¢ lemporal, respectivamente.

Dessa forma, a fungiio u toma-se a fungio U, que é de uma vardvel Fazendo a substituigio de
varidvel na eqg. (1) ¢ utilizando a regra da cadeia, ela se reduz a uma equacio diferencial ordindria nio
linear de segunda ordem:

a d dif
2 u(9,t) =2 U(RE —ct) = —c (11)
fil I dif
EH(BJ C) =EU(R9 —E£J=RE (12)

P 0 e e R
Eﬁu(ﬂ,t)—dazﬂ(.‘ﬂﬂ ct) =R = (13)
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Substituimdo as eq.(11-13) na eg. (3), oblemos
pu” + (Emtﬂ + c} U'+ F(tH) =0, U=U(@) (14)

A solucio do upo onda vigjante de (3) se propaga com velocidade constante. Reduzindo a ordem
da equagio (14), obtemos o sistema de equagdes diferenciais lineares:

v=w
W= —aw - L 1)

onde T = G -+ E) ¢ T=cotf. Os pontos criticos do sistema (13) sio (ul, 0}, ('uz, 0) e (‘u3J 0.
Realizamos uma andlise em torno de cada um desses pontos de eguilibnio.
(i) Estudo gualitativo em tomo do ponto {u,, 0)

Utilizando um sistema hinear para determinar as orbitas do sistema (15) em tomo do ponto (uh 0},

obtemos o8 autovalores
-t 4 /24 2ui/D
2

como os autovalores sio weais ¢ com diferentes sinais, o ponto de equilibrio {u,, 0) ¢ um ponto de sela,

A=

para gqualguer valor de t.

(ii) Estudo gualitativo em torno do ponto {u, 0)

I
: -t |2 +2uifD
Para o ponto (i, 0) os autovalores também sio da forma A= ‘f
O que significa que os autovalores novamente siio reais ¢ com diferentes sinais o ponto (g, 0) também
& ponto de sela independente de 1.

(i) Estudo gqualitativo em torno do ponto (g, 0)

Para (u,, 0) os autovalores sio dados por

—
-1+ [T -uifD
p Wi il (16)
2
Nesse caso temos uma mudanca de comportamento nas trajetérias. O ponto (i, 0) seri:
e T
e centro, se T = 0, entio ¢ = =D )

2 : D & T T
o espiral estavel, se 0 < 7 < “*T sentio —D-<c<-D_+ D,

w0
o
minima de propagagio das ondas viajantes,

- _— . - T . :
® no impropno estavel, se T = sentioe = =0 ry + 1y}, este valor corresponde i velocidade

: g T T
® no estivel, se 7 > ‘ﬂ ,entio ¢ > —D;+un"ﬂ ;
S u, VI o T T
o cspiral instivel, se = P 0,entio - DE—up.."D <c< _DE’
. e ] T
® no improprio instivel, se 1 = — "*; ,entio ¢ = _DE - D,

wy I

® o instavel, se T < — i

entio ¢ < —D%—un@_

Observe que os resultados obtidos através da andlise qualitativa, sfo equivalentes aos obtidos através das

ondas vigjantes, como era de se esperar.
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6. Conclusies Finais

Quando 8 =§ ,exatamente na linha equatonal, for determinada a equagio da solugio heteroclinica
associada & mixima energia potencial (Fig. 6).

Foi observada (Figs. 7-12) uma relagiio similar 8 uma anti-simelria, para #:% . coerente com a andlise
qualitativa para a propagacio de ondas de cileio na superdicie do ovo.

Determinamos a velocidade minima de propagaciio das ondas vigjantes, €mi = —%fotﬂ + 1wy vD.

Futuramente buscaremos a solugfio numérica via elementos finitos.
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