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Resumo

Desenvolvimento de uma toolbox com interface grafica para o estudo
de solugbes numéricas de sistemas lineares com énfase em problemas de
ponto de sela. Software desenvolvido através de orientacdo a objeto e que
terd uma biblioteca de métodos de solucao de sistemas lineares e que po-

derd acomodar novos métodos desenvolvidos pelo usuario.

1 Problema de ponto de sela

Grandes sistemas lineares do tipo ponto de sela surgem em uma grande varie-
dade de aplicagoes em toda a ciéncia computacional e engenharia. Devido a sua
indefinicao e muitas vezes propriedades espectrais pobres, tais sistemas linea-
res representam uma desafio significativo para os desenvolvedores de solvers [1].
Uma das aplicagbes estd na drea de dindmica dos fluidos computacional onde
uma matriz de ponto de sela é obtida através da discretizacao das equagoes
de Navier-Stokes que modelam o escoamento de um fluido newtoniano utiliza-
das para simular enchimento de reservatorios de hidrelétricas. Sao impotantes,
entao, técnicas especificas para garantir uma convergéncia rapida de forma a
tornar vigvel grandes simula¢ées. Em [1], temos que o problema de ponto de
sela para matrizes reais é caracterizado por sua matriz de coeficientes em blocos

2 x 2 apresentada abaixo:

A B b
o1 = ! ou Aw: b, (1)
C D ) by
AerR> BT CcCeR™", DeR™™ com n>m. (2)

* Palavras chave: Sistemas Linares, Problemas de Ponto de Sela, MATLAB, Orientacao a

Objeto
fFaculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,

Brasil. E-mail: italonievinski@gmail.com
fInstituto de Matemaética e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, Brasil. E-mail: luizmc@gmail.com

99



60 Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 23 (2011)

E verdade que muitos sistemas lineares podem ser postos na forma (1)-
(2). Excluimos explicitamente os casos onde A ou um ou ambos B e C séo
nulos. Quando o sistema linear descreve um problema de ponto de sela (ge-
neralizado), os blocos constituintes A, B, C e D satisfazem uma ou mais das

seguintes condigoes:
Cl A ésimétrica: A = AT
C2 a parte simétrica de A, H= %(A + AT), é positiva semidefinida
C3 B=C
C4 D é simétrica (D = D”) e positiva semidefinida
C5 D = 0 (a matriz nula)

O estudo de métodos de solucao deste tipo de sistema demanda esforgo e
investimento de tempo em testes e comparagoes de resultados para diferen-
tes estruturas de matrizes, métodos, reordenamentos, precondicionadores, apro-
ximagoes entre outros fatores necessarios para resolver problemas do tipo apre-

sentado.

2 SaddleOO - A toolbox

O objetivo desse projeto é criar um programa que serd uma toolbox para de-
senvolver e testar métodos de solugdes numeéricas, com énfase em problemas de
ponto de sela, fornecendo entre suas ferramentas: bibliotecas de métodos de
solugoes de sistemas lineares, formas de operar a multiplicagao matriz x vetor,
precondicionadores, decomposicoes e ordenamentos, entre outras, desenvolvido
dentro do paradigma da orientacdo a objeto e com interface grafica. A ideia
principal é facilitar, o quanto for possivel, o estudo de métodos para resolver
sistemas lineares fornecendo ao usudrio diversas opgoes para auxilid-lo no de-
senvolvimento de seus proprios testes sem impor restrigoes. Um dos pontos
importantes do programa sera uma ferramenta que gera relatorios com os dados
obtidos da resolucao dos problemas para uma andlise detalhada do método. A
estrutura de classes no paradigma da orientacao a objeto permite oferecer liber-
dade para implementar ideias em novas classes sem modificar a estrutura como
um todo. Com uma documentacdo apropriada, esta caracteristica diz respeito
tanto ao desenvolvedor quanto ao usudrio, permitindo ao mesmo a insergao de
novas ferramentas com tranquilidade. Esta é uma das propostas relevantes deste

projeto, uma vez que para desenvolver novos métodos surgem novas ideias que
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nao podem ser inteiramente contempladas no programa, mas serao incorporadas

a ele com um esfor¢co computacional baixo.

Para realizagao do projeto, o desenvolvimento do programa foi dividido em
duas fases principais, sendo a primeira o desenvolvimento de um protétipo total-
mente operacional utilizando o MATLAB, com a estrutura de classes e interface
bem definidas. A segunda fase serd, j4 com um protétipo em funcionamento,
reescrever de forma otimizada toda a toolbor em C++, onde a orientagao a ob-
jeto é muito mais eficiente e os testes podem ser rodados em problemas mais
dificeis, com matrizes de maior ordem, com maior velocidade, utilizando pacotes
de reconhecida eficdcia na comunidade cientifica como o BLAS [2], Lapack [11]
e Metis [12]. Pensa-se também na sua integracdo com softwares que resolvem
sistemas lineares oriundos de diversas aplicagoes cientificas e industriais, como o
IFISS em MATLAB [6], e outros conhecidos pacotes para computagao cientifica
como Trillinos em C++ [17] e PETSc em C [14].

3 A primeira versao

Uma primeira versao do programa ja estd em funcionamento em MATLAB,
inclusive com interface grafica, e contempla mais de 200 formas de se resolver um
sistema linear com matrizes de ponto de sela através da combinacao de diferentes
precondicionadores, reordenamentos e solvers. Tabelas com resultados e dados
dos testes j4 podem ser gerados em planilhas em formato XLS ou TEX para

compilagao em PDF.

O desenvolvimento deste primeira versao foi crucial para entender as difi-
culdades de se construir uma plataforma genérica o bastante para auxiliar no
estudo de problemas de ponto de serviu de inspiracao para se dar inicio a uma
versao muito mais abrangente e eficaz para se atinfir o objetivo proposto. Como
poder ser visto na Figura 1, a interface também apresenta algumas informagoes
sobre a matrizes, como a visualizagao dos elementos nao nulos, que pode ser

muito importante em problemas envolvendo matrizes esparsas.

Além disso a versao pode ser perfeitamente utilizada para resolver proble-
mas pelo método de blocos com precondicionador contruido através do método

de projegao, abaixo descrito.
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Figura 1: SaddleOO v1.04 com uma matriz carregada
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Figura 2: Planilha de relatério gerada a partir de um problema pelo SaddleOO
v1.04
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3.1 Meétodo de bloco com precondicionador construido através

de método de projecao

Seja A a matriz de coeficientes do sistema Ax = b tal que:

A G b
A:[ lml = 1] ou Az =0, (3)
D o T2 2
AcR™™ G DeR™", CeR™™ com m>n. (4)

Para resolver o sistema Ax = b pelo método de blocos utilizamos a seguinte

metodologia:
1. Reordenamento de A
2. Multiplicagcao Matriz x Vetor
3. Precondicionador

O sistema definido por estas caracteristicas serd resolvido como uma tnica
matriz através de um método iterativo de Krylov, que serd referido aqui como

método externo.

1. Um reordenamento aplicado em A, de modo a preservar sua simetria,
em seguida as trocas de linhas sao aplicadas em G e a troca de colunas

aplicadas em D;

2. A forma que sera realizada a operacao Awx, ou seja, a operagao matrix vetor
que ¢ feita a cada iteracao do método externo. No nosso caso, utilizamos
a multiplicacao em blocos, ja que estamos resolvendo o problema através
dos blocos A, G, D, 0.

3. Para precondicionar o sistema constroi-se M = A ( A é uma aproximagao
de A) tal que M~ ' Az = M~'b onde M~ A possui melhores proprieda-
des numéricas do que A. Uma das alternativas implantadas é a utilizagao
de um método de projegdo (ou seja, aproxima-se S, a matriz do comple-
mento de Schur) e o precondicionador utilizado usa uma fatoragdo LU

incompleta: segue a férmula (8)

PR EH I
D o0 D S 0 I

Onde A é uma aproximacao de A e S = —DAilG
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Para aplicar M~ ' Az = M~ 'b, como calcular M~ é caro, pois é o custo
de uma eliminacao gaussiana, a cada iteracao do método fazemos a mul-
tiplicacdo Axy = y e em seguida M\ y utilizando um método iterativo, no
nosso caso, métodos de Krylov.

Para resolver M\y, seguimos:
~ -1 1
A 0 I A G
M — - T _ Y (6)
D S 0 I || = Y2

M:[A?Ha—:[yl] (7)
D s z2 | Y2

Az =y (8)

Sz =y2— Dz (9)

Para resolver (11) utilizamos a simetria de A e fazemos PCG, com pre-
condicionador Cholesky incompleto. Com z; obtido em (11) conhecemos
—Dz

Para resolver (12) utiliza-se uma metodologia similar a que estamos estru-

turando para o problema principal.

Reordenamento de S
E feito o reordenamento da matriz S o que obriga uma permutagao de

colunas em G e de linhas em D.

Multiplicacao Matriz x Vetor
Escolhemos como sera feita a operacao Matriz x Vetor a cada iteracao do

método

Precondicionador
Utilizamos uma fatoragio aproximada de S como precondicionador (Ex.:

LU incompleto)

Seguindo o formato estabelecidos resolve-se (12). Voltando ao sistema

temos agora:
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<1

=2z —-A Gz (13)

A aproximacdo A de A é tal que o célculo de A™! seja vidvel, assim
resolve-se (16) com com uma simples multiplicagdo. A etapa 2 da meto-
dologia apresentada se repete a cada iteracao do método externo, até sua

convergencia.

4 Desenvolvimento da segunda versao

Com o aprendizado obtido da primeira versao, uma estrutura considerada muito
superior ja estd sendo implementada, com novas técnicas para a construgao da
interface grafica e classes mais eficientes dentro do objetivo proposto. Com a im-
plementacao da nova versao haverd maior flexibilidade para o usuario implantar
seus proprios métodos e para utilizacao de matrizes de diversas origens e for-
matos, as interfaces serao configuraveis pelo usudrio de forma simples, havera
facilidade para incorporar solvers e precondicionadores escritos em Matlab ou
em outras linguagens, geragao de codigos para os programas montados a partir
da interface, entre outras modificagoes e flexibilizacoes.

Esta versao pretende nao somento executar problemas, mas sera capaz de
gerar o script para a resolugao do problema utilizando a biblioteca orientada a
objeto, desta forma o usudrio tera o codigo fonte da resolugao do problema e
estard livre para fazer suas proprias modificacoes particulares. Assim a interface
grafica terda seu papel de facilitador no uso das classes sem impor restrigoes
ao usudrio. As imagens a seguir mostram duas abas da segunda versao do
programa. A Figura 3 mostra a aba que serd usada para organizar os solvers
individualmente que serao armazenados e podem entao ser utilizados na aba
Problem Maker para resolver problemas 14 organizados, como mostra a Figura
4.

5 Resultados e implementacoes

A segunda versao estd ainda em fase de idealizacao, tanto em relagao a inter-
face quanto as classes da orientacao a objeto, que ja estd com uma estrutura
que parece interessante e capaz de cumprir o objetivo. As funcoes presentes
na primeira versao deverao ser todas implantadas na segunda, além disso da-
dos graficos importantes como os de velocidade de convergencia e autovalores

tambéms deverao ser implementados.
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Figura 3: Aba Solver Maker do Saddleoo v.2.0
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Figura 4: Aba Problem Maker do Saddleoo v.2.0
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