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Resumo

Analisamos equagdes integro-diferenciais do tipo Barbashin quando os multiplicadores
¢ = c(t,s) e nucleos k = k(t,s, ) sdo estaciondrios. Consideramos os casos analisamos
o problema quando o multiplicador ¢ é limitado e quando n#o é limitado. A existéncia e

unicidade de solugoes sdo deduzidas através de teoremas de ponto-fixo.

Abstract

We study equations of Barbashin when the multipliers ¢ and kernels k£ are stationary. We
analyze the problem for bounded and unbounded multipliers c¢. The existence and uniqueness

of solutions are deduced through fixed-point theorems.

1 Introducao
A equacdo!
i = Fu, (1.1)

onde F' é um operador definido em um conjunto de fungoes absolutamente continuas, é chamada

de equagdo diferencial funcional. Assim, (1.1) tanto é uma generalizacao da equagao diferencial

&(t) = f(t, (1)) (1.2)

como também se refere a equagao integro-diferencial

b
jc(t):/ K(t,s,z(s))ds. (1.3)

Em muitas das hipGteses da fisica cldssica, admite-se que a taxa de variacao (dz/dt) do estado
x(t) de um processo em um dado instante ¢y depende apenas do estado do processo nesse instante.
Assim, a descricio matemadtica de tal processo é dada por (1.2). Essa hipétese ndo permite o
uso da equacao (1.2) na descrigdo de processos em que ndo ha como ignorar os estados passados

ou futuros do processo. Além disso, outra generalizacao ttil de (1.2) consiste na substituicao do
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espago finito-dimensional R™ (em que as solugdes x assumem valores) por um espago de Banach
arbitrario. Esta generalizagao se fundamenta na teoria das equagoes diferenciais ordinarias em
espagos de Banach. Ela interpreta equacgoes diferenciais parciais como se fossem equagoes da
forma (1.2), em que os valores de z(t) pertencem a um espaco de Banach adequado.

A equagao :
Ox(t, s)
ot

b
= c(t, s)x(t, s) +/ k(t, s, p)x(t, p)dp + f(t,s) (1.4)

é uma equagao integro-diferencial linear do tipo Barbashin. Sejam J C R, um intervalo limitado
ou nao e X, um espago de Banach de fungoes reais definidas em [a, b]. Se identificarmos a funcao
real x = z(t, s) dependente das duas varidveis (¢, s) com a fungao abstrata z = x(t) dependente
da varidvel ¢ € J, que assume valores em X e que é definida por z(t)(s) = z(t, s), a equagéo
(1.4) pode ser reescrita como uma equagao diferencial ordindria:

dz

— =AWz + f(1), (1.5)

dt
No caso das equagoes do tipo Barbashin, o operador A(t) em (1.5) tem uma estrutura especial: ele

é dado por uma soma A(t) = C(t)+ K(t). A primeira parcela C(t) é um operador multiplicativo:
C(t)z(s) = c(t, s)z(s)

e a segunda é um operador integral:

K (t)(s) = / k(5. p)a(t, )y

A funcao c¢(t, s) é chamada de MULTIPLICADOR e a fungao k(t, s, 1), de NUCLEO da equagao (1.4).
Um procedimento bésico na abordagem proposta por Appel et al. [1] consiste em analisar
inicialmente a equacao “reduzida”
dz
— =C(t)x + f(t). (1.6)
dt
E em seguida, interpretar a equacao “completa” (1.5) é como uma perturbagao integral de (1.6).
Na Secao 2, analisamos a existéncia e unicidade de solucao do problema de valor inicial
para a equagao (1.4). Na Secao 3, restringimos nossa atengao as equagoes do tipo Barbashin com

multiplicadores e nticleos estacionarios e analisamos um problema de valor de contorno associado.

2 Equacoes Integro-Diferenciais do tipo Barbashin

Considere a equagao integro-diferencial linear do tipo Barbashin

b
= clt.s)atos) + [ hitos, (e p)d+ £(t.5), (2.7)

a

0x(t, s)
ot
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Aquic=c(t,s),k =k(t,s,u), e f = f(t, s) sdo fungdes reais definidas em J x [a, b], J x [a, b] X [a, b],
e J X [a,b], respectivamente, com —oo < a < b < 0o e sendo J um intervalo limitado ou nao;
a funcdo x = z(t,s) é desconhecida. No caso em que temos f(t,s) = 0 a equagdo (2.7) é dita

homogénea, caso contrario, é dita nao-homogénea.

2.1 Equagoes Diferenciais em Espacos de Banach

Uma ferramenta bésica para o estudo da equagao de Barbashin (2.7) é tratar esta equacdo como
uma equacao diferencial ordindria linear em um espago de Banach X adequado. Formalmente,

isto pode ser feito reescrevendo (2.7) simplesmente como

dx

i A(t)x + f(2), (2.8)
onde o operador A(t) : X — X é dado por
b
A(t)x(s) = c(t, s)x(t, s) +/ k(t,s, )z (t, w)dp (t € J) (2.9)
e a funcao f(t) € X é dada por
f@)=ft,-) (teld). (2.10)

Em outras palavras, nés identificamos a funcao (¢, s) — (¢, s) definida em J X [a, b] com a fungéo
t — x(t,-) definida em J com valores no espaco de Banach X. No entanto, isto sé faz sentido
sob certas hipGteses sobre as fungoes ¢, k e f que garantam que o vetor (2.10) e o operador (2.9)
assumam valores no espago de Banach escolhido X e no espago £(X) dos operadores lineares
limitados em X, respectivamente. Vale lembrar que mesmo que todas estas hipdteses sejam
satisfeitas, as equagoes (2.7) e (2.8) podem nao ser equivalentes. Em primeiro lugar, a equagéo
(2.7) pode admitir uma solu¢do = que nao possa ser interpretada como um vetor com valores
em X (por exemplo, porque a solugdo z(t,-) ndo pertence a X para algum ¢t € J). Segundo, as
solugdes de (2.8) néo precisam ser solugoes (cldssicas) de (2.7) (por exemplo, porque a derivada
de Oz /0t em (2.7) e dx/dt em (2.8) podem néo ter o mesmo sentido).

Se X é o espago de Lebesgue LP? = LP([a,b]) de todos as fungdes p-integriveis (1 < p < o0)
ou fungdes essencialmente limitadas (p = oo0) em [a,b], a maior dificuldade dessa identificacao
se deve ao fato dos elementos de LP ndo serem funcoes, mas classes de equivaléncia de fungoes
(mais precisamente, classes de equivaléncia de fungbes que coincidem em quase toda parte).
Assim, para considerar uma fungdo z = x(t) definida em J com valores em LP como uma
fungao real x = x(t, s) de duas varidveis em .J x [a,b], é necessario escolher um representante de
z(t) € X de tal forma que a funcao (¢,s) — xz(t, s) tenha “boas” propriedades. Dada qualquer
fungao diferenciavel z(t) (¢ € J) com valores em LP, pode-se encontrar uma fun¢ao mensurdvel
x = x(t,s) em J X [a,b] absolutamente continua em ¢ para todo s € [a,b] que admite derivada
parcial dz(t, s)/0t e é tal que x(t) é equivalente a x(t,) e 2’(t) é equivalente a dx(t,-)/dt. Este

resultado, entretanto, ndo garante de modo geral que, se X é um espaco de Banach e z = x(t)
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¢ uma solugdo continuamente diferencidvel de (2.8) em J com valores em X, entdo a funcao
real correspondente z(t,s) é uma solugdo de (2.7) em J X [a,b]. Nesse caso, podemos afirmar
apenas que z satisfaz (2.7) em quase toda parte. Daqui por diante, chamaremos estas fungoes

de solugoes generalizadas de (2.7).

Definigao 2.1 (Solugdo generalizada). Dizemos que x = x(t,s) € solu¢do generalizada de (2.7)

Se:

1. x € mensurdvel em J X [a,b];
2. x(-,8) € absolutamente continua em J para cada s € [a,b];

3. x satisfaz & equagdo (2.7) em quase em toda parte de J X [a,b].

Para referéncia futura, introduziremos agora algumas notagoes. Dado um espaco de Banach
X de fungdes reais definidas em [a,b], por C¢(X) denotamos o espaco de todas as funcoes de
duas varidveis z : J X [a,b] — R tais que a aplicacdo t — x(¢,-) é continua de J em X. Também,
por C}(X) denotamos o espago de todo z € Cy(X) tal que z(-,s) é continuamente diferencidvel

em J para cada s € [a,b] e Ox /0t pertence a C¢(X) também.

2.2 O Operador de Evolucao

Vamos relembrar as propriedades bdsicas das equagoes diferenciais lineares (2.8) quando o ope-
rador A = A(t). Como de costume, denotemos por £(X,Y) o espaco vetorial de todos os
operadores lineares de X em Y; em particular, £(X,X) =: £(X).

Nao ¢ dificil ver que a equagao integral
t

Z(t) = I+/ A(&)Z(&)d¢ (2.11)

tem uma solu¢do U = U(t, 7)(¢t,7 € J) que é tinica na classe de todos os operadores integraveis
em J com valores no espago £(X).

Esta solugao pode ser obtida como o limite (em £(X)) das aproximagoes sucessivas

Zur(t) =1+ / A Zo(€0)dE (n=0,1,..; Zo(t) = I) (2.12)

Podemos usar (2.12) para caracterizar o operador U(¢,7) por uma série. Observe que, Zy(t) é o

operador identidade e
t
20 =1+ [ A,
Note que A(t) € L(X). Logo, A(t) é fechado. Pelo Lema 2.1 ([7], p. 24)
t t pré1
) =1+ [ Ao+ [ [ A€,

t t & t pé1 &2
Zy(t) = I + / A(€)dés + / / A(61) A(62)déade, + / / A(E) A(€2) A(Es ) désdérdsy.
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Um argumento indutivo nos mostra que a solugdo também pode ser obtida como limite (em
L(X)) da série

U(t,7) f1+2// / h A(ty) ... A(ty)dt, ... dt;. (2.13)

n=1

A série acima, converge uniformemente em J. De fato, temos

<[ 1enae] n=12-)
A igualdade

/t/t/t ||A(t1)||...||A(tn)||dtn...dt1::L!U; ||A(§)||d(§)]n (=12

serd provada por indugao. Para n = 1:

/: bl = [/ lA@©I d@)y

Para entender o passo de indugao que serd feito posteriormente, basta usar integragao por partes.

tn—1

A(ty) ... A(tn)dt, . .. dt

Admita que a igualdade

—1

[ [ e ot = L [ aenae] e

seja valida para n — 1 parcelas. Vamos mostrar que a igualdade também é valida para n. Temos

/Tt /:1 "'/:H JAE) - At || dty, .. - dty
_/: 1At [/t/j ||A(t2)||...||A(tn)||dtn...dt2} dts.

Pela hipétese de inducao (2.14) aplicada & expressao entre colchetes, obtemos

- 1”/: / -/ AN A de .
- / lAC)I [ / "l d(g)]"_l dts.

Vamos usar integracao por partes:
tl tl n
an= [ la@na | [ 1ala)

[iacon [ 1aonae]
[ [ @t [" 1aenae] nawa

1

=[[aona] - o-v [ [ 1a@1a0]  jaain.

(2.15)

—1 -1t
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Por (2.15), temos entao

/ /tl / A A d -ty = {/:|A(€)||d(£)]n
T 1'[/ |A)| d(& ] (n=1,2--).

A(t1) ... A(t,)dt
esxp (/ A4 - >t [/ ||A<s>dsr,

n=0

Vimos que

Como

concluimos, além da convergéncia da série (2.13), que

el < e ([ 14©ld) e, 2.16)

Vamos resumir as propriedades bésicas do operador U = U(t,7) nos dois préximos lemas.

Admitiremos que o operador A é fortemente continuo.

Defini¢ao 2.2 (Operador fortemente continuo). Um operador A : J — L(X) é chamado de

fortemente continuo se, para cada x € X, a aplicagio t — A(t)z for continua de J em X2 .

Lema 2.1. Suponha que o operador t — A(t) seja fortemente continuo em X, entdo o ope-
rador (t,7) — U(t,7) € continuo em J x J e a fun¢do vetorial (t,7) — U(t,7)x € dife-
U (t, 1)
ot
para todo t € J, e é fortemente continuo em t para todo 7 € J. Finalmente, o operador
oU(t, )
or

rencidvel em t e T para cada r € X. Além disso, o operador é continuo em T,

€ continuo em t, para todo T € J, e fortemente continuo em T, para todo t € J.
Prova. Do fato de A(t) ser fortemente continuo, segue que

sup |A(t)z|| < o0, Vze X.

teJ

Pelo Teorema 2.4 ([7], p. 23), existe uma constante M tal que
|A(t)z|| < M|z, VoreX,Vtel (2.17)

Considere a solugao da equagdo integral

t
Vit,s)=1 +/ V(t,&)A(&)dE. (2.18)
Ela ¢ solucao do problema de Cauchy
gV(t s) ==V (t,s)A(s), Vt,t)=1 (2.19)
S

2“Por abuso de linguagem”, vamos dizer que o operador A = A(t) é “fortemente continuo” em X.
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Temos
%V(t, $)U(s,7) ==V (t,s)A(s)U(s,7) + V(t,s)A(s)U(s,7) = 0.
Logo, o operador V (¢, s)U(s, ) nao depende de s. Isto é
V(t,s)U(s,7)=V(t,r)U(r,7), Vr,sel
Tomando s =7 e r = t, temos
Vt,7)=V(Et,nU(r,7) =V (i, )U(t,7) =U(t, 1) (2.20)
Sejam (t,7), (t1,71) € J x J. Por (2.17), (2.16) e (2.17), temos

|U(t,7) = Ults,m)|| < M (|T — el IM e — t1|ema"{|t—ﬁ|7|t1—ﬁI}M> :

Logo, U(t,T) é continuo em J x J.
Seja (t,7) € J x J. Temos

t+h
Ut + h,7) — Ult, 1) — ABU(,7)h = /t (AEVU(E,7) — AU (t,7))de.
Logo

(2.16),(2.17) [tt+h
U@+ h,7)=UE,7) = ALUE )R] < / M (exp (M|§ = 7]) + exp (M|t — 7|)) d&.
t

Portanto,
oU(t, )
ot

= A@)U(t, 7). (2.21)
Segue de (2.16)—(2.18) que
IA@U(t,7) = AU, m)l| < M? exp(M max{|t — 7], [t — 7i[})|7 — 7.

oU (t, 1)
ot

Consequentemente, é continuo em 7, para todo t € J.

Seja x € X. Por (2.11), (2.16) e (2.17)

IADU(t, 7)o — A(t)U (¢, T)al| < M?||z]| exp(M max{[t — 7, [t — T[]t = t1] + [|(A(t) — A(t2))U (t1, 7).

Consequentemente, 8t7 T é fortemente continuo em t, para todo 7 € J.
Resta, agora, verificar que o operador % é continuo em ¢, para todo 7 € J, e fortemente
continuo em 7, para todo t € J. !
Segue de (2.20) que
OUMT) (4,11 A(r). (2.22)

or
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Além disso, (2.12), (2.16) e (2.17) implicam em
IU(t, T)A(T) = Ut ) A(T)|| < M exp(M max{[t — 7|, [ty — 7[})[t — t.].

Ul(t,7)
or

Consequentemente, é continuo em ¢, para todo 7 € J. Usando (2.11), (2.16) e (2.17),

temos ainda que

[U(t, 7)A(T)x — U(t, 1) A(m )| < MP||z|| exp(M max{|t — 7|, [t — 71| })|7 — 7
+ exp(M[t — 71 [)[|(A(7) — A(m1))z|.
U(t,T)

-
Mostraremos, por dltimo, que a funcao vetorial (¢,7) — U(t, 7)x é diferencidvel em ¢ e 7 para

cada z € X.

Consequentemente, é fortemente continuo em 7, para todo t € J.

Sabemos que

Ut+h,r)e—-Ut, )z [Ult+h7)-U(t,7)|z
Y - . (2.23)

ao tomarmos o limite de h tendendo zero em (2.23), teremos

lim [Ut+h,7)=U(t, 1)z _ o (U(t,1)x) _ 8U(t,7)x

h—0 h ot ot

Como vimos em (2.21)

entao

oU(t, 1)
ot

x =AU, ).

oU (t,7)x
or

Lema 2.2. Suponha que o operador t — A(t) € fortemente continuo em X. Entdo o operador

A prova para ¢ andloga.

(t,7) = U(t,T) possui as sequintes propriedades:
() Ut,t)=1 (teld)
(i) Ut,s)U(s,7)=U(t,7) (t,7,s€ J);
(ivi) Ut,7)" ' =U(r,t) (7€ J).

Prova. (i) Para verificar que U(t,t) = I basta fazer t = 7 em (2.12)

Ultt) =T+ /t AOU(E e =T,
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(ii) Mostraremos agora que U(t,s)U(s,7) =U(t,7); (t, 7,8 € J).
Segue de (2.20)

Ut,s)U(s,7) =V (t,8)U(s,7) =V (t,t)U(t,7) = U(t, 7).
(iii) Por fim, é facil ver que U(t,7)~* = U(r,t); (t,7 € J).

Se U(t,7)~! = U(r,t), devemos verificar que U(t,7)U(7,t) = I. De fato,
U(t,7)U(r,t) = U(t,t) de acordo com (i) e U(t,t) = I de acordo com (i). Portanto,

Ult,7)"t =U(1,t)

O operador U = U (¢, 7) é normalmente chamado de operador de evolugdao ou operador de Cauchy.

Teorema 2.1. Suponha que o operador t — A(t) € fortemente continuo em X. Entdo para cada
valor fixzo de 7 € Jyxr € X e f € Ci(X), a equagao diferencial
dx

i A(t)x + f(t) (2.24)
tem uma Unica solu¢do x = x(t) satisfazendo a condig¢ao inicial
x(T) =, (2.25)
FEsta solugao é dada por
t
o) = Ut Do + [ U OFE (2:26)
Prova. Aplicando o operador U(t,£) a ambos os lados da identidade abaixo
dz(§,7) _
G = AE )+ 1(©)
ficamos com
da (&, 7)
U(t,€) T Ut, ) At)z (&, 7) + UL, ) f(S)- (2.27)
Ao derivarmos, nds temos
S 0.9(e )] = et ) + 0,9 25T
Usando (2.22) e (2.27), nds obtemos
0
% [U(t,§)x(&,7)] = UL, A&, 7) + UL, ) A&z (&, 7) + UL, §) £ (S)-

Integrando com respeito a & de 7 a ¢, nés obtemos (2.26)

z(t,7) = U, 7)z(T,7) —|—/ U(t, &) f(&)dE.
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3 Equacoes do Tipo Barbashin Estacionarias

Nesse momento, vamos restringir nossa atencao ao caso de multiplicadores e nicleos ESTA-

CIONARIOS (i.e. independentes de t).

3.1 Problemas de Valores de Contorno Estacionarios

Nesta secao, vamos estudar a equagao integro-diferencial linear do tipo Barbashin

0x(t, s)
ot

1

— (s)a(t, s) + / k(s, w)a(t, w)dp + f(t, 5). (3.28)

-1

para (t,8) € Q =[0,T] x [-1,1] = J X [a, b], sujeita as condigoes de fronteira

z(0,s) = ¢(s), 0<s<1,
x(T,s) =19(s), —-1<s<0,

(3.29)

onde ¢ : (0,1] > Re v :[-1,0) — R sdo fungoes dadas.
Na andlise de existéncia e unicidade de solugao para o problema (3.28)/(3.29), aplicaremos o

método de ponto fixo em espacos K-normados.

3.1.1 O Problema Abstrato

Vamos reescrever (3.28) como uma equagao diferencial linear

% = Az f(2), (3.30)

onde o operador A : X — X é dado por

Az(s) = e(s)x(s) +/ k(s, p)x(p)du. (3.31)

-1

As condigoes de fronteira (3.29) podem ser escritas na forma

Pya(0) = 6, Pa(T) =, (3.32)

onde P, (respectivamente P_) denota o operador restricdo de X = LP([—1,1]) a X1 = LP([0,1])
(respectivamente a X_ = LP([—1,0])). Acima, identificamos as fun¢oes escalares (t,s) — z(t, s)
e (t,s) — f(t,s) com as fungoes ¢t — x(t,-) e t — f(t,-) definidas em [0, T] com valores no espago
de Banach X.

Mencionamos anteriormente que um ponto crucial ao passar de (3.28)/(3.29) para (3.30)/(3.32)
é fazer uma escolha adequada do espaco funcional X. E claro que a escolha X = C ([-1,1]) de
fungoes continuas é muito restrita. De fato, mesmo quando as fungoes ¢, k e f em (3.28) sdao nu-
las, e as fungdes ¢ e 1 em (3.29) definidas na fronteira sdo continuas, certamente nao ha solucao
de (3.28)/(3.29) se a “condicdo de compatibilidade”

lim ¢(s) = lim 4(s)

s—0+ s—0~
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nao se verificar.

Relembramos agora que tipo de solugdo procuraremos para o problema (3.28)/(3.29)

Definicao 3.1. Dizemos que a funcdo mensurdvel x : Q — R é uma SOLUGAO GENERALIZADA
de (3.28)/(3.29) se xz(-,s) é absolutamente continua em [0,T] para quase todo s € [—1,1], e
satisfaz a (3.28) q.t.p. em Q =1[0,T] x [-1,1] e também a (3.29) q.t.p. em [—1,1].

3.2 Operador Integral Parcial

Um método 1til para o estudo do problema (3.28)/(3.29) consiste em considerar operadores
definidos em espacos de fungoes de duas varidveis, onde a integracao é realizada somente com
respeito a uma das varidveis. Tais operadores sao, por vezes, chamados de operadores inte-
grais parciais. Eles sdo uma ferramenta poderosa tanto para a teoria quanto para aplicacoes de
equagoes integro-diferenciais.

Seja X = LP([-1,1]) (1 < p < o), dizemos que = € Cy(X) se a funcdo de duas varidveis
x: Q — R é tal que a aplicacdo que associa t — z(t,-) é continua de J = [0,7] em X. Se, além
disso, x(-,s) é absolutamente continua para quase todo s € [—1,1] e dz/0t também pertence

a Cy(X), escrevemos © € C}(X). Os espagos Cy(X) e C}(X) serdo munidos com as normas

naturais
lelle.on = e llo(t,)1x
e
Ox(t,-)
leller o = goas,[lete. s + |22 ]
respectivamente.

Lema 3.1. Seja ¢ € L*([-1,1]). Entdo, para qualquer ¢ € Xy,0p € X_ e f € Cy(X), o

problema

89((91;, D _ c()glt,) + (L), (t5) € Q.
9(0,s) = ¢(s), 0<s<1, (3.33)
9(T,s) = (s), ~1<s<0

tem uma 1inica solug¢do g € CH(X). Essa solugdo € definida para quase todo (t,s) € Q por

¢
/ e(th)C(s)f(T, s)dt + 6tc(s)¢(3)a (0<s<1),

et~ (1 s)dr 4 Dy (s), (—1 < s < 0).
T
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Prova. Em primeiro lugar, verificaremos que g(t,s) é solugdo do problema no intervalo 0 <
s <1.

t t
olt,s) = / ) (7, )+ ) () = 10O) / T f(r, 8)dr + ') 3 (s).
0 0

Derivando ¢(t, s) com respeito a ¢

ag(t, 3) — C(s)etc(s) /t e_Tc(S)f(T, S)dT + €tc(s)€_tc(s)f(t, 8) + C(S)etc(s)¢(8)
ot 0
= ols) ([ 0 . 4050 + 10,5
0
E portanto,
O02) — e(sholt ) + 9

Verificaremos, agora as condigoes de fronteira para 0 < s < 1

9(0,s) = /0 : O~ f(r, 5)dr + €D (s) = ¢(s)

A verificacao de que ¢(t, s) é solugdo do problema para o intervalo —1 < s < 0 é andloga.
Vamos mostrar agora que g(t, s) é solu¢do tnica:

Suponha que g e h sejam solugoes do problema, entao

dg(t, s)
ot

Ohlt, s)

=c(s)g(t,s) + f(t,s) e ot = c(s)h(t,s) + f(t,s)

entao

0 (g(ta 5) _ h(tv 5))
ot

—c(s)(g = h)(t,s) = 0.
Multiplicando a equagao por (g — h)(¢, s) ficamos com

19 (9= 1)2(t,5))

—c(s)(g = h)*(t,5) = 0.

2 ot
Multiplicando agora por 2e~2¢(*) teremos
% [( - h)Q(t,s)e*ds)t] ~0.
Vamos integrar de 0 a 1 com respeito a s
'o
/ — [(g — h)3(t, s)e‘zc(s)t] ds = 0. (3.35)
o Ot

Vamos, agora integrar de 0 a ¢ com respeito a t

/01 [(g — h)3(t, s)eiZC(S)t] ds = 0.
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Como temos (g — h)2e_20(s)t > 0, devemos ter, entao g —h =0, ouseja, g=h para0<s<1le
te0,T)].

Alterando o intervalo de integracdo em (3.35) de 0 a 1 para —1 a 0, ficamos com

0 0
0 2 —2¢(s)t d/ 2 —2¢(s)t
— (g —=h)(t,s)e =" ds =0= — g—h)“(t,s)e " ds = 0.
[ 5 lta=m2eseer] G o= mremeer]

Vamos, agora integrar de T" a ¢ com respeito a ¢
0
/1 [(g — h)2(t, 5)6725(5)@ ds =0.

Novamente, como temos (g — h)26_2‘3(5)t > 0, devemos ter, entao ¢ — h = 0, ou seja, para
—1<s<0etel0,T].

Resta provar que g € C}(X). Observe que se provarmos que g € Cy(X), o fato de que
0g/0t € Cy(X) segue de termos f € Cy(X) e da estrutura da equacado (3.33).

Seja F(t,s,7) = et=7) f(1,5). Para ty € [0,T] fixo, nés temos

lo(t, ) — gto, g = { / 1
o,

pelas desigualdades triangular e de Holder

p

ds

to
0

t
/ F(t,s,7)dr — / F(to, s, 7)dr + ¢(s)(et®) — etocl®))
0
P 1/p
ds}

t
/ (=)els) _ (b= £ 5)dr
0

t to
/ F(t,s,7)dr */ F(tg, s, 7)dr + 1(s) (et =T)e(s) _ glto=T)e(s))
T T

1
< 2¢eTllellzoe (-1.1p) I flle, o lt — t0|(p*1)/p + {/
0

P 1/17
ds}

1 » 1/p 0 ) 1/p
+ {/ ‘¢(5)(etc(s) — etoc(s))‘ ds} + {/ ’¢(5)(6(t7T)c(s) _ e(tofT)c(s)) ds}
0

-1
0 p )P
+ / ds .
-1

A continuidade de g(t,-) em ¢ty segue das hipéteses sobre ¢, e f e do Teorema da Convergéncia

t
[ e - om0 g7, syar

T

Dominada. [

Lema 3.2. Se o operador integral
Ka(s) = [ 11 (s, () dp
€ limitado em X = LP([—1,1]), o operador integral parcial
Kalt,s) = [ 11 (s, pa(t, p)dp

¢ limitado em LP(Q),Cy(X) e CHX).
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Prova.

1. Observe que K ¢ tal que K : LP(Q) — LP(Q). De fato, se 2 € LP(Q). Temos

T 1 T
|Ka(t,s)|Pdsdt < [ K% ol )l5dt = K% o l2]15 00
o Joa 0 (X) (X) (&)}
Da estimativa acima, segue que K é limitado em LP (Q).

2. Observe que K é tal que K : C;(X) — Cy(X). De fato, se t,t; € [0,T] e z € Cy(X), temos

/ (s, 1) (ts ) — (0, )| dis

-1

1
/ |Kx(t,s) — Kz(ty, s)|Pds = /
—1 —1
< KN o et ) = 2t -
Analogamente, temos
Kt ) < KN o et -

Logo, K ¢ limitado em Cy(X).

3. Observe que K é tal que K : C}(X) — C}(X). Pelo item anterior, basta mostrar que
%x € Ci(X). Se z € CHX), %x € Cy(X). Consequentemente, pelo Teorema 2.9 ([7],

p. 25) %K’ x é continuamente diferenciavel e

9 - ! Oz
aKm(t,s) —/_1 k(s,u)a(t,u)du.

Sejam t,t1 € [0,T]. Da estimativa feita em C;(X), segue que

A D) K . < IK D — .
onax Kz(t,-) — Kz(t, )‘X <Kz xpllzt, ) =zt )lle.x)
[§]
OKxz(t,-) OKxz(ty,") . ox(t,-)  Ox(ty,")
_ < _
osier | ot ot < 1Klece.oon || = ot e,
X t

Consequentemente, o operador é limitado em C} (X).

O
Vamos denotar por L o operador definido por

¢
/ e(th)c(s)IA(m(T, s)dr, 0<s<l1,
Lx(t,s) =79 (3.36)
e Ka(r, s)dr, —1<s<0.
T

Como consequéncia do Lema 3.2, obtemos o lema abaixo:
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Lema 3.3. Sec € L*™([-1,1]) e o operador integral
1
Ka(s) = [ ksl (3.37)
-1

é regular em X = LP([—1,1]), entdo L é um operador limitado de LP(Q) em C(X).

Prova. Sendo K regular em X = LP(]—1,1]), pelo Teorema ??, K é limitado em X. Pelo
Lema 3.2,

Ka(t,s) = [ h(s.ma(t. )

é limitado em LP(Q).
Provaremos agora que L : LP(Q) — C¢(X). Suponha que z € LP(Q) e 0 < s < 1. Sejam
N = ||C||Loo([_1)1]) ety <te[0,T]. Temos

1
/0 |Lz(t, s) — La(ty, s)[Pds < 2pelt_tlwp“ - tl|p_1||K||Z(Lp(Q))||x||ip(Q)-

Argumentando de modo andlogo no caso em que —1 < s < 0, podemos deduzir que Lz € Cy(X).

Com a mesma estimativa acima, prova-se que L é um operador limitado de L?(Q) em Cy(X).

U
Combinando os dltimos trés lemas, obtemos ainda uma nova formulagao do problema (3.28)/(3.29):

Teorema 3.1. Seja ¢ € L*([—1,1]), e suponha que o operador (3.37) seja regular em X =
LP([-1,1)). Entdo cada solu¢io do problema (3.28)/(3.29) resolve a equagio

x(t,s) = Lx(t,s) + g(t, s), (3.38)

onde L € definido por (3.36) e g é definido por (8.34). Por outro lado, cada solugdo x € Cy(X)
de (3.38) com L dado por (3.36) e g dado por (3.34), é uma solugio do problema (3.28)/(3.29).

Prova. Para mostrar a equivaléncia, em primeiro lugar, admitiremos (3.38) para deduzir
(3.28)/(3.29).

Seja z(t, s) no intervalo 0 < s <1

t t
x(t,8) = / =) K (7, s)dr + / =) (7, s)dr + e p(s). (3.39)
0 0

Ao derivarmos em relagao a t, ficaremos com

t t
3965; %) — o(s) ( / =) Kar(r, s)dr + / D) f (7, 5)dr + e“<5>¢<s>)
0 0

+ k(t, s)x(t,s) + f(7,5).
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Por (3.39),

0x(t,s) P
5 c(s)x(t,s) = K(t,s)z(t,s) + f(r,s).

1
Como sabemos que Kz(t,s) = / k(s, p)x(t, p)du, entdo
-1

axéﬁf’ 2 —c(s)x(t,s) = /_1 k(s, p)x(t, p)dp + f(7,5).

Para verificar a condi¢do da fronteira neste mesmo intervalo, 0 < s < 1, vamos calcular z(0, s).

0 0
2(0,5) = / O Kop(r, ) dr + / €O f(r, s)dr + %) 3 (s) = (s)
0 0

Analogamente, para z(t, s) no intevalo —1 < s < 0, temos

% —c(s)x(t,s) = /_1 (s, p)x(t, p)dp + f(7,5)

e vale a condigao da fronteira

T T
z(T,s) = /T e(TfT)C(S)IA(:E(T, s)dr +/T e(TfT)C(S)f(T, s)dt + e(TfT)C(S)w(s) =1(s).

Agora, admitiremos (3.28)/(3.29) e deduziremos (3.34).

Multiplicando a equagao

a 1
0~ atron) + [ Mo pe(rdut 1(r.s)
~1
por e~ ") temos
1
e 7o) L(gt’ 5) _ e We(s)z(r, s) +/ e T k(s, pa(r, pdp+ e T f(7,5).
1
Isto é
1
e @) e Ooyatr,) = [T (s, p)atr, e+ e (7
T -1

Note que o lado esquerdo da equagéo é a derivada de um produto. Sendo assim, podemos escrever

1

5 [ Oatrs)] = [ e ks watr wdn+ e 7O f(r,5)
t -1

1

substituindo/ k(s, p)x(t, p)dp por Kz(r, s):
-1

= e T Ka(r,s) + e T f (1, 5)
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A partir deste momento, teremos duas etapas que nos permitirao chegar as condigbes de
fronteira de (3.28)/(3.29).

Nesta primeira etapa, vamos calcular a integral de 0 a ¢t em relagao a 7 e teremos

¢ ¢
x(t,s) = / et K (7, s)dr + / =) £ (7 5)dr + P z(0, 5).
0 0

Como estamos assumindo vélida a equacao (3.28)/(3.29), usaremos a informagao z(0, s) = ¢(s)

e assim teremos (3.34) para o intervalo 0 < s < 1.

t t
x(t,s) = / e(t_T)C(S)Kx(T, s) —I—/ e(t_T)C(s)f(T, s)+ etc(s)qb(s).
0

0

Na segunda etapa, calcularemos a integral variando de T' a t com relagao a 7.

t 1 t
x(t,s) = / elt=mels) / k(s, p)x(r, p)dudr + / =) £ (7, §)dr + D) (T, 5).
T -1 T

Como estamos assumindo valida a equagao (3.28)/(3.29), usaremos a informagao z(T, s) = ¢(s)
1

e substituiremos / k(s, p)x(t, w)dp por Kx(r,s) e assim teremos (3.34) para o intervalo —1 <
-1

s < 0.

t t
x(t,s) = / e(t_T)C(s)Kx(T, s)+ / e(t_T)C(S)f(T, s)+ e(t_T)C(s)w(s).
T T

a
Pelo Teorema 3.1, podemos discutir a existéncia e unicidade de solucao do problema para a

equagao de Barbashin (3.28) no espago C}(X) = C}(LP) analisando o problema (3.38) no espago
Cy(X).

Vamos introduzir algumas notagoes. Para 0 < ¢,7 < T e 0 < s < 1, definimos

Além disso, para 0 < t,7 <T e 0 < s,u < 1, denotamos

a(t, 7, s, 1) = e (s, 1)

=T (g

=e s,
) (5, 1) a0
) = eI, )

d(t, 7,5, 1) = e (—s5, —pu)
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As fungoes a, b, ¢ e d dao origem a quatro operadores A, B,C e D definidos por

u(t, s) // a(t, T, s, w)u(r, p)dudr,
v(t, s) // (t, 7, s, w)v(r, w)dpdr,
(3.41)
u(t, s) // e(t, 7, s, p)u(r, p)dudr,
u(t, s) //dth,u (1, p)dpdr,

respectivamente. A equacao (3.38) pode, entdo ser escrita como um sistema

u(t,s) = Au(t,s) + Bu(t, s) + &(t, s),

(20 e

A matriz (3.42) admite inversa se os operadores (I — A)~! e (I — D)1 existem e os operadores
I—-A—-B(I—-D)"'Cel—-D-C( - A)~'B ou, equivalentemente, os operadores I — (I —
A)IB(I - D) *Cel— (I —-D)"*C(I - A)~!B sdo invertiveis>.

Além disso, se [ — (I —A)~1B(I—D)~1C nio fosse invertivel, existiria uma solugao nao-trivial

ou na forma matricial

x do problema
(I—-(I—-A)"'B(I-D)'C)x=

Mas isto é equivalente a termos
(I-A)™'B(I-D)"'C)x =
B(I - D)"'Ca =2 — Ax.
Isto é, 1 seria autovalor de (I — A)"1B(I — D)~'C. Portanto, a matriz (3.42) admite inversa se
1 nédo pertence ao espectro do operador (I — A)~1B(I — D)~ 'C:
1¢a((I-A)~'B(I-D)tC). (3.43)
De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2. Seja ¢ € L>®([—1,1]) e suponha que o operador (5.37) seja regular em X =
LP([-1,1]). Entdo (3.43) implica que o operador I — L, com L dado por (3.36), é invertivel em
Cy(X).

3Note que se (I — A)~1 e (I — D)~ ! existem e os operadores  — A— B(I— D) 1Cel-D—-C(I—-A)"'B
entdo I — (I — A)"!B(I-D)"'CeI— (I —D)~'C(I — A)~!B sio invertiveis. Reciprocamente, se (I — A)~! e
(I—D) ! existeme I —(I—A)"'B(I-D)"'Cel—(I-D)"'C(I— A)~!B sdo invertiveis, entio os operadores
I-A-B(I-D)"'Cel~-D-C(— A)~!B sdo invertiveis.
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Prova. Observe inicialmente que se

A B
C D

é um operador matricial em blocos tal que D é invertivel, entao

[t BD'|[A-BD'C 0 I 0
o T 0 D| |p-'c 1|’
De fato,
I BD'|[A-BD'C 0 I o] [A-BD'C B I 0
0 I 0 D| |ptc 1| 0 D| |D'Cc I

27

Como o primeiro e o terceiro operador matricial do lado direito da identidade acima sao in-

vertiveis, segue que (sob a hipétese de existéncia de D~1), M é invertivel se e somente se também

é invertivel seu complemento de Schur (com relacio a D): A — BD1C.

No caso do operador (3.42), se admitimos que I — D é invertivel, ele serd invertivel se e

somente se seu complemento de Schur (com relagao a I — D): I — A— B(I — D)~'C. Admitindo

também a inversibilidade de I — A, temos que I — A — B(I — D)~'C ¢ invertivel se e somente se

I—(I—-A)"'B(I-D)~'C. Vimos que isto é equivalente a que (3.43) se verifique. Neste sentido,

para provar o teorema, basta mostrar que 1 nao pertence nem ao espectro o(A) do operador A

nem ao espectro o(D) do operador D (pois isto garante que I — A e I — D sdo invertiveis).

Para isto, é suficiente que os raios espectrais de A e D satisfacam:

onde 7, (K) denota o raio espectral de um operador K € £(X).

ro () = lim /1K ex).

Pelo Teorema 77, temos

Como ¢ é uma funcio limitada, existe M > 0 tal que e7(*) < M para quase todo s € [-1,1].

Isto implica que
la(t, 7,5, w)| < Mk(s, )], |d(t, 7, s, p)| < M[k(=s,—p)],
portanto
|Au(t, s)| < Au(t,s), |Dv(t,s)| < Duo(t,s),

onde os operadores A e D sdo definidos por

Ault,s) = M / / (s, )u(r, 1) dadr,

(3.44)

(3.45)
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T 1
Do(t, s) = M /t /O le(—s, —)|o(r, ) dpudr, (3.46)

respectivamente. E facil provar que as iteradas dos operadores de Volterra (3.45) e (3.46) satis-

fazem as estimativas
—n, —=n 1 im n
AL DI < — M T K™, (3.47)

onde
1
Kla(e) = [ k(s et (3.48)

Mas (3.47) implica que os raios espectrais de A e D, e consequentemente, (por (3.44)) também
os de A e D sao nulos.

O préximo exemplo ilustra quao essencial (3.43) é no Teorema 3.2.
Exemplo. Sejam ¢(s)=0e

0, s, >0o0us,pu <0,
k(s;) =41, s>0e0<0,

-1, s<0eoc>0.

Nés consideramos os operadores (3.41) para T = Z, isto é, (¢,s) € [0,Z] x [-1,1]. Neste caso
temos Au(t,s) = Dv(t,s) =0,

Bult,s) = /0 t /O () duadr

t el
Cu(t,s) = —/ / u(T, w)dupdr.
z Jo

Como a fungao u(t,s) = sent (0 < t < 7) satisfaz u = BCu, concluimos que 1 € o(BC) =

o((I — A)7'B(I — D)~1C). A conclusao do Teorema 3.2 ¢ falsa, pois a funcio

sent, 0<¢t<
x(t,s) =
cost, 0<t<

e 0<s<1,

INJERSIE]

e —1<s<0,

pertence a Cy(X) e satisfaz x — Lz = 0.

Nos agora temos condigao de estabelecer nosso principal resultado de existéncia da equacgao

integro-diferencial (3.28) com condigbes de fronteira (3.29).



R.P. Maria, P.N. da Silva, C.F.Vasconcellos Equacoes do Tipo Barbashin 29

Teorema 3.3. Seja ¢ € L>®([—1,1]) e suponha que o operador (3.37) seja reqular em X =
LP([-1,1]). Assuma que (3.43) seja vdlido para os operadores A, B,C e D dados por (3.41).
Entdo o problema (3.28)/(3.29) tem solucao tinica x € C}(X) para qualquer ¢ € X1, € X_ e
feCyX).

Prova. Pelo Teorema 3.1 toda solugao de (3.28)/(3.29) é uma solugdo da equagao (3.38), e
vice versa. Pelo Teorema 3.2, por sua vez, a condi¢ao (3.43) garante a unicidade de solugao da

equacao (3.38) para qualquer g. Isto é suficiente para provar o teorema.

3.3 Espacos K-normados

Nesta secao, deduziremos resultados de existéncia e unicidade de solugao para o problema
estaciondrio (3.28)/(3.29) através de um teorema de ponto fixo. Inicialmente, vamos introduzir
uma estrutura de ordenagao em um espaco vetorial que permite generalizar a nogao de desigual-
dade de espacos Euclidianos.

3.3.1 Espacgo vetorial parcialmente ordenado

Definigao 3.2. Seja E um espaco vetorial. Um conjunto K C E € chamado de cone se 0 € K
e Ax € K para todo A >0 e todo x € K.

Definigcao 3.3. Seja E um espaco vetorial munido de uma relagdo de ordem >. Dizemos que
a relagao de ordem > € compativel com a estrutura algébrica de E se além de ser reflexiva,

simétrica e transitiva ela satisfaz, para todo x > vy, as sequintes condigoes:
1. z4+2>y+ 2z, para todo z € E e
2. Ax > Ay para todo \ > 0.

Um espaco vetorial E equipado com tal relagao de ordem € chamado de espago vetorial parcial-
mente ordenado. O conjunto ET de todos os vetores positivos de E é chamado de CONE POSITIVO
de E.

E possivel definir uma ordem em E a partir de um cone K C E da seguinte maneira:

Dizemos que r < ysey —x € K.

3.3.2 K-normas

Sejam X um espaco vetorial e Z um espago vetorial real ordenado por um cone K C Z.
Definigao 3.4. Um funcional ]| - |[: X — K € chamado de K-norma em X se

1. )|z|[= 0 se e somente se x = 0;
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2. [ Az([= | All|([;

3. |z + yl[<]=[[+]yll
(para z,y € X e A€ R). O espago (X,]|-|[) € entdo chamado de espago K-normado.

Seja X um espago K-normado. Dizemos que a sequéncia (x,,) C X é K-convergente para x em
X (respectivamente K-Cauchy) se existe uma sequéncia (z,) C K que converge monotonicamente
para zero e satisfaz ]|z, — z|[< 2, para n = 1,2,... (respectivamente, ||z, — x,|[< 2, para
n=12,...em>mn). Un espaco K-normado X é chamado K-completo se toda sequéncia
K-Cauchy de X é K-convergente em X.

As normas usuais correspondem & escolha Z = R e K, o cone positivo de Z: RT. Um dos
exemplos nao-triviais mais simples de espaco K-normado é obtido tomando Z = R? ¢ K como o
cone positivo de Z: (R?)*.

3.3.3 Um teorema de ponto fixo

O préximo teorema é uma extensao natural para espacos K-normados do teorema de ponto fixo

de Banach-Caccioppoli.

Teorema 3.4. Seja (X,]|-][) um espago K-normado completo com K-norma||-|[: X - K C Z,
onde Z =R? e K = Z*. Seja Q : K — K um operador linear com raio espectral r4(Q) < 1.
Suponha que F : X — X é um operador (linear ou ndo), que satisfaz uma condigdo do tipo
contracao

l|Fz1 — Faol[< Q(J|x1 — z2|]), (21,22 € X). (3.49)

Entao F tem um dnico ponto fixo em X ; este ponto fixo pode ser obtido como limite das aproxi-

magoes sucessivas Tpni1 = Fr, (n=0,1,2,...;20 € X arbitrdrio).

Prova. Ver Teorema 2, Chur-Jen [3], p. 292.

Claramente, a escolha Z = R e K, o cone positivo de Z: R* nos leva a Gz = ¢z com
q < 1. Tal situagao corresponde ao principio de contragao usual do teorema de ponto fixo de
Banach-Caccioppoli.

Agora vamos aplicar o Teorema 3.4 ao problema (3.28)/(3.29). Para tanto, tomamos B =
L?r([0,1]) x LP(]0,1]) (1 < p < 00), equipado com a norma

I, )l = llullze + (o]l -

Além disso, seja X = LP([0,T], B) o espago de Bochner-Lebesgue das fungdes ¢ — z(¢,-) =
(u(t,-),v(t,-)), munido da norma

1/p

T
ol = </ ”x(s)%“) o teree 3:50)

sup {[|z(s)l|B, s € [0, T]}, p=o0
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e da K-norma
lzll= (lutt, e, ot )l ze)- (3.51)
Assim, a K-norma (3.51) assume valores no cone positivo do espago de Banach Z = LP([0, T], R?).

E fécil ver que a norma (3.50) é equivalente em X & norma

T 1 p
|x||{ / / nu<t,s>+|v<t7s>npdtds} (3.52)

/oT le()ll5ds = /oT ((/01 Ju(r, M)|pdu)l/p + (/01 o (T, ,U)|Pdp>1/p> dr

que serd considerada daqui em diante. Como vimos na Secao 3.2, o problema (3.28)/(3.29) pode

ser reduzido a equagao para o operador matricial

() 0)-C) o
—-C I-D) \v n
onde u(t,s) = z(t,s) e v(t,s) = x(t,—s) para 0 <t <T e 0 < s <1,

t
€lt.s) = [ e (rs)ar ),

t
ts) = [T sy 4T (),
T
e os operadores A, B,C e D sao dados por (3.41). Com auxilio das fun¢oes (3.40) que geram os
operadores (3.41), podemos definir o operador @) que aparece na condigdo de contragao (3.49).

Suponha que

1
fo a(thﬂ'ﬂﬂ)u(ﬂ)d/‘ < a”uH

Jo bt 7, -, () dp|| < vl
(3.54)

I elt, 7, pwyu(p)dul| < ~ul

Sy dt, 7, wyo(u)dp|| < 8o

onde a, 8,7,6 > 0. Todas as normas em (3.54) sdo tomadas no espago LP correspondente.
Sejam F': X — X dado por

u(t, s) (A B u(t, s) £(t, s)
F <U(t,s)) B (c D) <”(t,s)> + (n(ts)) (3.55)

0 <u<t>> Jolaw(r) + Bu(r)]dr

eQ:7Z— Z, por

= . (3.56)
J; lyu(r) + dv(7)]dr
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‘ (A B> (ul(t,s) — ug(t,s)> ’ [

C D) \vi(t,s) — va(t,s)

(Jy 1A (2, 5) = uat, ) + B(ur(t, ) = valt, s))|ds)
(Jo 1€ (t,5) = ua(t, 5)) + D(wa(t, 5) = vs(t, 5))|Pds)

Note que

]|Fl‘1 —F.TQH

1/p

1/p

Por (3.54), cada coordenada é menor ou igual & coordenada correspondente de Q(]|x1 — x2]).

Logo

< Qlzy — 2|])

Pela definicao (3.55) do operador F', todo ponto fixo (u,v) de F satisfaz

<u(t,s)> _ (A B) (u(t,s)) N (f(t,s)) .
v(t, s) C D/ \v(t,s) n(t, s)
I-A -B u(t,s)\ (&t s)
—C I—-D) \u(t,s) B nt,s))

Isto é, (u,v) é uma solugdo da equagéo (3.53), e vice-versa.

Logo

Assim, para aplicar o Teorema 3.4 resta impormos condi¢ées adequadas que garantam que
o operador (3.56) tem raio espectral r,(Q) < 1. Vamos explorar o fato de @ ser um operador

positivo em Z. Para tanto, usaremos o teorema classico de Krein-Rutman:

Teorema 3.5. Sejam X um espaco de Banach e T € L(X) auto-adjunto. Seja K C X um cone
com interior int K ndo-vazio. Se T'(int K) C int K, entdo r,(T) é um autovalor associado a um
autovetor u € K \ {0}. Isto é, Tu =r,(T)u.

Prova. Ver K-R’s Teorema, Phat e Dieu [8], p. 495.
O
Vamos determinar p > 0 tal Qz = pz para alguma funcao nao-negativa z = (u,v) € Z.
Posteriormente, vamos exigir que p < 1. Pelo Teorema de Krein-Rutman (v. Teorema 3.5), isto

garante que r,(Q) < 1. Explicitando as componentes de QQz = pz, obtemos o sistema

pu(t) = / lovu(r) + Bu(r)dr,

T (3.57)
/t [vu(T) + dv(7)]dr.

o)
<

—~
o~

=
Il
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Diferenciando (3.57), obtemos

v = au + Bv,
P b (3.58)

v’ = —yu — dv.

com condigdes de contorno u(0) = v(T) = 0. Como p = 0 para (8,7) = (0,0), vamos supor
(8,7) # (0,0). Sem perda de generalidade, seja 8 # 0.

Isolando v na primeira equacao e substituindo na segunda equacao de (3.58), obtemos

pu” — au’ e T d(pu’ — au)

B p Bp

Isto é, temos uma equacao diferencial de segunda ordem:

o a o — o B'}/u

— =0.
p p?
Resolvendo a equagao caracteristica correspondente:
_5 5 —
P LD s )
P P

encontramos os autovalores

_(a=9) VA (a-8)+VA _A+B

A = +-— =

! 2p 2p 2p p
\ _(a=8) VA (a-6-VA A-B
Ty 2p 2p o

O comportamento da solucao de (3.58) depende, é claro, do sinal do discriminante da equagao

caracteristica
(a—6)% +4(ad — Bv) A

p? -

com A = (a + §)? — 4B7. Ou seja, comportamento da solucao de (3.58) depende, é claro, do

sinal A.
Se A > 0, entdo u = c;eM? + cpe?2t. Utilizando a condi¢do de contorno u(0) = 0, temos
0= cle>‘1'0 + czeh'o = (1 =—Cy
Assim
Ay, B _B
u=creMt — et = ¢ (Mt —eMt) =crevi(ert —e o)

1
Sabendo que v = Z£7%% ¢ usando as condicoes de fronteira v(7T') = 0, ficamos com

B bl

VA

P= m
((x+5)—\/z
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O célculo é andlogo quando consideramos A = 0 e A < 0. Chegamos, entao a férmula

TVA
W’ A>O,
a+8—VA
T(a2+5)7 A:O>
p:
2ar€ta;§j7 A<O7a+5#0
a+6
Iy=4, A<0,a+d5=0.

T

Assim, temos agora todas as informagcoes necessérias para aplicar o Teorema 3.4 para a equagao
(3.53) e, portanto, & equagao integro-diferencial (3.28) com a condigdo de contorno (3.29). Re-

sumimos nossos resultados no seguinte teorema.

Teorema 3.6. Seja ¢ € L>®([—1,1]) e suponha que o operador integral definido pelo nicleo k
é regular em X = LP([-1,1]). Assuma que as estimativas (3.54) sejam vdlidas, e que uma das

quatro condigoes € satisfeita:

— 2 a+i+VA .

2. (a+0)2 =48y e T(a+ ) < 2;

8. A<0,a+d§#0, eTv/—A < 2arctan Va:_?;

4. A<0,a+0=0,eTVvV-A<m.

Entdo o problema (3.28)/(5.29) tem uma inica solu¢do para todo ¢ € X4, € X_, e f € Cy(X).

3.4 Multiplicadores Nao-limitados

No Teorema 3.6 acima, bem como em todos os resultados de existéncia e unicidade de
(3.28)/(3.29) deduzidos nas segbes anteriores, admitimos que ¢ € L°([—1,1]). Daqui em di-

ante, consideramos multiplicadores ¢ nao-limitados e exigiremos que
c(s) <—-1 (0<s<1), e(s)>1 (-1<s<0). (3.59)

Sob esta hipdtese, o préximo exemplo nos mostra que os resultados de existéncia e unicidade

obtidos anteriormente podem nao ser vélidos:
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Exemplo Seja X = L'([-1,1]),¢(s) = —1/s,k(s,p) = 0, f(t,s) = 0,6(s) = 1, e ¥(s) =0, ou

seja, nds consideramos o problema

dx(t,s) _  x(ts)

= t
8t s ) (aS)EQv
x(0,s) =1, 0<s<1,
z(1,8) =0, -1<s<0,

Temos, certamente, ¢ € X1, € X_, e f € C¢(X), mas a solugdo de (3.28)/(3.29) neste caso é
dada por
e t/s. 0<s<1,
x(t,s) = (3.60)
0, -1<s<0
ndo pertence a Cf (X), uma vez que 2£(0,-) € X.

Este fenomeno se deve ao fato de que, mesmo com dados ¢,v e f muito suaves, a solucao
correspondente x pode tornar-se singular na fronteira t = 0 ou t = T. Esta dificuldade pode
ser superada de duas maneiras distintas: ou enfraquecemos a exigéncia de regularidade sobre as
possiveis solugoes na fronteira, ou tomamos dados em espagos funcionais com peso.

Consideraremos X = LP([—1,1]) e uma fungdo mensuravel w (“funcdo peso”) definida em
[—1,1] e que nunca se anula, denotamos por X (w), X (w), e X_(w), os espacos de Banach

munidos das normas

el x ) = llwellx,  l2llxew) = vl x., (3.61)

respectivamente.
Agora, se ¢ é um multiplicador que satisfaz (3.59), hd uma relacdo entre os espagos X, X(c)

e X (%) De fato, observe que segue de (3.59) que
le(s)] > 1, se€[-1,0)U(0,1].

Se x € X(c), temos

el = / le(s)Pds = falf = / fe(s)e(a) P s < / fe(s)e(s)Pds = ol

1
|e(s)[?

Logo, X(¢) C X. Analogamente, se x € X, temos

HSEHI;((%) B /_11

Portanto, X C X (%) Valem as imersoes

P 1
ds < / la(s)[Pds = |lz]%.
—1

1

X() C X CX (1) . Xa(9 CXaCXa (1> , (3.62)

com constantes de imersao iguais a 1.

Os dois lemas apresentados abaixo sao completamente analogos ao Lema 3.1.
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Lema 3.4. Sejam X = LP([-1,1]), ¢ € X4(c), v € X_(c) e f € Cy(X(c)). Suponha que ¢
satisfaz (3.59). Entao, o problema

89(({;;, ) _ c()glt,) + f(t5), (t5) € Q.
9(0,s) = ¢(s), 0<s<l, (3.63)
9(T,s) =(s), ~1<s<0

tem uma tinica solu¢io g € CH(X). Essa solugdo € definida para quase todo (t,s) € Q por

¢
/ e(t_T)C(s)f(T, s)dr + €tc(s)¢(5)7 (0<s<1),
o) =4 I, (3.64)
et~ f(r 5)dr 4+ "Dy (s), (=1 <5< 0).
T

Prova. Basta repetir a prova do Lema 3.1. Para repetir a prova de que g € C}(X), basta

i
/

observar que

P (3.59) » _—
ds < ||f||ct(X)|t_t0| s

t
/ e(th)C(S)f(T, s)dr

to

t
/ e(th)C(S)f(T, s)dr

to

/.

Além disso, (3.59) também garante juntamente com as hipdteses sobre ¢, 1) e f que o Coroldrio ??

P (3.59) » o
ds < IFI1%, ot — tolP.

Consequentemente

P
ds < 2||f“%t(x)|t - t0|p71-

t
/ F(t,s,7)dr

to

pode ser usado para obtermos continuidade de g(t,-) em tg.
Observe que 0g/0t € Cy(X) segue das hipdteses sobre ¢, 1) e f e da estrutura de g em (3.64).
O
As afirmacoes abaixo s@o andlogas as feitas nos Lema 3.3 e no Teorema 3.1 , respectivamente,
a prova é uma consequéncia direta das imersoes (3.62).
Observe que nao podemos repetir a prova do Lema 3.3 pois usamos essencialmente o fato de

¢(s) ser limitado.

Lema 3.5. Se ¢ satisfaz (3.59), e o operador integral definido pelo nicleo k € regular em X =
L?([-1,1]), entao (3.36) € um operador limitado de LP(Q) em Cy(X).

Prova. Sendo K regular em X = LP(]—1,1]), pelo Teorema ??, K é limitado em X. Pelo
Lema 3.2, K é um operador limitado de L?(Q).

Provaremos agora que L : LP(Q) — Cy(X). Suponha que z € LP(Q) e 0 < s < 1. Sejam
t1 <t e€l0,T]. Temos

(t—1)c(s) <0, VT €[0,t] e (1 —7)e(s) <0, V7 € [0,t1]. (3.65)
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Da convexidade da funcao z? e de (3.65), segue que

1 1 t1 R D 1 o P
/ |La(t,s) — La(ty, s)|Pds gzp/ (/ (e(t_tl)c(s)—1)Kx(7,s)d7> ds+2p/ (/ K:v(7,s)|d7> ds.
0 0 0 0 t1

Isto é,

1 1,7
/ |Lx(t,s) — Lx(ty, s)|Pds < 2PTP~1 / / (et — 1)K a(r, s)|Pdrds
0 o Jo

Vot (3.66)
+ 2P (t —t)P! / / |Kx(T,s)|Pdrds.
0 t1
Analogamente, se —1 < s < 0, temos
0 1 T .
/ |La(t,s) — La(ty, s)|Pds < 2PTP~! / / |(1 — et =D K (r, s)|[Pdrds
! 00 (3.67)

1 t
+2P(t — )Pt / |K (T, s)|Pdrds.
0

t1

Como

2|f(1‘(7’ 3)| > |(€(t_t1)c(s) - 1)[%3:(77 S)l? 0<s<1
B (1 — et Ka(r,5)], —1<s<0

e f(.ﬁ(T, s) € LP(Q), pelo Corolario 2.2 ([7], p.21), podemos deduzir que Lz € C¢(X).

Com a mesma estimativa acima, prova-se que L é um operador limitado de L?(Q) em C;(X).

O

Teorema 3.7. Suponha que ¢ satisfaz (3.59), e que o operador integral definido pelo nicleo k €
reqular em X = LP([—1,1]), entdo toda solugdo de (3.28)/(5.29) resolve a equagao

x(t,s) = Lx(t,s) + g(t, s). (3.68)

Reciprocamente, toda solugdo x € Cy(X) de (3.68) é uma solugao do problema (3.28)/(3.29) e a
derivada parcial 9z /9t € Cy (X (1)).

Prova. Basta repetir a prova do Teorema 3.1. Observe que o enfraquecimento da regularidade
de 0x/0t é consequéncia de z, f € Cy(X) e da estrutura de (3.28). De fato, por (3.28) temos

| S | I

) c(-)
Das inclusdes (3.62) e de z, f € Cy(X) segue que dz/dt € Cy (X (1)).

p P

+
X

p

oz
ot

x(1) X

Com os espacos de funcao com peso, o Teorema 3.3 pode ser reescrito como segue.
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Teorema 3.8. Suponha que ¢ satisfaz (3.59), e que o operador integral definido pelo nicleo k é

reqular em X = LP([—1,1]). Assuma que
1¢o((I-A)"'B(I-D)'C), (3.69)

onde os operadores A, B,C e D foram definidos em (3.41). Entdo o operador I — L, com L dado
em (3.36), é invertivel em C¢(X). Consequentemente, o problema (3.28)/(3.29) tem solugao
tnica x € Cy(X) com 0z /0t € Cy (X (%)) para qualquer ¢ € X1, € X_ e f € Cy(X).

4 Consideracoes Finais

Os resultados de existéncia e unidade para problemas de valores de contorno que obtidos na
Subsegao 3.4 possuem varias aplicagdes. Em Maria [7], eles foram aplicados a um problema de
radiagdo modelado por uma equagao integro-diferencial do tipo Barbashin. Esta equacao foi
originalmente proposta para tratamento numérico pelo professor Ricardo Carvalho de Barros
ao seu orientando Emilio Jorge Lydia no Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Com-
putacional [6]. As funcoes or(t),o5(t) e S(t) foram consideradas constantes com respeito a
t. Consequentemente, os multiplicadores ¢ e nicleos k nado dependem de t. Em Maria [7], os

multiplicadores e nicleos sao estacionarios.
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