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C.F.Vasconcellos Introducao

Introducao

Frequentemente os Professores de Matematica do ensino médio e/ou de
5% a 8% séries sao questionados a respeito de aplicagoes de topicos , tais
como Progressoes Aritméticas e Geométricas, Logaritmo e Exponencial.
O objetivo deste livro é mostrar que o conhecimento dos assuntos supraci-
tados é fundamental para entender a maioria das operagoes financeiras
do dia a dia, realizadas no Brasil e no exterior.

O presente trabalho foi usado como texto em cursos ministrados para pro-
fessores de Matemética do ensino médio e fundamental no CEDERJ(Fun-
da-¢ado CECIERJ) e na Especializagao em Aprendizagem Matemética do
IME-UERJ.

Nos faremos uma secao com o resumo dos principais resultados referentes
aos temas acima e daremos exemplos ilustrativos. Porém, recomendamos
fortemente a leitura de textos que contenham a teoria destes topicos para
um melhor entendimento das aplicagoes dadas.

Ver, por exemplo:

e Logaritmos-Elon Lages Lima

colecao do Professor de Matematica SBM.

e Pré-Calculo-mod.1- Jorge Gémez & Maria Lucia Vilela

CEDERJ

e Pré-Calculo-mod.4- Jorge Gomez & Maria Lucia Vilela

CEDERJ

Estao propostos varios exercicios sobre todo conteido dado e muitos deles

il
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estao com respostas.
Referéncia sobre questoes juridicas, politicas e historicas de alguns as-
pectos da Matematica Financeira no mundo:

e Tabela Price- José J. Meschiatti Nogueira ed.Servanda

Outras referéncias sobre Matematica Financeira:

e Matematica Financeira - C. P. Samanez - Makron Books

e Matematica Financeira - A. Puccini - Saraiva

e Matematica Financeira - S. Hazam & J.N. Pompeu - Saraiva
e Matematica Financeira - A.L. Bruni & R.Fama - Atlas

e Matematica Financeira - J.Teixeira & S. di Pierro Netto - Makron

Books

e Progressoes e Matematica Financeira - A.C. Morgado , E. Wagner &

S. C. Zani - Col.do Prof. de Mat. SBM

Agradecemos a Professora Fernanda Gabriela dos Santos vérias sugestoes
e criticas construtivas sobre o texto.

O programa a ser seguido é o seguinte:

1- Fundamentos
2- Operacgoes com Porcentagens
3- Juros Simples

4- Descontos Simples

v



Aula 1 - Fundamentos
Os pré-requisitos basicos aconselhados para o curso sao:
e Razao e Proporcao
e Regra de Tres
e Potenciacao e Radiciacao
e Logaritmos e Exponencial
e Progressoes

1.1 Razao e Proporcao

Comparar grandezas

y z rx+y+z antecedente
a b ¢ a+b+c consequente
x estd para a assim como y esta para b.

xb = ya, "o produto dos meios € igual ao produto dos extremos.”

r Yy a+x b+y a+x b4y
— == logo = ou =
a b x Y a b

O resultado vale também para diferenca
x Yy r—a y—>
——1=%—1 ou =
a b . @ b
Para o produto, se — = J entao

a

ﬁ_l’z y?

ab  a? b
Exemplos:
1. Um aprendiz ganha R$240,00 e um profissional da mesma especiali-

dade ganha R$1.200,00. Qual é a razao entre os salarios?
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- 240 1
solucao:—— = —
1200 5

2. A soma de dois numeros é 84 e a razao entre eles é %. Determine esses
nuameros.

solugao: (1) z+y =84

(2)

Y

< |8
Sl &

3
portanto de (2) temos x = e

7
substituindo em (1) obtemos V= 84,

assimy =48 e x =36

3. Dividir R$2.400, 00 entre trés empregados, X, Ye Z, sabendo que X

trabalhou 3 anos, Y trabalhou 4 anos e Z trabalhou 5 anos.

solucao:
X_Y_Z_X+Y+Z_2.4OO_2OO
3 4 5 12 12 T
assim X = R$600,00 , Y = R$800, 00 e

Z = R$1.000, 00

4. Dividir R$2.600,00 entre X, Ye Z, pelo nimero de faltas no servico.
X teve 4 faltas Y 2 faltas e Z teve 3 faltas.

solugao: (Inversamente proporcional)
X Y Z X+Y+2Z 2600

1/4 1/2 1/3  13/12  13/12
assim, X = R$600,00 , Y = R$1.200,00 e Z = R$800, 00.

= 2.400
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1.2 Regra de Trés

O uso da regra de trés permite a comparagao de grandezas ou razoes, de

forma a constituir uma proporcao direta ou inversa.
exemplos:

5. A quantia de R$60, 00, propiciou um remuneracao mensal de R$2, 00.
Qual é a taxa percentual da remuneracao?

solucao:

60 — 100
portanto 60z = 200,

2 —=x

assim z = 0,333 = 3,33%

6. Um automoével consegue rodar 300km com um tanque de 50 litros
de gasolina. Se a capacidade do tanque fosse de 60 litros, quantos

quilometros o mesmo conseguiria rodar?

x 300 6
lugao:— = —, 1 = - = 360km.
solucao 50 50 0go X 5300 360km

7. Numa fébrica 4 operarios precisam de 24 horas para pintar um galpao.

Quantas horas levariam 6 operarios para fazer o mesmo servigo?

solucgao:
4 — 24 x
dai temos — = —
6 — 6 24

e portanto x = 246 = 16 horas

1.3 Potenciacao e Radiciagao
Alguns resultados importantes: Consideren, m € IN

3
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ocd' =1
nym nm —n 1
e (a")"=a"; a"=
a
an
e d"am=a"""; —=a""
a
n m n Iy»
e Va"=ar; Vvam™m=|-] ; a>0
a

1.4 Logaritmos e Exponencial

Se a” = b, diz-se que o logaritmo de b na base a é z, isto é log, b = z,
ondeb>0,a>0ea##1.

Por exemplo log, 16 = x, logo 2* = 16 e dai = = 4.

Propriedades dos logaritmos

1. log,1 =0
2. log,(bc) = log, b + log, ¢
b
3. log, - =log, b —log,c
c
4. log, b" = nlog, b ; log, v'b = tlog, b

T on

log, b
log.a

5. mudanca de base: log, b = ,ondeb>0,a>0,c>0e

a#1,c#1.

Quando a base ¢é igual a 10, é costume omitir este valor na notacao, i.e.

Considere a constante real e.

, 1\ 11
e=_lim (1 + —) — > — =2,7182818285...

X—-+00 X n—0 n
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Quando a base do logaritmo for representada por esta constante, este
logaritmo ¢ denominado logaritmo natural ou neperiano e denotado
por:

Inb

O uso dos logaritmos neperianos é comum em todas as calculadoras

cientificas e normal em calculos financeiros.
1.5 Progressoes

Definigao 1: Uma sequéncia de numeros reais, ¢ uma funcao cujo
dominio ¢ o conjunto IN, dos nimeros naturais e o contradominio é o
conjunto IR, dos niimeros reais.

Assim temos:

f:IN— 1R
n+— f(n)
Em geral, para cada n € IN, denota-se f(n) por a, ou x,, o qual é
também denominado o termo geral da sequéncia.

Esta definicao sera melhor compreendida através dos exemplos a seguir.

Exemplo 1. Seja f : IN — TR tal que f(n) = 2n.

Neste caso, a notagao serd a,, = 2n, n € IN ou (2n),enN.

Os elementos desta sequéncia sao:
ay=2;a,=4;a3=6;a4=8;a;=10;...;a, =2n; ...

Observe que o conjunto imagem desta funcao ¢ dado por:

{2,4,6,8,10,..}

1
Exemplo 2. Seja f(n) =a, = —, n €N
n
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Os elementos desta sequéncia sao:

] 1 1 1 1 1
=l;a==;a03==;Q1=—:;05= —;...;0, = —; ...
a D) 23 3 37 4 4,(15 57 ) n

. . ) 1 1 1
Agora o conjunto imagem é: {1, —, ,..‘,...}

2 3 n

Exemplo 3. Seja f(n) =a, =5, ne€ N
Assim, a1 =5; a0 =5;a3=5;a4=5;...;a, = 5; ...

E importante notar, que o conjunto imagem desta sequéncia ¢ o conjunto

unitario {5}.

Observagao: Nos exemplos 1 e 2 o conjunto imagem se confunde com
o conjunto dos termos da sequéncia, mas no exemplo 3 a sequéncia tem
uma infinidade de termos enquanto o conjunto imagem tem apenas um
elemento.

Segundo a definicao dada acima, considerar uma ”sequéncia finita”
equivale a tomar como dominio da funcao que define a sequéncia,
um subconjunto de IN, com uma quantidade finita de elementos. Veja

exemplo abaixo:

Exemplo 4. Seja f:{1;2;3;4;5} C IN — IR tal que f(n) =3n + 1.
Os elementos desta sequéncia finita sao:

a1 =4;ay="7;a3=10; a4 =13; a5 = 16

Ela tem 5 elementos, exatamente o nimero de elementos do subconjunto

dominio.

e Progressoes Aritméticas
Definigao 2: Progressao Aritmética é toda sequéncia onde cada termo,

a partir do segundo, é obtido pela soma do anterior com um valor cons-

6



C.F.Vasconcellos Fundamentos

tante.

Notacao: O primeiro elemento é denotado por a; e o valor constante,
que é chamado razao da P.A., é denotado por r; o termo geral (ou termo
de ordem n ou ainda n-ésimo termo) é denotado por a,. No caso de uma
P.A. finita, n representa o numero de termos e a, representa o ultimo

termo.

Como consequéncia da definicao dada acima, temos que ‘an -y = fr“

para todo n€{2;3;4;5; ...}

Vejamos alguns exemplos:

No exemplo 1 dado acima, temos a; = 2;a9 = 4;a3 = 6;a4 =
8;...;a, =2n;...
Observe que: as —a; = a3 —as = a4 — a3 = .... = a, — G,_1 = 2, para

todo n € IN. Assim, a1 =2 e r = 2.

O exemplo 3 acima é uma P.A. onde a; =5 er =0.
Exemplo 5. Considere a P.A.: 0; —3; —6; —9; .....
Neste caso, ao — a1 = .... = ay,

1
Exemplo 6. Seja a P.A.: 3

Termo Geral

Dada uma P.A. qualquer com primeirotermo a; e razao r, decorre,
da definicao que:as = a1 +7r; a3 =ay+r=a1+2r; ag=az+r =

ap +3r; a, = ap1+r=a+(n—1r; .. Assim, o Termo Geral

(termo de ordem n) de uma P.A. serd dado por: |a, =a; + (n—1)r
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Classificacao
As Progressoes Aritméticas podem ser classificadas como:

i) Crescentes: cada termo é maior que o anterior. Isto ocorre se e sé se

r > 0. (Demonstre esta afirmagao). Ver exemplos 1 e 6.

ii) Decrescentes: cada termo é menor que o anterior. Isto ocorre se e

s se 7 < 0. (Demonstre esta afirmacao). Ver exemplo 5.

iii) Constantes: cada termo ¢é igual que o anterior. Isto ocorre se e s6

se 7 =0. (Demonstre esta afirmacao). Ver exemplo 3.

Exercicios

Ex 1: Encontre o décimo termo da P.A. do exemplo 5.
Solugao: Use a férmula do Termo Geral, com n = 10. Na P.A. conside-

rada,a; =0 e r=—=3logo, ajp=a1+9r & ap=9x(-3)=-27

Ex 2: Determine uma P.A. de trés termos tais que sua soma seja 24 e
seu produto seja 440. Determine estes niimeros.

Solucgao: Usando a sugestao dada na observacao, escolha os nimeros
como:x —r;x;x+r. Logo, (x—r)+x+ (r+7r) =24 e (v —
r).x.(x+r) = 440. Da primeira equagao obtem-se x = 8. Substituindo
na segunda equacao e efetuando temos r = +3. Portanto teremos duas

Progressoes Aritméticas como resposta: 5; 8; 11 e 11;8; 5.

Ex 3: Demonstre que se ay, e a; sao dois termos quaisquer de uma P.A.

entdao: aj =ap+ (j —k).r

Ex 4: Considere a P.A. finita: ( 100, 98, 96, .... , 22) Qual o nimero de
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termos desta PA?

Ex 5: Se numa PA o quinto termo é 30 e o vigésimo termo é 60, qual a

razao? Qual é o primeiro termo?

Ex 6: As medidas dos lados de um triangulo sao expressas por: x +
1;2x; 2% —5 e estdao em P.A., nesta ordem. Calcule o perimetro do

triangulo.

Obs 2: Em toda sequéncia finita: a1; as; as; ...a,, os termos a; e
a, sao chamados extremos e os demais sao chamados de meios. Por
exemplo, na P.A. finita: 3; —5; —13; —21. os extremos sao 3 e -21
enquanto os meios sao -5 e -13.

Interpolar (ou inserir ou intercalar) k meios aritméticos entre niimeros
dados a e b significa ober uma P.A. de extremos a; =a e a, = b, com
n =k + 2 termos (explique isto!!). Para determinar os meios dessa P.A.
é necessario calcular a razao r, da seguinte maneira:

Da férmula do Termo Geral, temos: a, = a1 + (n — 1).r = b =
_b—a
Ck+1

Exemplo: Interpolar 5 meios aritméticos entre 1 e 2.

at+(k+1).r = r

Devemos formar uma P.A. de 7 termos (k = 5), onde a1 =1e a7 = 2.

2—-1 1 ,
Logo, a7 =ay +6r = T:T:a Assim, temos:
1;Z;§;9;E;E;2
6°6°6 6 6

Propriedades das Progressoes Aritméticas

pl) Em toda P.A., qualquer termo (a partir do segundo) é média a-

9
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_ (p—1 + An+1
— 5 |
Use a férmula do Termo Geral para demontrar esta propriedade.

ritmética entre seu anterior e seu posterior, isto é, |a,

p2) Em toda P.A. finita, a soma de dois termos equidistantes dos ex-
tremos é igual a soma dos extremos, isto é, se a P.A. tem n termos,

os termos equidistantes dos extremos sao da forma aj e a,_r.1 € por-

tanto: |a, + a1 =ar + ap 11 ;3 1 <k<n

Use a férmula do Termo Geral para demontrar esta propriedade.

p3) Em toda P.A. finita com nimero impar de termos, o termo central
é igual a média aritmética dos extremos, isto é, se a P.A. tem n termos
e n é impar, n pode ser escrito como n = 2k + 1. Assim, o termo cen-

tral sera ajy1 (explique isto!!). Portanto esta propriedade serd expressa
a1+ Ggk41 A1+ Ay
2 2

Demonstre esta propriedade a partir das anteriores.

por: | agy1 =

Soma dos n primeiros termos de uma P. A.

Seja uma P.A. : a1;as;a3; ... Gno1; Qn; Qpit oo A soma dos n
primeiros termos S, = a; + as + a3 + ... + a,_1 + a, , pode ser

deduzida facilmente, da aplicacao das propriedades acima e sera dada
(a1 + ap)n
— 5 |

por: |S, = > a; =
j=1

Demonstracao: Temos: S, =ay+as+ag+...+a, 1+ a,
E claro que também poderemos escrever a igualdade acima como:
S, =a,+ a1+ a,-9+ ...+ a+ a;

Somando membro a membro estas duas igualdades, vem:

10
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2S5, = (a1 +a,)+ (as+an_1)+ (a3 +a,—2)+.... + (a1 + as) + (a, + a1)
A soma acima tem n parcelas. Se n é par, temos que cada parcela entre
parénteses apresenta dois termos de ordem diferente, equidistantes dos
extremos. Se n é impar, a parcela central serd formada por dois termos
de mesma ordem, isto é, sera do tipo:

(@41 + agy1) (ver p3) e as demais serdo como no caso n par.

Logo, seja n par ou impar, pela segunda e terceira propriedades acima,
as n parcelas entre parénteses possuem o mesmo valor | sdo iguais & soma
dos termos extremos (a;+a,)], de onde concluimos que: 2 .S, = (a14a,)n
, onde n é o numero de termos considerados.

Dai entao, vem finalmente que:

Exercicios
Ex 7: Calcule a soma dos 200 primeiros niimeros impares positivos.

Solugao: Temos a P.A.: 1, 3,5, 7,9, ... Precisamos conhecer o valor de
a200 -

Mas, agp = a1 + (200 — 1).r = 1+ 199.2 = 399.

(1 + 399) 200
2

Portanto, a soma dos duzentos primeiros niimeros impares positivos é

= 40.000

LOgO, Sn = SQ()O =

igual a 40000.

Ex 8: Um ciclista percorre 20 km na primeira hora; 17 km na segunda

hora, e assim por diante, em Progressao Aritmética. Quantos quilometros

11
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percorrera em 5 horas?

Resp: 70 km

Ex 9: Qual é o nimero minimo de termos que se deve somar na P.A.
decrescente:

713

ETN PR-N , a partir do primeiro termo, para que a soma seja negativa?

Resp: n = 9.

Ex 10: Ao efetuar a soma de 50 parcelas da P.A. : 202; 206; 210; ...,

por distracao nao foi somada a 35% parcela. Qual a soma encontrada?

Ex 11: Encontre o 182 termo e a soma dos 18 primeiros termos da PA

formada por:7, 15, 23, 31, ....

solugao: r =8 ay =17

logo a1 = 7+ (17)8 = 143 e Sis = (7 + 143)9 = 1.350

Ex 12: Os valores pagos em um financiamento seguem uma PA cujo
valor inicial é R$7.000,00 e r = R$500,00. Estime o valor a ser pago na

17¢ parcela e a soma dos valores de 20 parcelas do financiamento.

solucao: a; = 7.000, 00 r = 500, 00
logo a;; = 7.000 + (16)500 = 15.000,00 e ay = 7.000 + (19)500 =
16.500, 00 portanto Sy = (7.000 + 16.500)10 = 235.000, 00

e Progressoes Geométricas

Definicao 3: Progressao Geométrica é toda sequéncia onde cada termo,
a partir do segundo, é obtido pela multiplicacao do anterior por um valor

constante.

12
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Notacao: O primeiro elemento é denotado por a; e o valor constante,
que é chamado razao da P.G., é denotado por q; o termo geral (ou
termo de ordem n ou ainda n-ésimo termo) é denotado por a,. No caso
de uma P.G. finita, n representa o nimero de termos e a, representa o

ultimo termo.

Como consequénciada definicao dada acima, temos que [a, = a—1.4]

paratodo n € {2;3;4;5; ...}
Vejamos alguns exemplos:

Dentre os exemplos de sequéncia dados no inicio deste Anexo, apenas
o exemplo 3 pode ser considerado como uma P.G. de razao ¢ = 1 e
primeiro termo a; = 5, mas este é um caso pouco interessante, ja que

todos os termos sao iguais.

Exemplo 7. Considere a P.G.: 1; —=3;9; =27, .....

Nestecaso,%:%:...: n =...=—-3=4¢q. Logo, a1 =1 e q=
ay as Qp—1
—3.
1 1 3 9 1 3
Exemplo 8. Seja a P.G.: §;§;Z;§, ..... Temos alzgeq:i

Termo Geral
Dada uma P.G. qualquer com primeirotermo a; e razao ¢, decorre
da definicio que:ay = a1.q ; a3 = a3.q¢ = a1.¢> ; a4y = a3.q =

ar.q¢> ;oo Cay = Ano1.q = a;.q" Y L Assim, o Termo Geral

n—1)

(termo de ordem n) de uma P.G. serd dado por: |a, = a; . ¢'

Classificagao

13
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As Progressoes Geométricas podem ser classificadas como:

i) Crescentes: cada termo é maior que o anterior. Isto ocorre, por
exem-plo, quando ¢ > 1 e a; > 0. Discuta se existem outras condicoes

em que uma P.G. pode ser crescente.

ii) Decrescentes: cada termo é menor que o anterior. Isto ocorre,
por exemplo, quando 0 < ¢ < 1 e a; > 0. Discuta se existem outras

condigoes em que uma P.G. pode ser decrescente.

iii) Constantes: cada termo é igual que o anterior. Isto ocorrese ¢ = 1.
(Demonstre esta afirmagao). Observe que o caso ¢ = 0 pode ser conside-
rado (ou nao, depende do texto em uso) como uma P.G., mas neste caso,
todos os termos, a partir do segundo, serao nulos. O mesmo acontece se

a1:0.

iv) Oscilantes: dois termos consecutivos sempre terao sinais opostos.

Isto ocorre quando ¢ < 0. (Demonstre esta afirmagao). Veja expl 7.

Propriedades das Progressoes Geométricas

pl) Em toda P.G., qualquer termo (a partir do segundo) é média geomé-

trica entre seu anterior e seu posterior, isto é, [an]2 =Qp_1-0pil

Use a féormula do Termo Geral para demontrar esta propriedade.

p2) Em toda P.G. finita, o produto de dois termos equidistantes dos
extremos é constante, isto é, se a P.G. tem n termos, os termos equidis-

tantes dos extremos sao da forma ay e a,_ ;.1 e portanto:

n—1

_ — 12
Ap. Q1 = A2 .Ap1 = ... = A . k1 = |a1]° . q

Use a féormula do Termo Geral para demontrar esta propriedade.

14
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Soma dos n primeiros termos de uma P. G.

Sejauma P.G. : ay; a9;a3; ... Qn_1; Qn; Qi oo , de razao q.

A soma dos n primeiros termos desta P.G. é dada por:
1 _ 4N
Sp=%]40a; = 1_qq, seq#1

Demonstracao: Considere g # 1.
Sp=a1+aq+ aq’ +..a1¢"" e ¢Sy = arg + a1g’ + a@’ + ... + arg”

Subtraindo as duas expressoes temos:

(1—-¢)S, =a; —a1q" = a1(1 — ¢") e portanto obtemos |S,, = a4

Obs 3: No caso de ¢ = 1 a P.G. torna-se constante e a soma S,, = n - a;

Exercicios

Ex 13: Dadaa P.G.: 2;4; 8; ...., pede-se calcular o décimo termo.

- 4 8
Solucao: Temos: a1 = 2, ¢g = g==~= 2. Para calcular o
décimo termo, ou seja a1 , conclui-se pela férmula: ag = a;.¢° = 2.2° =

2 x 512 =1024.

Ex 14: Demonstre que se aj e a; sao dois termos quaisquer de uma
P.G.

entdo: a; = ay,.qV % ; ¢#0

Ex 15: Sabe-se que o quarto termo de uma PG crescente ¢ igual a 20 e
o oitavo termo € igual a 320. Qual a razao desta PG?

Solugao: Temos ay = 20 e ag = 320. Logo, do ex 14, podemos es-
crever: ag = a4.¢> % Dai, vem: 320 = 20.¢* Entao ¢* = 16 e por-

tanto ¢ = 2. Como a P.G. é crescente devemos ter a razao positiva. So6

15



Cadernos do IME — Série Matematica Vol. 22/Vol. 4 (2010)

resta entao, escolher: ¢ = 2. Observe que se escolhermos a razao nega-

tiva, a P.G. serd oscilante.

Ex 16: Os numeros que expressam os angulos de um quadrilatero, estao
em progressao geométrica de razao 2. Qual a medida dos angulos deste

quadrilatero? Resp: O menor angulo mede 48°

Ex 17: Uma jovem seria contratada como vendedora para trabalhar de
segunda a sdbado nas duas ultimas semanas que antecederiam o Natal.
O dono da loja ofereceu R$1,00 pelo primeiro dia de trabalho e nos dias
seguintes o dobro do que ela recebera no dia anterior. A jovem achou
a proposta humilhante. Recusou o trabalho. Se ela tivesse aceitado a
proposta, quanto teria recebido pelos 12 dias de trabalho?

Resp: R$4.095, 00.

16



Aula 2 - Operagoes com Porcentagens

Calcular p% de um valor C' significa multiplicé-lo pela razao %

Exemplos:

1. Calcule 23% de 150.

23
solugao: 23% = 100 = 0,23, portanto 23% de 150 ¢ igual a:
23 X 150 = 0,23 x 150 = 34,5
100 o Y

3
2. Escreva = sobre forma porcentual.

3 6 60
lugao: — = = — = — = 60%
solugao: — 0,6¢0,6 0~ 100 0

3. Um vendedor ganha uma comissao de 3,5% sobre as vendas. Tendo

vendido, no més, um total de R$600.000, 00, quanto tera de saldrio?

solucao: % x 600.000 = 0, 035 x 600.000 = R$21.000, 00.

Observagao 1: Acrescentar p% a um valor C' ¢é adicionar aC' a parcela

L C. Isto é, a nova quantidade sera: C' + NN Cc=C <1 -+ P )

100 100 100

O que equivale a multiplicar o valor C' pelo fator de correcao <1 + %)

4. Um automoével foi comprado por R$15.000, 00. Por quanto devera ser

vendido para permitir um ganho de 25%7?

25 25
solucao: M = 15.000 + 15.000m = 15.000 (1 + m) , € portanto

M = 15.000(1, 25) = R$18.750, 00.
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5. Uma loja gostaria de aumentar o preco em 45%. Qual o fator de

correcao do preco atual?
solugao: Se P é o preco atual, entdao o preco aumentado em 45% seria:

45
P+ mP = (1,45)P portanto temos que 1,45 é o fator de corregao do

preco atual.

6. Uma pessoa comprou um artigo por R$130,00 e o revendeu por
R$170,00. Qual foi o porcentual de aumento de preco ou lucro desta

pessoa?’

solucao: Se a pessoa comprou por R$ 130, 00 e o revendeu por R$ 170, 00.
O aumento de preco ou lucro da pessoa foi de 170,00 — 130, 00 = 40, 00.
Para saber o porcentual de correcao p% de R$ 130,00 que corresponde
a R$ 40,00, fazemos o seguinte:

p

D 4
P 130 = 40logo L = = . 30,77
100 * %% Jo0 " 13 P

7. Um imével foi adquirido por R$500.000, 00; de impostos foram pa-
gos R$12.000, 00; ao corretor coube 2% de comissao e ainda foram feitas
benfeitorias no valor de R$50.000,00. Por quanto deve ser vendido para

que haja um lucro de 30% sobre o investimento inicial?

solugao: Seja C' o investimento inicial e M o lucro sobre o investimento.
Entao, C' = 500.000 + 12.000 + (0, 02)500.000 + 50.000 = R$572.000, 00.
Assim, M = C + 0,30C = C(1,30) = R$743.600, 00.

18
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Observacao 2: Reduzir um valor C' de p% significa diminuir de C'a parcela

L C. Isto é, a nova quantidade sera: C' — L Cc=C (1 _ P )

100 100 100
O que equivale a multiplicar o valor C' pelo fator de reducao (1 — %)

8. Um determinado produto tem seu valor reduzido em 15%. Sabendo-se
que seu preco inicial era R$180, 00, calcule seu novo valor.

solugao: C' = R$180,00 ¢ p = 15%, entdo o fator de reducao é:

15
l1-——=1-0,15=0,85.
100 ’ ’

Portanto o novo prego: 180(0,85) = R$ 153,00

9. Uma loja vende determinado produto, a vista por R$1.000,00,e¢ a
prazo por R$1.200,00. Qual o porcentual de desconto ou reducao dada

pela loja para quem compra a vista?

solugao: Se p% é o porcentual de reducao, entao o fator de reducao é

dado por 1 — % “logo 1.200, 00 (1 - %) — 1.000,00 e portanto
P 200

P ~16,66

100 ~ 1200 P = 16:66%

Observagao 3: O fator acumulado de correcao é o produto dos fatores de

correcao. Assim, por exemplo, se um preco foi reajustado primeiro por um

porcentual p; em um certo periodo, para em outro periodo ser reajustado

por um porcentual p, e em seguida por um porcentual ps, teremos o fator
P1 D2 P3

acumulado sendo igual a: f, ( + 100) ( + 100) ( + 100)
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10. A inflacao em certo trimestre foi de 6%, 8% e 10% ao més, respecti-

vamente, qual a inflacao acumulada no periodo?

solugao: O fator acumulado sera: f, = (1 +0,06)(1 4 0,08)(1+0,1) =
1, 25928, portanto o indice de inflacao sera: f, —1 = 25,928%.

11. Um preco tem reajuste acumulado em um bimestre de 38%. Se no

primeiro més o aumento foi de 20%, qual foi 0 aumento do segundo més?

solugao: Usando fatores de corregao
no primeiro mes o fator é (1 + 0, 2)
no segundo mes o fator é f.

O fator acumulado ¢ (1 + 0, 38)

1,38

1,2

Assim, o porcentual de aumento do segundo més foi de 15%.

logo, 1,38 =12 x f = f = =1, 15.

20



Aula 3 - Juros Simples

3.1 Definicoes Basicas
Capital(C)

Qualquer valor monetario que uma pessoa (fisica ou juridica) empresta
para outra durante certo tempo. Também chamado Valor Presente ou

Atual.
Juro (J)

Remuneracao oriunda do empréstimo de capital, uma vez que o empresta-
dor deixa de usar o valor emprestado (Capital) durante certo tempo e,
também em funcao da perda do poder aquisitivo do dinheiro pela in-
flagdo. (Também chamado o custo do empréstimo para o tomador ou a

remuneracgao para o emprestador).
Montante (M)

E o resultado da aplicacao do capital . Representa a soma do capital
(C) com os juros (J) capitalizados durante um certo periodo de tempo.

Também denominado Valor Futuro.
Taxa de Juros (i)

Os Juros sao fixados por meio de uma taxa porcentual sobre o capital.

, : : . |
Esta taxa porcentual é a taxa de crescimento do capital, ou seja, ¢ = ok

e sera sempre referida ao periodo da operacao.
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Regimes de Capitalizagao

Quando um capital é aplicado por varios periodos (meses, anos, trimestres
e etc) a uma certa taxa por periodo, o montante pode crescer de acordo

com dois regimes de capitalizagao:
e capitalizagao simples ou juros simples

e capitalizagao composta ou juros compostos

No regime de juros simples apenas o capital inicial (também chamado
de principal) rende juros. O juro gerado em cada periodo é constante
e igual ao capital vezes a taxa. Nesse regime nao se somam o0s juros
do periodo ao capital inicial para o calculo de novos juros nos periodos

seguintes. Forma-se uma P.A. cujo o primeiro termo é C e a razao é Ci.

No regime de juros compostos somam-se os juros do periodo ao capital
para céalculo de novos juros nos periodos seguintes. Forma-se uma P.G.

cujo primeiro termo é C e a razao é 1-+i.

E usual considerar as seguintes notacgoes para designar uma taxa de juros
durante certo periodo de tempo:

1% a.m. significa uma taxa de 1% ao més

i% a.a. significa uma taxa de 1% ao ano

1% a.t. significa uma taxa de 1% ao trimestre

1% a.s. significa uma taxa de i% ao semestre

De uma maneira geral 1% a.p. significa uma taxa de 1% ao perfodo.
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3.2 Capitalizacao Simples ou Juros Simples

Considere um Capital (C) aplicado a juros simples a taxa i% durante n
perfodos de tempo. O juro (J), constante em cada perfodo, é[J = Ci.

Logo, o montante apds o primeiro periodo, serd C' 4+ C'7, no segundo
periodo, o montante serd (C' + Ci) + Ci = C' + 2Ci = C(1 + 2i) e assim
sucessivamente. Este processo caracteriza uma P.A. cujo primeiro termo
é C' e arazao é J = ('i. Portanto o montante (M) ao fim de n periodos

sera:

M = C(1+ ni)

Obs.: Na féormula acima é necessario que n e ¢ sejam expressos numa
mesma unidade. Por exemplo, se a taxa i% é ao més, entao o periodo

n devera ser expresso em meses.

Exemplos:

1. Quais sao os juros produzidos por R$152,00 em 4 meses a taxa de 2%

a.m.?
solugao: C'= R$152,00 n = 4 meses e i = 0, 02.
Entio J = Cni = 152(0,08) = R$12, 16.

2. Um capital de R$7.000, 00 é aplicado a juros simples, durante 1 ano e

meio, a taxa de 8% a.s.. Obtenha os juros e o montante.
solugao: J = 7.000(0,08)3 = R$1.680, 00

M =7.000 + 1.680 = R$8.680, 00.
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3. Por quantos meses um capital deve ficar aplicado, a razao de 3% a.m.

de modo a propiciar 15% de juros?
solugao: 0,15C = 0,03Cn logo n = 5 meses.

4. Um capital de R$5.000,00 ¢é emprestado por um meés a taxa de

2%a.m.. Qual o valor do juro e do montante?

solugao: J = 5.000(0,02) = R$100, 00
M = 5.000 + 100 = R$5.100, 00

5. Um capital de R$12.000, 00 foi aplicado durante 3 meses gerando um

montante de R$12.540,00. Qual a taxa de juros no trimestre?

solugao: C' = R$12.000,00e M = R$12.540,00

M=C+J=C(1+1)

..M 12.540
assim?=— —1=

C ~12.000

—1=4,5%a.t.

6. Um titulo governamental cujo valor de resgate daqui a 42 dias é
R$50.000, 00 foi adquirido hoje por R$48.850,00. Qual a taxa de rendi-
mento do papel no periodo?

50.000
lucao: 1= ———1 dai? = 235 =2 ..
solucao: 7 13850 al i = 0,0235 ,35% a.p

7. Um banco anuncia:” aplique R$666, 67 hoje e receba R$1.000, 00 daqui
a um ano”.Qual a taxa anual de juros paga pelo banco?

1.000
666,67

solugao: i = —1=0,4999 e portanto ¢ = 50% a.a..
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8. Uma aplicacao financeira tem prazo de 5 meses e rende juros simples
a taxa de 22% a.a. e paga L.R. igual 20% do juro; o imposto é pago no
resgate.

a) Qual o montante liquido (M) de uma aplicacao de R$8.000, 007

(M; =M — IR)

b) Qual o capital que deve ser aplicado para obter um M; = R$9.500, 007

solugao: a)M; = C+J—-IR=C+J—-0,2J = C + 0,8/, como
)
J = 8.000(0, 22)5 = R$733, 33, obtemos:

M; = 8.000 + 0,8(733,33) = R$8.586, 66
b) R$9.500,00=M — IR =C+0,8J , dai
5
9.500 = C' + 0,8C(0, ZQ)E = 1,0733C, assim C' = R$8.851,21

9. Um artigo de preco a vista igual a R$ 700,00 pode ser adquirido com
entrada de 20% mais um pagamento para 45 dias. Se o vendedor cobra
juros simples de 8% a.m.,qual o valor do pagamento devido? Qual o valor

do artigo a prazo?

solucao: valor a vista: R$ 700,00 entrada: 20% de 700 = R$ 140, 00
valor a financiar: 700 — 140 = R$ 560, 00 (diferenga entre o valor a vista
e a entrada).

R$ 560, 00 financiados por 45 dias = g—g =1,5meses a 1 = 8% a.m..

O valor do pagamento devido: 560,00(1 + 1,5 x 0,08) = R$ 627,20

O valor do artigo a prazo: R$ 140,00 + R$ 627,20 = R$ 767, 20.

3.3 Taxas Proporcionais e Equivalentes
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Duas taxas de juros i, e 15, referidas respectivamente aos periodos n, e
ny, sao ditas proporcionais quando a razao entre elas é igual a razao
dos periodos aos quais elas se referem:

e Mg

i
Duas taxas de juros i, e 1;, referidas respectivamente aos periodos n,
e ny sao ditas equivalentes, quando aplicadas sobre o mesmo capital

durante um mesmo prazo n produzem os mesmos juros.

.n .n 7;a Ng
Como J,=Ciy— , J,=Cip— e J,=J,, obtemos: — =—
Nng ny 1y ny

Observagao: No regime de capitalizacao simples (juros simples) os

conceitos de taxas proporcionais e taxas equivalentes sao coincidentes.

Exemplos:
10. Qual a taxa mensal equivalente a 9% a.t.?

solucao: i, =7 i, =9% mn, =1 més n, = 3 meses. Assim, 7, = 2 =

3
3%

11. Determine as taxas semestral e anual proporcionais a taxa de juros

simples de 3% a.m.

solugao: iy = 3(6) = 18% a.s. e i, =3(12) = 36% a.a.
12. Determine a taxa de juros simples anual equivalente as seguintes
taxas:

a)2,5% a.m. b)56% ao quadrimestre c¢) 32, 5% para cinco meses.

solugao: a) 12 x 2,5 = 30% a.a.
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b) 56 x 3 = 168% a.a.

12
) 32,5 x 5= 78% a.a.

3.4 Juro exato e Juro comercial

Algumas operagoes financeiras ocorrem por um ou alguns dias apenas.
Nesses casos utiliza-se a taxa diaria equivalente, cujo calculo pode ser

feito segundo duas convencoes;

1. utilizando o ano com 365 dias (ou 366 dias) e cada més com seu

nimero real de dias (Juros Exatos)

2. utilizando o ano comercial de 360 dias e o més comercial de 30 dias.

(Juros Comerciais)

Exemplos:

13. Um capital de R$5.000,00 foi aplicado por 42 dias a taxa de 30%
a.a. no regime de juros simples. Calcule os Juros Exatos e os Juros

Comerciais.

0,3
solugao: J, = 5.000 3,6542 = R$172,60 (juros exatos)

J. = 5.000 gé?)ZlQ = R$175,00 (juros comerciais)

14. A qual taxa mensal devo aplicar um capital de modo a triplica-lo ao

final de 3 anos?

solugao: M = C(1+ ni), logo 3C = C(1 + ni) assim, 3 = 1+ 36¢ e
portanto i = 5,55%

15. Uma geladeira é vendida a vista por R$1.000, 00 ou em duas parce-
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las, sendo a primeira como entrada de R$200, 00 e a segunda, dois meses
ap6s, no valor de R$880,00. Qual a taxa mensal de juros simples uti-

lizada? (BB-98)

solugao: Deveria pagar 1.000—200 = R$800, 00, entao 830 = 800(1+21),

logo i = 5%

16. Uma pessoa tem uma divida de R$11.000,00 a ser paga daqui a 5
meses. Se ela aplicar seu dinheiro hoje, a juros simples e a taxa de 2%
a.m., quanto precisara aplicar para poder pagar a divida no seu venci-

mento?

solugao: C' +0,02(5)C = R$11.000, 00
logo C' = R$10.000, 00

3.5 Valor Nominal e Valor Presente

Em situacoes como no exemplo 16, costuma-se denominar o valor da
divida na data de seu vencimento de valor nominal (N).

Ao valor aplicado a juros simples numa data anterior até a data do venci-
mento (e que proporcione um montante igual ao valor da divida) de valor
atual ou valor presente (V).

Assim [N =V (1 +in)
No caso do exemplo 16 N = R$11.000,00, i = 2% a.m. e n = 5 meses.
Portanto, 11.000,00 = 1,1V ou V = R$10.000, 00.

3.6 Operacgoes de curto prazo - "hot money”
Operagoes de empréstimos de curtissimo prazo (normalmente por um

dia 1til) por instituigoes financeiras a empresas (uma justificativa seria
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necessidade momentanea de caixa).
O critério de calculo é de capitalizacao simples com juros comerciais,

sendo as taxas dadas em termos mensais.

Importante: | A CPMF (atualmente 0,38%) incide sobre cada pagamento.

Exemplo:

17. Uma empresa recebeu um empréstimo tipo "hot money” no valor de
R$500.000, 00 & taxa de 6% a.m. pelo prazo de um dia. No dia seguinte,
sem condicoes de pagar o montante, a empresa solicitou renovacao por
mais um dia. Sabendo-se que a renovacao foi feita a taxa de 7%a.m..
Qual é o montante ao fim dos 2 dias e a taxa efetiva de juros no periodo
considerado?

solugao: J = Cn

1% dia J = 500.000, 000:;86

= 1.000, 00, logo M; = R$501.000, 00

2¢ dia J = 501.000, 000;387

= 1.169, 00, assim M, = R$502.169,00 e

Juros Pagos no periodo J = R$2.169, 00

M
Taxa efetiva de Juros no periodo 7 = voin 1
502.169
= — 1 — 4 . .
"~ 500.000 0,4338%a.p

CPMF: 0,0038(501.000) 4 0, 0038(502.169) = R$3.812, 04

CPMF no periodo maior que o juros total pago
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Aula 4 - Descontos Simples

O desconto, primeiramente, estd associado com o abatimento dado a
um valor monetario em determinadas situacoes de compra e venda. No
comér-cio ¢ comum o vendedor oferecer desconto por pagamento a vista
ou se a compra é feita em grande quantidade.

Outra situacao envolvendo desconto ocorre quando uma empresa vende
um produto a prazo; neste caso, o vendedor emite uma duplicata que
lhe dara o direito de receber do comprador, em data estipulada, o valor
combinado. E comum o vendedor ir a um banco e efetuar o desconto
da duplicata. Isto é, o vendedor cede ao banco o direito de receber a
duplicata e em troca recebe antecipadamente o valor desta, descontados,
naturalmente, as taxas e juros bancarios.

De modo semelhante, uma empresa pode descontar notas promissorias
num banco. As notas promissorias podem ser usadas entre pessoas fisicas
ou entre instituicoes financeiras. Consiste em titulo de crédito que corres-
ponde a uma promessa de pagamento do devedor para o credor, nela vao
especificados valor nominal, data de vencimento do titulo e a assinatura
do devedor.

As operagoes com desconto (de duplicatas e notas promissérias), possuem
um sistema de calculo bem caracterizado, denominado:

desconto comercial ou bancario, também conhecido como desconto
por fora.

Indicamos por N e denominamos de valor nominal ou de face o valor do

titulo a ser descontado.
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Tomamos como n o prazo até o vencimento do titulo (prazo de ante-
cipagdo) e d a taxa de desconto, utilizada na operac¢ao (em porcentagem
por periodo).

Portanto, o desconto comercial ou bancério ( desconto por fora) é dado

por:

Chamamos de valor descontado ou valor liquido do titulo ou ainda valor

atual comercial ao seguinte:

V=N D

Observagao: No desconto comercial (desconto por fora) a taxa de

juros simples incide sempre sobre o valor nominal V.

Exemplos:
1. Uma duplicata cujo valor de face ¢ R$500,00 foi resgatada 3 meses
antes do vencimento através do desconto bancdrio, a taxa de 28% a.a..

Qual o valor do desconto?

solucao: N =500, n=3m. ed =0,28

1
portanto D = 500(0,28) | = 35,00

2. Uma duplicata de R$18.000, 00 foi descontada 2 meses antes do venci-
mento a uma taxa de 2, 5%a.m., obtenha
a) o desconto D

b) o valor liquido recebido V;

2,5
solugdo: a) D = 18.000 (1(’)()) 2 =900, 00
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b)Vy; = 18.000 — 900 = R$17.100, 00

Observe que ao aplicarmos o valor liquido recebido V;, a juros simples,

nas condicoes do desconto obtemos: 17.100 (1 + 2 X i’)g) = 17.955, que
nao corresponde ao valor nominal do titulo.

Para alcancar o valor nominal, deveriamos aplicar o valor liquido a uma
taxa maior que a taxa de desconto de2, 5% a.m.. A esta tal taxa denomi-
namos taxa efetiva da operacao de desconto comercial. Ela pode ser

calculada do seguinte modo:
18.000

17.100

De uma forma geral podemos definir a taxa efetiva i da operacao por:

N = Vg(1 4 ni)

18.000 = 17.100(1 + 2i), assim 2i = lel|li=2,63% am.

3. Uma promisséria de R$12.000, 00 foi descontada num banco 42 dias
antes do vencimento, a uma taxa de desconto comercial de 2% a.m..

a) Qual o desconto?

b) Qual o valor liquido recebido pela empresa, sabendo-se que o banco
cobrou uma taxa de servico de 0,5% do valor da promisséria, pago no
dia que a empresa a descontou?

¢) Qual a taxa efetiva de juros da operagao no periodo?

solucao:

42
a) D = 12.000(0,02) 55 = R$336,00

0,5
b) taxa de servigo 12.0001(’)0 = R$60, 00

Portanto V; = 12.000 — (336 + 60) = R$11.604, 00
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0 i 12.000
©11.604

—1=13,41% a.p.

4. Ao descontar uma duplicata com prazo de 72 dias até o vencimento,
um banco pretende ganhar uma taxa de juros de 6% no periodo. Qual a
taxa de desconto mensal que devera cobrar?

solugao:N = V(1 +in) =Vy(1+0,06 x 1) = V; = liOG

N
Como D:an:N—V[i:N——:N<O’O6>

1,06 1,06
b _V(Cw)
temos d = = ’ = 2,36% a.m.
nN (72)
N (L=
30

4.1 Relagao entre taxa de desconto comercial e taxa efetiva de

juros

Podemos observar que se a taxa de desconto comercial d e a taxa efetiva
1 estiverem na mesma unidade de tempo e se n, o prazo de vencimento do
titulo estiver na mesma unidade de tempo de d e i, obtemos uma relacao
entre a taxa efetiva de juros e a taxa de desconto. De fato, usando
que N = Vy(1 4+ ni), D = Ndn e V;j = N — D chegaremos a seguinte

relagao: (comprove)

4.2 Desconto racional ou desconto por dentro

Neste caso, a taxa de juros simples sempre incide sobre o valor presente
ou valor liquido liberado na data do desconto, assim a situacao ¢ exata-

mente um processo de capitalizacao em juros simples, isto é, consider-
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amos o valor liquido ou atual V, como capital inicial e o valor nominal N

N

14+ni
onde irepresenta a taxa de juros simples e n é o prazo a decorrer até o

(sempre um dado conhecido) como montante, portanto |V,

)

vencimento do titulo de valor N.
Como o desconto é dado por D, = N—V,., podemos provar que .

Exemplos:

5. Uma nota promisséria com valor nominal igual a R$7.200,00 e
com vencimento programado para daqui a oito meses e meio foi des-
contada hoje no banco. Sabendo que o desconto sofrido foi igual a

R$ 480,00, calcule a taxa mensal efetiva da operacao.

solucao: Supondo desconto racional D, = 480,00 e valor nominal
N = 17.200, 00, entao obtemos V, = N — D, = 6.720, 00.
Assim, 7.200 = 6.720,00(1 + 8, 57) e portanto i = 0,8403% a.m..

6. Determinar o valor do desconto simples de um titulo de R$ 1.000, 00,
com vencimento para 60 dias, sabendo-se que a taxa de desconto (por

dentro) é de 1,2% a.m..

solugao: N = 1.000 , n = 60dias, com taxa de juros i = 1,2%.

Para calcular o desconto D, precisamos primeiro calcular o valor atual V.

N ) 1.000
- e assim V, =
1 +ni 1+2(0,012)

n = 60 o que equivale a 2 meses comerciais.

Sabemos que V, = = 976,56, pois

Portanto D, = N — V,, = 1.000 — 976, 56 = R$ 23, 44.
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7. Determinar o valor da taxa mensal de desconto ”"por dentro” usada
numa operacao de desconto de 60 dias de um titulo cujo valor de resgate

¢ R$10.000, 00 e cujo valor principal é R$9.750, 00.

solugao: Temos N = R$10.000,00, V, = R$9.750,00 e o periodo

n = 60dias = 2 meses, portanto para determinar a taxa mensal i,
: N ... 10.000 .
conside-ramos V. = -eassim2i = ————1elogoi = 1,282% a.m..
+ ne 9.750

8. Uma duplicata foi descontada 105 dias antes do seu vencimento por
R$2.000,00 a uma taxa simples de 6 % a.m.. Nas modalidades de des-
conto comercial e racional, calcular o valor nominal do titulo e a taxa

efetiva mensal.
solugao: a) desconto comercial

105 )
30

Sabemos que V; =N — D = N(1 — dn), logo 2.000 = N <1 — —0,06
assim N = R$2.531,65.

1
A taxa efetiva é dada por N = V(1 + ni), isto é: 2.531,65 = 2.000 (1 + %2),

logo i = 7,5949 % a.m.

b) desconto racional

105
Sabemos que N = V,.(1 + ni), portanto N = 2.000 (1 + %O, ()6), assim

N = R$2.420,00

a taxa efetiva neste caso é sempre a taxa de desconto 6 %.

4.3 Operagao com um conjunto de titulos (borderd)

No caso de um conjunto de duplicatas (borderd) o valor atual ou valor

liquido é a soma dos valores atuais de cada titulo.
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exemplo:
9. Uma empresa apresenta o borderd de duplicatas abaixo para serem
descontadas num banco a taxa comercial de 2% a.m. Qual o valor liquido

recebido pela empresa?

Duplicata | Valor(R$) | Vencimento
A 20.000, 00 30 dias
B 40.000, 00 65 dias
C 80.000, 00 82 dias
solucgao:

O valor liquido total ¢ Vj = Vy+Vp+Ve, onde V; = N;—D;, j=A,B,C
O total do borderd6 é N = Ny + Np + Nc = R$140.000, 00
D4 = 20.000(0,02) = R$400, 00,

Vi = R$19.600, 00

65
Dp = 40.000(0, 02)% = R$1.733, 33,
Vi = R$38.266, 67

82
D¢ = 80.000(0, 02)% = R$4.373, 33,

Ve = R$75.626,67
Portanto V; = R$133.493,34 ¢ D = R$6.506, 66

Onde D é a soma total dos descontos.

Agora, consideremos N, j = 1,2, 3, .., k, valores nominais de k titulos,
com prazos respectivamente iguais a nj, j = 1,2,3, ..., k e taxas de des-

conto comercial d;,j =1,2,3,....k .
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Vamos determinar o prazo médio n do conjunto de titulos acima.
O que desejamos é que a soma total dos descontos D, seja igual para

o prazo médiom. Assim, escrevendo sob forma de equacao, temos:

k k
(Z dej> n= (Z dijnj) =D
=1 =1

portanto podemos deduzir que:

Nidini + Nodone + ... + Npdpny
Nidy + Nody + ... + Nid;.

n =

Definimos 7 como sendo a média ponderada dos prazos dos titulos com
0s pesos iguais aos valores nominais de cada titulo vezes sua taxa de

desconto .

Considerando o exemplo 9 o prazo médio é dado por:

(20.000)30 + (40.000)65 + (80.000)82
140.000

n =

isto é&: m = 69, 71dias

Como i = 2%a.m. e N = R$140.000, 00 ; temos:
69, 71
30

D =

(140.000)0, 02 = R$6.506, 27.(compare com valor de D acima)
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Aula 5 - Juros Compostos

5.1 Definicao e Exemplos

Consideremos um capital(C) aplicado a juros compostos, a taxa de %
ao periodo, durante n periodos.

O montante (M) no primeiro periodo sera dado por: M; = C(1+1) ,
no segundo periodo o montante (Ms) serd igual a M;(1 + i) e portanto
My =C(1+14)>

Podemos observar, que neste caso formamos uma P.G. de razao r =

(1 + 1), entdo podemos deduzir que o montante no fim de n periodos de

tempo sera: | M = C(1+14)"

Onde o termo |(1 +14)"| é denominado fator de acumulacao de capital

para pagamento Unico.

Obs.: Na formula acima é necessario que n e i sejam expressos numa

mesma unidade. Por exemplo, se a taxa 1% é ao més, entao o periodo

n devera ser expresso em meses.

Exemplos:

1. Aplicar R$500,00 & 4% a.m. no regime de juros compostos durante 4
meses.

solugao: Neste caso, a taxa de juros é i = 4%a.m., o periodo n = 4 meses
e o capital C' = 500, 00, assim obtemos:

M = 500(1 +0,04)* = R$584,93

2. Aplicou-se em uma caderneta durante 4 meses a taxa de 8% a.m.

Calcule o fator de acumulacao de capital.
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solugao: Neste caso como i = 8% e n = 4 meses, temos:
(14 0,08)* = (1,08)* = 1, 3605

3. Por quantos meses deve ficar aplicado um capital de R$850,00 , a

uma taxa de 3%a.m., para se obter um juros de R$260, 007

solugao: Sabemos que J = M —C portanto M = 2604850 = R$1110, 00,

daf 1110 = 850(1,03)" e usando logaritmo natural temos:
~ In(1,305882)
~ In(1,03)

= 9,03 e assim obtemos 10 meses aplicados.

4. Um capital de R$2.500, 00 aplicado a juros compostos durante 4 meses
produziu um montante de R$3.500,00. Qual a taxa mensal de juros?
solugao: 3500 = 2500(1 + 4)?, dai

1,4 = (1+1i)* e portanto /1,4 = (1 + ).

Assim, i = 1,0878 — 1 = 8, 78%a.m.

5. Uma duplicata de R$6.000,00 foi descontada num banco a taxa de
desconto simples comercial de 2% a.m., 4 meses antes do vencimento.
a) Qual o valor liquido da duplicata?

b) Qual a taxa mensal de juros compostos da operac¢ao?

solugao: O valor nominal N = R$6.000, 00, o prazo de vencimento n = 4
meses e a taxa de desconto d = 2%a.m.. Portanto o desconto comercial
é dado por:

D =6.000(0,02)4 = R$480, 00

e o valor liquido do titulo é:

Vi= N — D =6.000 — 480 = R$5.520, 00
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i 20,0211 ou ¢ = 2,11% a.m.

N = Vy(1 +i)* isto é:

5.2 Periodos nao inteiros

Na formula do montante em juros compostos, podemos considerar o
prazon

um ndmero nao inteiro, neste caso existem duas maneiras de se calcular

o montante, pela convencao exponencial ou pela convencao linear.

Na convencao exponencial, o montante é calculado por todo prazo em

juros compostos.

Na convengao linear, calculamos o montante a juros compostos durante
a parte inteira do prazo e sobre o montante obtido aplicamos juros simples

durante a parte nao inteira do periodo.

Exemplo:

6. Uma empresa fez um empréstimo de R$1.000, 00 para pagamento em
3,5 meses. O banco cobrou juros compostos a uma taxa de 8% a.m.

Qual o montante obtido pelo banco?
a) Pela convengao exponencial

b) Pela convencao linear

solucao:

a) Convengao exponencial

n = 3,5, dai M = 1.000(1,08)" = R$1.309, 13

b) Convengao linear
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My = 1.000(1,08)% = R$1.259, 71

M = My + M;(0,08)0,5 = M;(1+ 0,08 x 0,5) = R$1.310, 10
Observacgao: Pelo exemplo acima notamos que o montante obtido pela
convencao exponencial é menor que o obtido pela convencao linear. De
uma maneira geral sempre é verdade que montante obtido na convengao
exponencial é menor do que o obtido na convencao linear, de fato em
periodos de tempo fracionarios os juros simples sao maiores que o juros

compostos. Observe o grafico abaixo.

A Montante .n
Composto: M =C (1 +1)

Simples: M=C +niC

Tempo

5.3 Taxa Nominal e Taxa Efetiva

Uma taxa de juros ¢ dita nominal, quando esta definida em um periodo
de tempo diferente do periodo de capitalizacao.

A taxa proporcional a taxa nominal no periodo de capitalizacao é denomi-
nada taxa de juros efetiva.

Consideremos o exemplo abaixo como ilustracao.

7. Um capital de R$1.000, 00 foi aplicado durante 1 ano a 12% a.a., com

capitalizacao mensal. Qual é o montante?
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solucao: taxa nominal: 12% a.a.
12%

e taxa efetiva: = 1% a.m. (pois trata-se de capitalizacdo mensal)

e M =1.000(1,01) = R$1.126, 83

Lembremos da defini¢ao de taxa proporcional dada na aula 3;
Duas taxas de juros i, e 15, referidas respectivamente aos periodos n, e
ny, sao ditas proporcionais quando a razao entre elas é igual a razao

dos periodos aos quais elas se referem:

ia Ng

ib ny
5.4 Taxas Equivalentes

Duas taxas de juros i, e 1, referidas respectivamente aos periodos n,
e n, sao ditas equivalentes, quando aplicadas sobre o mesmo capital

durante um mesmo prazo n produzem os mesmos juros.

(L4dg)" = (1 44p)"

Exemplos:

8. Qual a taxa anual, em juros compostos que corresponde a 2% a.m.?

solugao: C(1+ i)t = C(1+0,02)2, logo temos (1 + i) = (1,02)'? ou
i=(1,02)2 —1=0,2682, o que corresponde a i = 26,82% a.a.

9. Em juros compostos, qual a taxa trimestral equivalente a 15% a.a.?

solucao: (1 +0,15)! = (1 +4)* assim (1 +4) = /1,15, logo i = 0, 0356
oui=3,56% a.t.
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10. Calcular a taxa ao quadrimestre equivalente & taxa de 60% a.a. com

capitalizacao mensal.

solugao:taxa nominal 60% a.a. com capitalizacao mensal
taxa efetiva: i; = i 5% a.m.

n =4 assim 1 + iy = (1 +4;)*

logo 1+ iy = (1,05)%

Portanto 1 + iy = 1,215506 ou iy = 21,6% a.q.

11. Um investidor aplicou R$15.000, 00 num CDB, pré-fixado de 30 dias.
A taxa bruta da operacao foi de 21% a.a.. Pede-se:

a)O montante bruto de resgate.

b)O montante liquido sabendo-se que o imposto de renda é igual a 20%
do juro obtido.

¢)A taxa liquida da operagao considerada.

Os CDB=Certificados de Depdsito Bancério, sao titulos emitidos por bancos

comerciais e pelas Caixas Economicas, destinados geralmente a arrecadar re-

cursos para financiamento de empresas. Sao titulos nominativos endosséaveis.

- , 30 1 .
solugao: C' = R$15.000,00, i = 21%a.a. e n = 360 — 12 assim,temos:

a) M =15.000(1+ 0,21)= = R$15.240, 18
b) O I.LR.= 0,20(15.240, 18 — 15.000,00) = R$48, 04, assim o montante
liquido sera: M; = 15.240, 18 — 48,04 = R$15.192, 14

15.192, 14

— — 1= 12 = 1,2 ..
15.000, 00 0,0128 ou 4, , 28%a.p

¢) a taxa liquida i; =

44



C.F .Vasconcellos Juros Compostos

12. Um investidor aplicou R$12.000, 00 em RDB poés-fixado de 120 dias,
cuja remuneracao era dada por correcao monetdria mais 15% a.a.. Cal-
cule: a) O montante bruto sabendo-se que a taxa de corregao monetaria
foi de 4%a.p..

b) O montante liquido sabendo-se que o imposto de renda é igual a 20%
do juro obtido.

¢) A taxa liquida da operacao.

RDB=Recibos de Deposito Bancario, sao idénticos aos CDBs, sé que geral-

mente sao nominativos e intransferiveis.

solugao: C' = R$12.000,00, n = ;28 = :1))

a) capital corrigido:

12.000 + (0,04)12.000 = 12.480, 00

montante bruto:

M = 12.480(1 + 0,15)5 = R$13.075,17

b) L.R. = (0,20)(13.075, 17 — 12.000) = 215,03
montante liquido:

M; =13075,17 — 215,03 = 12.860, 14

¢) taxa liquida:
12.860, 14

12.000.00 0,0717 ,isto é 4, = 7,17%

U
5.5 Valor Nominal e Valor Presente em juros compostos

Estes conceitos sao iguais aos vistos em juros simples.
O valor da divida na data de seu vencimento ¢ denominado de valor
nominal (N).
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Ao valor aplicado a juros compostos numa data anterior até a data do
vencimento (e que proporcione um montante igual ao valor da divida)
denomina-se de valor atual ou valor presente (V).

Assim |[N =V (1 +1i)" | ou|V = i fz)”

13. Uma pessoa tem uma divida de R2$10.000, 00 que vence em 3 meses.

Qual seu valor atual hoje, considerando uma taxa de juros de 1, 5% a.m.?

5 10.000
SOlLl(;aOZ V = m = R$9563, 17

14. O que é preferivel para um comprador: pagar um terreno a vista
com 3% de desconto ou pagar R$50.000,00 em 50 dias? Suponha que o

comprador possa aplicar seu dinheiro a taxa de 1,4%a.m.

solugao: N = R$50.000,00, V' =valor atual

Prego a vista: |50.000 — 0, 03(50.000) = R$48.500, 00

v— 209 Rsas 854,74
(1,014)30

Portanto o comprador deveria aplicar R$48.854, 74 a taxa de 1,4%a.m.

por 50 dias para ter o valor N do terreno.

Assim, é preferivel pagar a vista.

Obs: N6s podemos notar que para aplicar V' = 48.500,00 a taxa de
1,4%a.m. e obter N = 50.000, 00 precisa-se de mais de 60 dias.
De fato, 50.000 = 48.500(1,014)", e portanto

~ In1,030928  0,030459

— ~9 19
In1,014  0,013903
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5.6 Operagoes em dias tteis

Os CDI= Certificado de Depdsitos Interfinanceiros sao aplicagoes de

dinheiro entre instituigoes financeiras considerando apenas dias tteis.

15. Uma instituicao financeira aplicou 2%$20.000, 00 em um CDI de outra
instituigao por 1 dia 1til a taxa de 19% a.a.(base 252 dias tteis).

a) Qual o montante?

b) Qual a taxa efetiva por dia til?

solucao: a)M = 20.000(1,19)z2 = R$20.013, 81
20.013, 81
b)i= o

20.000 1 =0,000691 = 0,0691% ao dia util

16. No ultimo dia 1til de junho o valor da cota de um fundo de R.F.
era 2,874522; no primeiro dia util de julho o valor da cota era 2,876561.
a) Qual a taxa de rentabilidade no 12 dia 1til de julho?
2,876561
a . ) prnd ,7 — 1 prnd = .
solugao: i > 871520 0,000709 = 0,0709%
b) Se houver 22 dias em julho e em todos vigorar a taxa do 12 dia. Qual

serd a taxa acumulada?

solucdo: i, = (1,000709)2 — 1 = 0,0157 ou ige = 1,57%.
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5.7 Capitalizagcao Continua

Considere um capital C' = R$1.000,00 a taxa de 12% a.a. com varios
tipos de capitalizagao (Cap.).

Cap. || Efetiva | Montante

anual | 12%a.a. | C'(1,12) = 1.120

sem. | 2%as | C(1,06)% = 1.123, 60

trim. || 2%at. | C(1,03)* = 1.125,51
(

didria | 2%a.d. | C(1,00033)%° = 1.127,47

Para efeitos de cédlculos podemos pensar, por exemplo, em capitalizacao
12%

8640

horaria, isto é: a.h. a qual daria um montante proximo de 1.127, 50.

Mais geralmente, podemos considerar que haja n capitalizacoes ao longo

do ano, portanto o montante sera dado por:

M:C<1+O’12)

n

A medida que o nimero n de capitalizacoes aumente cada vez mais, ao
longo do ano, obtemos como representacao da férmula do montante, a
seguinte expressao:

lim 0(1 012) = Oe?,

n—-+00 n

o qual se considerarmos C' = R$1.000,00 daria um montante aproxi-

madamente igual a R$1.127,50 (compare com a capitalizagao horaria).

De uma maneira geral, se um capital qualquer C' for aplicado a taxa

nomi-nal 1% a.a. e o nimero de capitalizacoes n tender ao infinito, o
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montante naquele periodo é dado por:

E é denominado montante com capitalizagcao continua.

5.8 Operagoes com Taxas de Juros

A inflacao é bem conhecida como o aumento dos precos de bens e servigos.
Como consequéncia, temos a perda do valor aquisitivo, o qual depende
fortemente da taxa de inflacao.

De uma maneira simples, com uma inflacao de 100% em um ano, significa
que teremos , em média, os precos dos produtos e dos servigos dobrando;
portanto se no inicio do ano Preais compravam uma cesta de produtos

alimenticios, no final do ano comprarao apenas a metade destes.

Em virtude da taxa de inflacao corroer o poder aquisitivo, é necessario a
analise do relacionamento das taxas de juros de algum rendimento com
a taxa de inflacao. Nesta aula estudaremos a taxa real de juros , a perda

do poder aquisitivo (taxa de inflacio) e a relacao entre essas taxas.

Se um capital C' é aplicado durante certo periodo de tempo a taxa de 1%

a.p., obtemos um montante M; = C(1 + 7).

Se a taxa de inflacao for de j%, o capital C, corrigido pela inflacao sera:
My = C(1+j).

Entao, podemos deduzir que:

1) Se My = My, a taxa i recompos a inflagao

2) Se M; > Ms, houve ganho real

3) Se My < My, houve perda real.
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Definimos a taxa real de juros r pela seguinte expressao: |[r = — — 1

Observe o sentido desta definicao; o montante M; funciona como Mon-
tante M e o montante M, funciona como capital C'na férmula de juros
simples da aula 2.

Usando 1), 2) e 3) podemos concluir, que:
a) r = 0, se e somente se My = Mo
b) r > 0, se e somente se My > M,

c) r < 0, se e somente se My < Mo

Observando as expressoes de Mi,Ms e r, podemos reescrever a taxa real

de juros da seguinte maneira:

1+
= ,
147

Obs.: A taxa ¢ aparece frequéntemente com a denominacao de taxa

aparente de juros.

exemplos:

17. Um capital foi aplicado , por um ano a taxa de juros de 22%a.a. No
mesmo periodo a taxa de inflacao foi de 12%. Qual a taxa real de juros?

1,22
1,12
r =8,93% a.a.

solugao: r = —1=20,0893, assim a taxa real de juros é:

18. Considere uma aplicacao por 6 meses a uma taxa de 7%a.s.e com

uma inflacao de 9%a.s. Qual taxa real de juros da aplicacao?
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1,07
1,09
real de 1,83% a.s.

solucgao: r = — 1, assim r = —0, 0183 e portanto houve uma perda

19. Foi aplicado R$3.000,00 em caderneta de poupanca. Sabe-se que a
taxa real de juros é igual a 0,5% a.m.
a) Calcule o montante 30 dias depois,tendo como taxa de atualizagao do

periodo 0, 7%.

solugao: r = 0,005,57 = 0,007, dai o montante é: M = 3.000(1 + i),

assim
M = 3.000(1+ 0,005)(1+0,007) = 3.036, 11

b) Qual o montante 60 dias apds a aplicagao inicial, sabendo-se que o

indice de atualizagao dos ultimos 30 dias foi de 0,47
solugao: M = 3.036, 11(1,005)(1,004) = 3.063, 49

c) A taxa efetiva de juros do periodo de 60 dias?

3.063, 49

—1=0,0212=2,12
3.000 ’ 127

solucao: i =

20. Uma pessoa abriu uma Caderneta de Poupanca com R$12.000, 00.
Quinze dias depois efetuou um saque de R£$3.000, 00. Qual seu montante
um mes depois da aplicacao, sabendo-se que a taxa de correcao no periodo

foi de 0,88%7? Sabe-se que a taxa real de juros é igual a 0,5% a.m. .

solugao: Observe que, no caso da caderneta de poupanca fazer um saque
antes do término do periodo de rendimento, significa perda do préprio

rendimento, portanto o capital a ter juro sera:
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12.000, 00 — 3.000, 00 = 9.000, 00, assim o montante sera
M =9.000(1,005)(1,0088) = 9.000(1,013844) isto é M = R$9.124,60

21. Suponha uma inflacao anual de 12% e admita que o salario foi
corrigido em 8%. Qual é a variacao real do poder de compra de um

assalariado?

solugao: Observamos que se o salario for corrigido por uma taxa anu-
al i = 8% e se a inflacao for de j = 12% , temos a taxa real de juros r

dada por:

141 1,08
= i Z_ — 1 substituindo os valores obtemos: r = =
L+ 1,12

o que significa uma perda de 3,57% no ano.

r

—1=-0,0357

5.9 Descontos Compostos

O conceito de Descontos Compostos é bastante similar ao de Descontos
Simples apresentado na Aula 4.

Indicamos por N e denominamos de Valor Nominal ou de face o valor do
titulo a ser descontado. Tomamos como n o prazo até o vencimento do
titulo (prazo de antecipagao) e d a taxa de desconto composto, utilizada

na operagao (em porcentagem por periodo).

O desconto comercial ou bancario composto, também conhecido
como desconto ”por fora” composto se caracteriza pela incidéncia
de sucessivos descontos sobre o Valor Nominal N .

O Valor Liquido ou Valor Presente ou ainda Valor Descontado é dado

por:
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Vi = N(1—d)"]

Lembramos que o desconto é dado por ‘D =N — Vl‘

Observemos que a unidade referencial de tempo da taxa de desconto ” por
fora” composto d deve coincidir com a unidade de tempo utilizada para

definir o prazo de antecipacao n.

Exemplos:

1. Uma duplicata no Valor de R$8.000,00 foi descontada quatro meses
antes do vencimento, a uma taxa de desconto comercial composto igual
a 3% a.m..Calcule o valor liquido da operacao e o desconto sofrido pelo

titulo.

solugao: Neste caso temos: N = R$8.000,00 d =3%a.m.en =4
assim, V; = 8.000(1 — 0,03)" = R$7.082,34 ¢ D = N — V; = RS$917, 66

2. Um titulo com o valor de R$10.000,00,com 60 dias para seu venci-
mento, ¢ descontado no regime de juros compostos, com uma taxa de
desconto "por fora” igual al,2% a.m.. Determinar o valor presente do

titulo e o valor do desconto composto.

solugao: N = R$10.000,00, n = 60 dias =2meses e d=1,2%a.m..
Portanto V; = 10.000(1 — 0,012)% = 10.000 x 0,97614 = R$9.761, 44

e o desconto "por fora” D = N — V; = 10.000 — 9.761, 44 = R$238, 56.

O desconto racional composto ou ”por dentro”, também conhecido

como desconto financeiro, se caracteriza pela aplicacao sucessiva de uma
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taxa ¢ sobre o valor presente durante um prazo de antecipacao n.

Portanto, o valor nominal N ¢é o montante e o valor liquido é o capital

N
Tt
O desconto "por dentro” é ‘D =N-YV ‘

inicial, isto é,

Observemos que a unidade referencial de tempo da taxa de desconto ” por
dentro” composto i deve coincidir com a unidade de tempo utilizada para

definir o prazo de antecipacao n.

Exemplos:

3. Calcule o desconto de um titulo de valor nominal igual a R$600, 00 des-
contado cinco meses antes do vencimento com uma taxa de desconto
racional de 4% a.m..

600
(14+0,04)°
Portanto, o desconto serd D = 600 — 493, 16 = R$106, 84

solugao: O valor liquido é V, = = R%493, 16

4. Uma empresa possui uma nota promissoria em ”contas a receber” com
vencimento programado para 90 dias e valor nominal igual a R$34.000, 00.
Se a empresa descontasse ”por dentro” este titulo a uma taxa de de juros

compostos de 5% a.m., qual seria o valor liquido recebido?

solugao: n = 90 dias = 3 meses

34.000
V= ——"" __ — R$29.370, 48
' (140,05)° 5 ’

5. Determine o valor do desconto racional no regime de juros compostos,

de um titulo de R$40.000,00, com vencimento no prazo de 85 dias, a
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uma taxa de juros de 1% a.m., assumindo-se ano comercial.

solucgao: No ano comercial o mes tem 30dias, logo
85 _ 40.000
n = % = 2,833 entao V; = (1 10, 01)2,833 = R$38888, 04

Portanto, o valor do desconto serd: D = 40.000—38.888,04 = R$1.111,96

Observacgoes:

1. O Desconto Comercial composto incide sempre sobre o valor nominal
enquanto que o Desconto Racional composto incide sempre sobre o valor
liquido.

2. Na pratica, o Desconto Comercial composto ou ”por fora” é muito
pouco usado. As operacoes de Desconto Comercial sao quase sempre

realizadas no regime de Capitalizacao Simples.
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Exercicios referentes as aulas 2 até 5

12 Lista de Exercicios

1. Um capital aplicado a taxa de juros simples de 8% a.m. triplica em

que prazo?

2. Um determinado capital, aplicado a juros simples durante 16 meses,
rendeu determinado juro J. Em que prazo deveriamos aplicar o
quadruplo desse capital, para dar o mesmo juro, sabendo-se que a

taxa é a mesma?

3. Um investidor aplica % de seu capital & taxa de 4% a.m. e o restante
a 10,5% a.t.. Decorridos Smeses, ele constata ter ganho R$150, 00

de juros. Calcule o capital inicial.

4. Dois capitais, um de R$250, 00 e o outro de R$650, 00 foram coloca-
dos a juros simples segundo uma mesma taxa. O primeiro rendeu,
em trés meses, R$4,00 a mais de juros, que o segundo em 30 dias.

Calcule a taxa anual da operacao.

5. Um capital ficou depositado durante 10 meses a taxa de 8% a.m. no
regime de juros simples. Findo este prazo, o montante recebido foi

aplicado durante 15 meses a juros simples a taxa de 10% a.m..
Calcule o valor do capital inicial aplicado, sabendo-se que o mon-

tante final foi de R$1.125, 00.

6. Um cidadao obteve dois empréstimos no valor total de R2$2.000, 00.

O primeiro a juros simples e a taxa de 200% a.a. ; o segundo também
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10.

a juros simples e a taxa de 220% a.a.. Sabendo-se que o prazo
de cada empréstimo foi de 45 dias, obtenha o valor de cada um,

considerando juros comerciais e juro total pago de R$520, 00.

. Uma duplicata de valor nominal igual a R$9.000, 00 foi descontada

em um banco, 2 meses antes de seu vencimento, a uma taxa de

desconto comercial igual a 2% a.m.. Obtenha:

a) o desconto comercial
b) o valor descontado do titulo
¢) a taxa efetiva de juros no periodo

d) a taxa efetiva mensal de juros simples da operagao.

. Uma empresa descontou uma duplicata de R$12.000,00 , 45 dias

antes do vencimento. Sabendo-se que ela recebeu um valor liquido

de R$11.720,00, calcule a taxa mensal de desconto da operacao.

. Uma financeira deseja obter uma taxa efetiva de 40% a.a. em uma

operacao de 3 meses. Nestas condicoes, qual devera ser a taxa anual

de desconto comercial simples cobrada pela empresa?

Um determinado banco cobra 1% como taxa de servigo e 36% a.a.
como taxa de desconto comercial em desconto de duplicatas. Ob-

serve que a taxa de servico incide sobre o valor nominal da duplicata.

Calcule a taxa efetiva de juros simples mensal que estara lucrando,

se os prazos de vencimentos forem:

a) 2 meses ; b) 4 meses

o8



C.F.Vasconcellos exercicios referentes as aulas 2 até 5

11.

12.

13.

Obs.:

Um titulo foi resgatado, no regime de juros simples, por dentro a
taxa de 10% a.m..Determine o prazo de antecipacao, sabendo-se que

o valor atual representa %do valor nominal.

Um titulo no valor nominal de R$ 500,00, com vencimento progra-
mado daqui a trés meses, foi descontado hoje. Sabendo que foi apli-
cado desconto racional no regime de capitalizagao simples, a uma

taxa de 4,5 % a.m., calcule o desconto e o valor liquido recebido.

Tres duplicatas foram descontadas comercialmente num banco con-

forme quadro abaixo:

Duplicata || Valor(R$) | Prazo até o vencimento | Taxa de desconto

40.000, 00 20 dias 1,5% a.m.

X
Y 50.000, 00 35 dias 2% a.m.

Z 25.000,00 || 50 dias 2,5% a.m.

a)Qual o valor liquido?
b)Qual o prazo médio do border6?
¢) Qual taxa (constante) deverfamos descontar o total do bordero,

no seu prazo médio, para obtermos o valor liquido do item a) 7

Veja a definicao de prazo médio de um conjunto de titulos na

aula 4 (pagina 37).

Respostas:1) 25 meses 2) 4 meses 3) R3810,81 4)48% a.a. 5) R$250,00 6) R$1.200,00 e

R$800,00 7)a) R$360,00 b) R$8.640,00 c) 4,17% d) 2,08% a.m. 8) 1,56% a.m. 9)36,36% a.a.

10) a)3,76% a.m. b)3,74% a.m. 11) 6 meses 12) R$59,47 e R$440,53 13) a)R$112.391, 67

b)33,04 dias ¢) 2,06% a.m.
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22 Lista de Exercicios

1. Uma pessoa aplica hoje R$4.000,00 e aplicard R$12.000,00 daqui
a 3 meses num fundo que rende juros compostos a taxa de 2,6% a.m..

Qual seu montante daqui a 6 meses 7

2. Um capital foi aplicado a juros compostos, durante 9 meses, ren-
dendo um montante igual ao triplo do capital aplicado. Qual a taxa

trimestral da aplicacao?

3. Durante quanto tempo um capital deve ser aplicado a juros com-

postos, a taxa de 2,2% ao més, para que duplique?

4. Uma empresa descontou num banco uma duplicata de R$ 18.000, 00,
dois meses antes do vencimento, a taxa de desconto comercial de

2,3% ao mes.
a) Qual o valor liquido recebido pela empresa?
b) Qual a taxa mensal de juros simples da operacao?

¢) Qual a taxa mensal de juros compostos da operagao?

5. Se um determinado banco informa a taxa de desconto comercial de
2,8% a.m. em operacoes de descontos de duplicatas com prazo de

30 dias, qual a taxa efetiva anual de juros compostos da operacao?

6. Um investidor pode aplicar seu capital por 3 meses a juros compos-
tos a taxa de 33% ao ano ou a taxa de 2,5a.m.. Qual a melhor

alternativa?
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7. Um investidor aplicou um capital em CDB pds-fixado de 120 dias.
Sabendo-se que a remuneragao era dada por corre¢gao monetéaria(CM)
mais 14% a.a. e que a taxa liquida recebida foi de 6% no periodo,
obtenha a taxa de CM no periodo (considere um imposto de renda

igual a 20% do juro).

8. Uma divida de R$50.000,00 vence daqui a 2 meses e outra de
R$60.000,00 vence daqui a 4 meses. Quanto devo aplicar hoje a
juros compostos e a taxa de 1,8% a.m. para fazer frente a esses

compromissos?

9. Em 4 meses sucessivos um fundo de renda fixa rendeu 1,1% , 1,2%
. 1,2% e 1,5%. Qual a taxa de rentabilidade acumulada do fundo

no periodo?

10. Um certo més tem 21 dias tteis. Se um fundo de renda fixa render

em cada dia util 0,06% , qual serd a taxa acumulada no meés?

11. O que é preferivel: aplicar R$6.000,00 a juros compostos a taxa
de 36% a.a. capitalizados mensalmente ou aplicar o mesmo valor
a juros simples a taxa de 3,5%a.m. , sabendo-se que o prazo da

aplicacao é de 1 ano e meio?

Respostas: 1)R$17626,54 2) 44,22% a.t. 3) 31,85 meses
4)a) R$17.172,00 b)2,41% a.m. ¢)2,38% a.m. 5) 40,61% a.a. 6) 2,5% a.m.

7) 2,9% a.p. 8) R$104.115,08 9) 5,09% 10) 1,27% 11) a juros compostos
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32 Lista de Exercicios

1. A taxa de inflacdo acumulada em 5 meses foi de 8% . Qual devera
ser a taxa de inflacao no 62 més para que a taxa acumulada no

semestre seja de 10% ?

2. Se em junho o preco de uma acao subir 20% e em julho do mesmo

ano cair 20%, qual a taxa acumulada no bimestre?

3. Em marco, abril e maio de um certo ano, uma carteira de agoes

desvalorizou-se 10%, 7% e 5%, respectivamente.
a)Qual é a taxa de desvalorizagao acumulada no trimestre?

b) Qual a taxa de valorizagao que deverd ocorrer em junho do mesmo

ano para recuperar a perda no trimestre?

4. Um investidor aplicou R$ 70.000, 00 numa carteira de acoes que pas-
sou a valer R$35.000,00, seis meses depois. No mesmo periodo, a

taxa de inflacao foi de 8%. Qual sua taxa real de perda?

5. Um investidor abriu uma caderneta de poupanca com R$5.000, 00.
Qual seu montante 3 meses depois, sabendo que as taxas mensais
de corregao monetaria foram: 1,4% , 1,1% e 0,96%7 Qual a taxa
efetiva de rendimento no periodo? (A taxa de remuneragao da cader-

neta de poupanga é de 0,5% a.m. mais corregdo monetaria.)

6. Um fundo de renda fixa rendeu, respectivamente 1, 3%,1,7% e 2, 1%

em trés meses. Qual a taxa acumulada no periodo?
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7. Em trés dias uteis consecutivos vigoraram as seguintes taxas em
operacoes de "hot money” 3%a.m., 3,5%a.m. e 4%a.m. Qual a

taxa acumulada no periodo?

8. Uma duplicata de R$5.000, 00, que deve ser resgatada num periodo
n sofreu um desconto racional composto de R$500, 00. Calcule a taxa
de desconto da operacao. A essa taxa, qual seria o valor do desconto

comercial composto? Calcule a taxa efetiva dessa operacao.

Respostas: 1) 1,85% 2) —4% 3) a)20,49% b) 25,76% 4) 53, 70% ao semestre 5) R$ 5.252,99
e 5,06% 6) i, = 0,0519 = 5,19%a.p.  7)iqe = 0,0035 = 0,35% a.p. 8) d = 11,11% a.p.,
R$555,56 i = 12,50% a.p.
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Aula 6 - Equivaléncia de Capitais

O conceito de equivaléncia de capitais é que nos permite transformar
certas formas de pagamento em outras equivalentes e assim efetuar com-

paragoes entre varias alternativas.

Esta questao diz respeito, de uma maneira geral, a comparacao de valo-
res diferentes referidos a datas diferentes, considerando uma dada taxa
de juros.

Apresentaremos nesta aula a equivaléncia de capitais nos dois regimes de

capitalizacao.
6.1 Equivaléncia de Capitais em Juros Compostos
Podemos apresentar este conceito através do seguinte exemplo:

1. Um automével é vendido, a vista por R$ 50.000,00 , ou a prazo em 3
parcelas mensais e iguais de R$17.000, 00, sem entrada. Qual a melhor
alternativa para o comprador, supondo que este tem fundos para pagar

a vista e pode aplicar seu capital a 2% a.m.?

solugao: Primeiramente resolveremos este exemplo de maneira mais
intui-tiva, porém mais trabalhosa. Posteriormente usaremos um método

mais direto.

No fim do primeiro més, aplicando R$50.000,00 & 2% a.m., temos:
50.000(1,02) = 51.000,00. Pagando R$17.000,00 de prestacao restam
R$34.000, 00.

Aplicando este capital, obtemos no fim segundo meés
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34.000(1,02) = R$34.680, 00, pagando R$ 17.000, 00 de prestacao restam
R$17.680, 00.

Aplicando este capital, obtemos no fim terceiro meés

17.680(1,02) = R$18.033,60, pagando R$ 17.000, 00 de prestagao, ainda

restam R$ 1.033,60. Conclusao: E mais vantajoso pagar a prazo.

Definimos como data focal (ou data de referéncia) a data que se consi-

dera como base de comparacao dos valores referidos a datas diferentes.

Dois ou mais capitais, com datas de vencimento determinadas, sao equi-
valentes quando, levados para uma mesma data focal a mesma taxa de

juros, tiverem valores iguais.

Considere um conjunto de valores nominais (ou capitais) Ny, No, N3, ... N}
e suas respectivas datas de vencimento 1, 2, 3, ...k. Podemos representar

estes valores no tempo através do seguinte fluxo de caixa:

N; N, N3 N

Adotando-se uma taxa de juros ¢ estes valores serao equivalentes na data

focal 0, se:

Ny Ny N3 N,

V

Tl (L0 (T+ap T (L)
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Exemplo:

2. Considere os valores nominais: N; = R$2.200,00, Ny, = R$2.420,00,
N3 = R$2.662,00 e Ny = R$2.928,20 e suas respectivas datas de venci-
mento em anos: 1,2,3 e 4. Admitindo-se uma taxa de juros compostos

de 10% a.a., verifique que estes valores sao equivalentes na data focal 0.

solugao: De fato, calculando os valores atuais na data 0 obtemos:

N, 2.200
Vi = = = R$2.000,00
YTrd 11 5 ’
N, 2.420
Vy = = = R$2.000,00
ST (1402 (1,1)2 3 ’
N. 2.662
Vo=—"2_= = R$2.000, 00

(1443 (1,1)3
N, 92.928. 20
V, = — 2 — R$2.000,00
T+t (1,1 b ’

Logo Vi = V5, = V3 =V}, portanto é indiferente possuir R$2.200,00 em

um ano ou R$2.928, 20 daqui a quatro anos, desde que a taxa de juros

seja de 10% a.a.

Vamos verificar se estes valores sao equivalentes em outra data focal.

Considere a data 2 e observe o fluxo de caixa abaixo:

Calculando os montantes e valores atuais a taxa de 10% a.a., temos:
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Ch = Ni(1+4)! = 2.200(1,1) = R$2.420, 00

Cy = No(1+14)° = 2.420(1,1)° = R$2.420, 00

N; 2.662
= - = R$2.42
Cy T = @) R$ 2.420, 00

N, 2.928. 20
O, — _ =Y — R$2.420.00
T+ (1,1)2 $ ’

Podemos concluir que os valores nominais dados sao equivalentes também

na data focal 2.

Podemos agora demonstrar a seguinte afirmacao:

Se dois ou mais capitais sao equivalentes, no regime de capitalizacao

composta, em uma certa data focal entao sao equivalentes em qualquer

data focal.

Na realidade a relacao de equivaléncia entre dois capitais satisfaz uma
propriedade de transitividade. Denotemos por X ~ Y a equivaléncia
entre dois capitais X e Y.

Assim, sejam X ~ Z relativo a um periodo m de tempo, e Y ~ Z
relativo a um periodo m — n, considerados a uma mesma taxa i. Veja

grafico abaixo:

X Y Z
- ~ I | Periodo
L . _J

59

Se X(14+i)"=ZeY(144)" " = Z, entao Y (1+4)" " = X (1414)™, logo
X(1+4)"=Y, dai X ~Y relativo ao periodo n.
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Portanto, a equivaléncia de dois capitais a juros compostos X e Y inde-

pende da data de referéncia.

Um capital X é denominado valor atual de Y daqui a n periodos

de tempo, a taxa de i% ao periodo, se X = , isto é, se X é

(144)n
equivalente a Y.

Observamos que a expressao acima pode ser interpretada da seguinte

maneira;:

Uma divida de Y reais daqui a n periodos de tempo equivale a uma

divida de X reais hoje, ja que dispondo deste valor podemos aplica-lo

a taxa de 1% e obter Y n periodos apos.

Exemplos:

3. R$15.000, 00 obtidos daqui a 3 meses a uma taxa de 2%a.m. equivale

a quanto hoje?
solugao: X = 15.000(1,02)% = R$14.134,83

Agora, considere um conjunto de capitais Y,, Yi,...,Y, respectivamente
nas datas 0,1,2,...,n a uma taxa de juros 7. Definimos como o valor
atual desse conjunto a soma dos valores atuais de cada capital, a taxa

i na data focal zero.
Y;

(1414)/
equivalente (ou atual) de Y; na data focal zero, obtemos que o valor

Portanto, se X; = j = 0,1,2,...,n é respectivamente o valor

atual V' do conjunto de capitais é dado por:

V=3 X,
=0

J
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4. Um comerciante deve pagar uma divida de R$20.000,00 daqui a um
meés e R$50.000,00 daqui a 3 meses. Quanto devera aplicar hoje a uma

taxa de 1,5% a.m. para fazer frente a estas despesas?

solucao: o valor atual do conjunto ¢ dado por:

, — 20.000 N 50.000
~ 1,015 (1,015)%

logo
V =19.704,43 + 47.815,85 = R$67.520, 28

Voltando ao exemplo 1, podemos observar que o valor atual do conjunto
¢ dado por:

~17.000 N 17.000 N 17.000
1,02 (1,02)2  (1,02)3

V = 16.666,67 + 16.389,87 + 16.019,48 = 49.026,02 e entao como ¢

assim

menor que o preco a vista (R$50.000, 00) podemos deduzir que é melhor

pagar a prazo.

5. Uma loja vende um produto por R$ 500,00 de entrada, mais trés
prestacoes mensais e iguais de R$80,00. Se a loja aplica seus recursos a
taxa de 2%a.m., qual deve ser seu preco a vista equivalente ao pagamento
a prazo?

80 80 80

lugdo: V = 500 _
SOTHGRO T2 T 022 T (1,02

R$ 730, 71.

Observacgoes:
1. A taxa de juros operada pela loja no exemplo 5 é denominada de taxa
interna de retorno.

2. Quando as prestacoes sao iguais e consecutivas, como em exemplos
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anteriores, este conjunto de capitais é chamado de seqiiéncia ou série

uniforme de capitais, assunto a ser tratado na aula 7.

Consideremos agora dois conjuntos de capitais
Yo, Y1, Yo, Y3, ... Y, respectivamente nas datas 0, 1, 2, 3,....,n (1)

Yy, V!, Y), YE .. Y] respectivamente nas datas 0, 1, 2, 3,....,m (2)

n

Y.
Sejam V; = > i +J 7 o valor atual do conjunto de capitais em (1), na
J=0 !

data focal zero

m /

e Vo=> 7kk o valor atual do conjunto de capitais em (2), na data
i=o (1+1)
focal zero

Os dois conjuntos de capitais sao ditos equivalentes a uma taxa

de juros compostos 7, se os seus valores atuais forem iguais, isto é,
se | Vi = V5.

Exemplo:

6. Uma loja vende uma geladeira na seguinte condicao: entrada
R$1.000,00 e uma parcela de R$1.200,00 um més apds. Um cliente
propoe pagar uma entrada de R$ 600,00 mais duas prestacoes mensais e
iguais, vencendo a primeira um mes apdés a compra. Se a loja opera a
uma taxa de 3%a.m.. Qual o valor de cada parcela de modo que as duas
formas de pagamento sejam equivalentes?

1.200
solucgao: V;, = 1.000 + 103 = 2.165, 05 valor atual desejado pela loja.

Portanto usando a equivaléncia de conjuntos de capitais o valor atual da

proposta do cliente tem de ser igual ao da loja, isto é:
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R R
2.165, 05 = 600
’ T3 oz "
R R
1.565, 05 = ~(),971R + 0,943R
=T T o Y
1.565, 05

Portanto R = ~ R$817,69, onde R é o valor da prestacao

1,914
pro-

posto pelo cliente.

Faremos, agora, uma analise de alternativas pelo valor atual de um con-
junto de capitais.

Freqiientemente somos colocados em situacoes nas quais sao oferecidas
varias alternativas para o pagamento de bens ou servicos, ou mesmo al-
ternativas de investimentos.

Se os valores forem colocados numa mesma data, podemos facilmente
fazer as comparacoes, e isto pode ser perfeitamente feito quando com-
paramos os valores atuais de cada alternativa.

Usaremos o conhecimento de valor atual e equivaléncia de capitais no

regime de juros compostos desenvolvido nesta aula, no exemplo a seguir.
Exemplo:

7. Uma casa é vendida a vista por R$318.000,00 ou a prazo com
entrada de R$90.000,00, mais 3 prestacoes mensais e iguais de
R$80.000,00 cada uma, vencendo a primeira um meés apds a entrada.
Qual é a melhor alternativa para um comprador que pode aplicar seu

dinheiro a taxa de 3% a.m.?
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solucgao:
1%alternativa: pagamento a vista.

Valor Atual V; = R$318.000, 00

2% alternativa: pagamento a prazo.

80.000 =~ 80.000 ~ 80.000

Valor Atual V5 = 90.000, 00 =
wor A ) T wose T 03

R$316.288,91

Como V; > V5, a melhor alternativa é pagar a prazo.

6.2 Equivaléncia de Capitais em Juros Simples

Dois capitais sao equivalentes em juros simples quando tém o mesmo
valor em uma determinada data focal ou de avaliacao.

Podemos convencionar, para efeitos didaticos, tomar como data focal a
data zero. Esta convencao nao modifica o seguinte fato, muito impor-

tante, que ocorre no regime de juros simples:

Se mudarmos a data focal, a equivaléncia dos capitais NAO sera
mantida. Isto é, a juros simples, de uma maneira geral, capi-
tais equivalentes em determinada época nao o serao em outra

época.

Este resultado, conforme veremos nos exemplos a seguir, é consequéncia
do processo de calculo adotado no regime de juros simples também conhe-

cido como linear.

Exemplos:

8. Sejam X; = R$3.636,36 ¢ Xo = R$5.600,00 dois capitais que ocor-

rem respectivamente na data 1 (més, por exemplo) e na data 6 a juros
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simples de 10% a.m.. Mostre que eles sao equivalentes na data focal 2.

solugao: De fato, considere o diagrama abaixo:

e
[Xl

0 1 2 3 4 5 6 tempo

X ~ 5.600
14+0,10x4 1,40

R$4.000, 00
X1(140,10 x 1) = 3.636,36(1,10) = R$4.000, 00

Observemos agora que se considerarmos, por exemplo, a data focal zero

obtemos:
X 3.636,36
(1+0,10x1) 1,10 F$3.305, 78
X 5.600
2 - = R$3.500,00

(14+0,10x6) 1,60
E portanto, neste caso, nao é mantida a equivaléncia de capitais

na data focal zero.

9. Uma pessoa tem os seguintes compromissos a pagar: S; = R$2.000, 00
daqui a 3meses e Sy = R$2.500,00 exigivel dentro de 8 meses. Como
nao pode resgata-los no vencimento, propoe ao credor substitui-los por
dois pagamentos iguais, um para 10 meses e outro para 15 meses. Calcu-
lar o valor desses pagamentos considerando uma taxa de juros simples

de 3% a.m..
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solugao: Considere X os dois pagamentos iguais para 10 meses e 15 meses

que queremos calcular. Veja o fluxo abaixo.

T
0 3 8 10 15 tempo

Os dois esquemas de pagamento sao equivalentes em uma determinada
data focal . Definindo a data zero como data focal e colocando todos os

valores nessa data, temos, a seguinte equacao:

S So X X

(1+0,03x3)  (1+0,03x8) (140,03x10) " (140,03 x 15)

2.000 n 2500 X + logo obtemos;
(1,09) " (1,24) ~ (1,3) " (1,45) ° |

1 |
1.834.86 - 2.016.13 = X X = R$2.637. 6.
60+ ) (1,3 + 1,45) — $2.637,

Por outro lado, se mudarmos a data focal para o décimo més e colocarmos

todos os valores nesta data, teremos a seguinte equacao:

X

2.000(1 + 0,03 x 7) + 2.500(1 + 0,03 x 2) = X
(140,035 7) +2.500(1+0,03 % 2) = X + 7455553

Assim X = R$2.712,68.

Podemos observar, novamente, que mudando a data focal o resultado
muda, pois, conforme observamos acima, a juros simples, capitais equi-
valentes em uma determinada época nao o sao em outra.

Na pratica, no caso de equivaléncia de capitais em juros simples,
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a data focal sera decidida entre as partes envolvidas no negécio.
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Consideremos uma divida a ser paga com n prestacoes iguais a R, segundo
uma taxa de juros de i% na unidade de tempo considerada (pode ser

mensal, trimestral, semestral e etc). Defina V' seu valor atual, entao:

R R R

V = )
+i (140 TR

Colocando R em evidéncia, notamos que as parcelas constituem uma

1 _
-earazao er = -
—+1 —+1

1 1 —r"
V=R
1+2’<1—r>

Agora, substituindo r na expressao e simplificando, obtemos:

P.G. cujo primeiro termo é a; = Portanto,

temos:

1+4)"—1
popdtid—1
i(1+d)n
(I+)"—=1, ,
apl; = —+——+— ¢ denominado fator de valor atual ou presente.
i(1+4)n
Exemplos:

1. Uma geladeira ¢ vendida a prazo em 4 prestacoes mensais e iguais de
R$ 550, 00 vencendo a primeira um més apds a compra. Se a taxa interna

de retorno é de 5%a.m.. Qual seu preco a vista?

solugao: n =4, 1 = 5% e R = R$550,00, assim

(1,05)" — 1

V=550 0 2
0,05(1,05)

= 550(3, 545951) = R$ 1.950, 27
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Observagao: A série uniforme do exemplo 1 é denominada de termos
postecipados pois o primeiro pagamento foi realizado um periodo apds

a compra.

2. Um imével é vendido em 4 parcelas de R$ 150.000, 00 sendo a primeira
parcela como entrada. Se a taxa do financiamento for 4%a.m. Qual o

preco a vista?

solugao:V = 150.000 + 150.000as,

(1,04)3 — 1
0,04(1,04)3

V' =150.000 + 416.263, 65 = R$566.263, 65

onde ag = = 2,775091, logo

Observacgao: A série uniforme do exemplo 2 é denominada de termos
antecipados, pois o primeiro pagamento foi realizado no ato da com-

pra (a entrada).

Denomina-se fator ou coeficiente de financiamento em prestacoes
iguais postecipadas, ao numero que multiplicado pelo valor financiado
(valor atual) (V), d& o valor da prestacao R. De fato, V = Ragy); por-
tanto, R =

V', assim o coeficiente de financiamento ¢ dado por:
Qmli

1 (1t

3. Construir uma tabela de coeficientes para n variando de 1 a 3, com

taxa de juros de 5%a.m.
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1,05)0, 05
solucao: Quandon =1 = W =1,05
(1,05)20, 05
quando n=2= W = 0, 537805

(1,05)%0, 05
quando n=3= W = 0, 367209

Portanto, se quisermos saber o valor de cada prestacao de um financia-
mento de R$ 70.000, 00 em 3 prestacoes postecipadas é suficiente multipli-
carmos [R$70.000,00 pelo coeficiente 0,367209 para obtermos
R = R$25.704, 63.

7.1 Montante de uma série uniforme
4. Um investidor depositou R$ 1.500, 00 semestralmente para formar um

pectlio durante 10 anos. Calcule o montante para uma taxa de 30%a.s.

solugao: O capital inicial é igual ao valor atual, isto é:

(1,30)20 — 1
V =1.500-1"2
0,30(1,30)20

M = 4.973,69(1,30)%° = R$945.248,19

= R$4.973, 69 assim

De uma forma geral se tivermos um depédsito de R reais por n periodos

a uma taxa de i%a.p. obtemos que o capital inicial é dado por:

1+2)"—1
V= R% e portanto o montante M = V(14 4)" é
i(1+a)m
14+2)" =1
M:R%
i
(1+4)" — 1

¢ denominado de fator de acumulacao de
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capi-tal.

De forma equivalente podemos pensar que o montante M na data n de
uma sequeéncia de depdsitos R, é a soma dos montantes de cada capital
R aplicado desde a data considerada até a data n.

De fato, M = R(1+4)" '+ R +4)" 2+ (144" 3 +..+ R=
=R[(1+0)" P4+ (1 +0)" 24+ (1 +0)" 3+ ...+ 1]

Assim, temos a soma dos n primeiros termos de uma P.G. cujo primeiro
1

144

Portanto, usando a férmula da soma da P.G. chegamos ao mesmo valor

termo é a; = (1 +14)" ! e a razao ér =

de M encontrado acima.

5. Se um cidadao aplicar mensalmente R$ 2.000,00 em um fundo de
investimento que remunera a taxa de 2% a.m., apés 7 aplicacoes qual
sera o montante?

i 1,02)7 — 1
solucao: M = 2.000% = R$14.868, 57

6. Quanto uma pessoa deve depositar mensalmente durante 15 meses
num fundo de investimento que rende 1,8% a.m., para que no instante
do tltimo depdsito tenha um montante de R$ 60.000, 00.

(1,018) — 1
0,018

solucao: 60.000 = R portanto R = R$ 3.519,95

7.2 Rendas Perpétuas ou Perpetuidades

Denominamos de Rendas Perpétuas ou Perpetuidades a série uniforme
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infinita. O valor atual é dado através da seguinte série geométrica:

+00 1 n 1
V = R——— = 1 R .
=T X fay
Portanto,
V = lim Rw — E
n—too (1 44)" i

Esta série geométrica (soma de infinitas parcelas) simbolizada através de
JFZO:O necessita de um estudo mais apurado, utilizando conhecimento de
—1

?imite de uma série numérica (tema de um curso de Anélise Real). Por

enquanto vamos considerar este valor para V.

7. Quanto deverei aplicar hoje em uma caderneta que rende uma taxa

mensal de 0, 5%a.m. para ter uma renda perpétua mensal de R$ 8.000, 007

Considere a primeira retirada um mes apés a aplicagao.

8.000
lugao: V = —— = R$1.600.000, 00
solucao 0,005 $ :

8. Um filantropo pretende doar a uma escola um valor suficiente para
gerar uma bolsa de estudo de R$ 500, 00 mensais, atualizados monetaria-

mente. Qual o valor da doacao, se a taxa de juros for de 0,5% a.m.?

500
lugao: V = —— = R$% 100.000, 00
solucao 0,005 $ :

7.3 Sequéncias Uniformes Diferida e com Parcelas Adicionais

Uma sequéncia uniforme, quando o primeiro pagamento ocorre m + 1
periodos apos o inicio do negécio é denominada Sequéncia Uniforme
Diferida.

Situagoes como esta ocorrem em vendas a prazo quando o comprador s

comeca a pagar apos um periodo de caréencia.
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Exemplos

9. Uma pessoa deve receber cinco prestacoes iguais de R$ 1.000, 00, com
a primeira ao final de sete meses. Sabendo-se que a taxa de juros com-

postos é de 3% a.m., qual o valor atual das prestacoes?

solugao: Considere o fluxo de caixa abaixo:

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11  tempo

(14+0,03)° -1
0,03(1+ 0,03)5

Calculando o valor atual na data 6temos: Vi = 1.000

Portanto Vg = R$4.579,71
Calculando o capital V' equivalente a V; na data zero, obtemos:

V

10. Um terreno é vendido & vista por R$50.000,000u a prazo em 6
prestagoes mensais iguais, vencendo a primeira 3 meses apds a compra.
Considerando a taxa de juros do financiamento de 2% a.m., qual o valor

de cada prestacao?

solugao: Calculando o valor atual na data 2 temos:
Vo = 50.000(1,02)? = R$52.020,00, agora usando a férmula do valor

atual de uma sequéncia uniforme, para n = 6, obtemos:
(14+0,02)° -1
Vo=R
27 770,02(1+0,02)8
Assim, 52.020 = R(5,601431) — R = R$9.286,91
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Uma Sequéncia Uniforme, em que ocorre, além das prestagoes iguais,
parcelas intermediarias extra ou de reforco sao denominadas Sequéncia
Uniforme com Parcelas Adicionais. Neste caso o valor atual do con-
junto é a soma do valor atual da sequéncia uniforme com o valor atual

das prestacoes intermedidrias.

11.  Um terreno é vendido a prazo em 12prestacoes mensais de
R$5.000,00 cada uma, postecipadas, além de duas prestacoes inter-
medidrias venciveis em 6 e 12 meses apos a compra, cada uma de
R$20.000,00. Qual o preco a vista, se a taxa de juros do financiamento
for de 3,2% a.m.?

(1+0,032)—1 20000 20.000
0,032(140,032)2 " (1+0,032)° ' (14 0,032)™

assim, V = R$79.441,71.

solugao: V = 5.000
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Aula 8 - Sistemas de Amortizacao de Empréstimos

E bastante comum fazer empréstimos e salda-los a médio e longo prazos.
Considerando que o valor nominal de cada prestacao consiste de uma
mescla de pagamento de juros e de amortizacao, alguns métodos podem

ser usados para estabelecer a forma de liquidar uma divida.

Antes de iniciarmos os estudos especificos de cada alternativa de amor-
tizagao de empréstimos devemos definir alguns termos utilizados pelo

mercado.

Um capital ou principal S, é emprestado a uma pessoa denominada

mutudario, durante um prazo de financiamento n previamente estipulado.

e Amortizagao (Ay): é o pagamento do principal ou capital emprestado
S, em um periodo de tempo k , feito, em geral, de forma periddica e

sucessiva durante o prazo de financiamento.

e Juros (Jx): é o custo do capital S, em um certo periodo ktomado
sob aspecto do mutuario e o retorno do capital investido S,, sob aspecto

do mutuante ou credor.

e Prestacao (Rg): é pagamento da amortizacdo mais os juros rela-
tivos ao saldo devedor imediatamente anterior ao periodo referente a
prestacao. A taxa de juros pode ser pré-fixada ou pés-fixada, depen-

dendo da clausula contratual.

e Saldo devedor (Sg): é o valor devido em certo periodo de tempo k,

depois do pagamento da amortizacao no periodo k.
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Ao observamos as definicées acimas podemos obter algumas equacoes de

mercado.

Considerando uma taxa de juros i temos:

A prestacao no periodok é Ry = Jx + Ayx, onde o juros é dado por
Ji = 1 X Sk 1 e o saldo devedor apds o pagamento de Ry é:
Sk = Sk-1 — Ax.

E o capital emprestado serd sempre igual a soma das amortizacoes, isto
é:

So=A1+A+ A3+ ...+ A,

8.1 Sistema de Amortizacao Constante - SAC

Este sistema mantém todas as parcelas de amortizagao iguais.
Assim, considerando um principal S, a ser amortizado em n parcelas,

com uma taxa de juros de i% a.p., temos:

A=Ay =..=A,=— = A (valor da amortizagao constante).

A primeira prestacao Ry = A + Ji, onde o juroJ; = S, X i e o saldo
devedor, apdés pagamento de R; é: S; =5, — A.

A segunda prestagdo Ry = A+Jy onde o juro Jo = Sy xi = {S,— A} xie
o saldo devedor, apds pagamento de Ry é: Sy =51 — A =S5, —2A.

A terceira prestacao Ry = A+ J3,onde o juro J3 = Sy xi = {S,—2A} xi

e o saldo devedor, apds o pagamento de R3 é: S3 =5y — A=5, — 3A.

De uma forma geral, podemos deduzir , para um periodo k, k < n, que:

a k-6sima prestacio, ¢ dada por: | Ry = A+ J;|(1).
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O juro é dado por: |Jy = Sp_1 x i ={S, — (k—1)A} x |(2),

e o saldo devedor, apds pagamento de Ry, é: | Sy = Sr_1 — A= 95, —kA|(3).

Substituindo a expressao em (2) na equagao (1),obtemos:

Ro=A+{S,— (k— 1A} x i|(4)

Assim, podemos notar que as prestagoes no SAC constituem uma
P.A. | cujo primeiro termo é A+ .5, X 7, a razao é —Ai e o n-ésimo termo
(ultima prestacao) é R, = A+S,xi—(n—1)Axi = A+{S,—(n—1)A}xi.
No grafico abaixo mostramos uma representacao esquematica do SAC:

4
Prestacao

Juros

Amortizagdo

o

k Periodos

Exemplos:

1. Seja S, = R$10.000, 00 amortizado em 5 parcelas trimestrais a taxa de

7%a.t. através do SAC. Calcule a amortizacao, os juros e as prestacoes.
N S,

solugao: A = 5= R$2.000, 00

)Ry = A+ J; =2.000+ S, x i =2.000+ 10.000(0,07) = R$2.700, 00

2)Ry = A+ (S, — A) xi=2.000+ 8.000(0,07) = R$2.560, 00

3)Ry = A+ (S, — 24) x i = 2.000 + 6.000(0, 07) = R$ 2.420, 00
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DRy = A+ (S, — 34) x i = 2.000 + 4.000(0,07) = R$ 2.280, 00

5)Rs = A+ (S, — 4A) x i = 2.000 + 2.000(0,07) = R$2.140, 00

Per. | S.Dev. | Amortizacao | Juros | Prest.
0 10.000 || 0 0 0

1 10.000 | 2.000 700 2.700
2 8.000 2.000 560 2.560
3 6.000 2.000 420 2.420
4 4.000 2.000 280 2.280
5 2.000 2.000 140 2140
tot. || 0 10.000 2.100 | 12.100

2. Um apartamento no valor de R$ 180.000, 00 foi financiado em 10 anos
com prestacoes mensais, calculadas de acordo com o SAC. Sabe-se que a
taxa de juros vigente no mercado é de 5% a.m. Calcule:

a) O valor da 60%prestacao.

b) O saldo devedor apds terem sido pagas 60 prestacoes.

solucao: No caso, 10 anos=120 meses , S, = R$180.000,00 e a amor-

180.000
= R$1.500, 00.
120 $1.500,

Lembramos que no SAC as prestacoes formam uma PA, cuja razao é dada

tizacao constante, caracteristica, do SAC é: A =

por : —A x i =—1.500 x (0,05) = =75
a) Utilizando a expressao (4) temos:

Reo = 1.500 + {180.000 — (59)1.500} x (0,05) = R$ 6075, 00

b)Sgo = Ss9 — A =S, — 60 x A =180.000 — 60(1.500) = R$90.000, 00
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8.2 Sistema Francés - Tabela Price

Foi desenvolvida em 1771 (Table of Compound Interest) por Richard
Price (1723-1791) e sua utilizagao no Brasil é no financiamento de bens
de consumo.

Neste sistema, as prestacgoes sao iguais e sucessivas. Assim, con-
siderando um capital ou principal S, amortizado em n parcelas a uma
taxa de juros i% a.p., as prestacoes, sendo constantes, constituem uma
série uniforme com parcelas iguais a R.

Portanto, conforme exposto na aula 7, deduzimos que:

S, = Rw ou [R=25,
i(1+a)m

u1+@"<_S;L
(T4+0)" =1 ag,

A = R—Ji, onde A; é amortizacaoe J, =i x S,_1 € o juro no periodo

k. O saldo devedor S, = S;._1 — A;.

O saldo devedor na tabela price, é sempre igual ao valor atual ou presente
das prestagoes devidas. De fato, o saldo devedor Sj ¢é a divida que sera
liquidada postecipadamente por n — k pagamentos sucessivos iguais a R,
portanto novamente usando o calculo para encontrar o valor atual (ver

aula 7), temos:

(144" -1
i(14a)nF

Sk:R :Ram“
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No gréfico abaixo mostramos uma representacao esquematica do sistema

frances:

A
Prestacao

l

Amortizagdo

Vk:
Juros .

! .

k Periodos

Observagao: No sistema Price se o periodo de pagamento nao coincide
com o periodo da taxa convenciona-se usar a proporcionalidade. Por
exemplo, i = 24% a.a. com pagamentos mensais dos juros, significa 2%

a.m ou seja juros anuais capitalizados mensalmente.
Exemplos:

3. Um empréstimo de R$800.000,00 deve ser devolvido pelo sistema
price em 5 semestres a taxa de 4%a.s. Obtenha a planilha.

~ 0,04(1,04)°

12 semestre

J1 = 800.000(0,04) = R$32.000, 00

Ay =R—J; =179.701,70 — 32.000 = R$147.701, 70
S1 = 800.000 — 147.701,70 = R$652.298, 30

22 semestre
Jo = 652.298,30(0,04) = R$26.091, 93
Ay = 179.701,70 — 26.091, 93 = R$ 153.609, 77
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Sy = 652.298,30 — 153.609, 77 = R$ 498.688, 53

32 semestre

J3 = 498.688,53(0,04) = R$19.947,54

A3 =179.701,70 — 19.947,54 = R$ 159.754, 16
S3 = 498.688,53 — 159.754,16 = R$ 338.934, 37

4% semestre

Jy = 338.934,37(0,04) = R$ 13.557, 37

Ay =179.701,70 — 13.557,37 = R$166.144, 33
Sy = 338.934,37 — 166.144, 33 = R$ 172.790, 04

5? semestre

Js = 172.790,04(0,04) = R$6.911, 60

A; =179.701,70 — 6.911,60 = R$ 172.790, 04
S5 =0

_25: A; = R$800.000, 00

J?

kgl Jr = R$98.508, 44

Total das parcelas pagas 5R = R$ 898.508, 70

4 . Se S, = R$100.000,00,n = 40 meses, i = 3%a.m.. Obtenha o saldo

devedor no 252 més (supondo paga a prestagao do meés).

solugao: Prestagoes devidas: 40 — 25 = 15. R = R$4.326,24 (calcule
(1,03)"% — 1

este valor de R) entao, Sy; = 4.326, Z4W

— R$51.646, 37
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Faca uma comparagao entre os dois sistemas de amortizacao. Use como

modelo S, = R$1.000,00, i = 8% a.m. e prazo 4 meses.

8.3 Sistema Americano

Neste sistema, durante todo periodo do financiamento, sao pagos somente
os juros e no final do prazo do empréstimo, ocorre o pagamento do valor
principal S, acrescido do juros de um periodo. Porém, de acordo com
as partes interessadas no negocio, estes juros podem ser capitalizados e
pagos de uma s6 vez, junto com o principal.

No gréfico abaixo mostramos uma representacao esquematica do sistema

americano:

A
Prestacao

4 Principal

T ‘

k Periodos

Exemplo:

5. Por um empréstimo de R$ 800.000, 00 um mutuario se propoe a de-
volver o principal daqui a 2anos, pagando semestralmente somente os

juros de 4% a.s.. Obtenha a planilha.

solucao: Saldo devedor ou principal: S, = R$800.000, 00
12semestre: S; = 800.000, A; =0, J; =S5, x (0,04) = 32.000 = R
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22semestre: Sy = 800.000, As =0, Jo =5, x (0,04) = 32.000 = R
3¢semestre: S3 = 800.000, A3 =0, J5 =5, x (0,04) = 32.000 = R3

4%semestre: S, =0, A4, = 800.000, J, = 32.000
R, = A, + J, = 832.000

Total de Juros pagos: R$128.000,00

Total de prestacoes pagas: R$928.000, 00.
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Exercicios referentes as aulas 6 , 7 e 8

42 Lista de Exercicios

1. Uma nota promisséria cujo valor nominal é R$ 50.000, 00, vence
daqui a um meés. O devedor propoe a troca por outra nota promissoria,
a vencer daqui a 3 meses. Qual deve ser o valor nominal da nova
nota promissoria para que os capitais sejam equivalentes, a taxa de

2% ao mes?

2. Um aparelho de TV a cores é vendido por R$ 1.500, 00 ou por 20%
de entrada, mais duas prestacoes mensais e iguais. Sabendo-se que a
taxa de juros vale 6% ao meés, qual o valor de cada parcela de modo

que as duas formas de pagamento sejam equivalentes?

3. O preco de um terreno ¢ R$ 50.000,00 & vista . Pode-se também
fazer o seguinte plano de pagamento:
e Entrada de R$ 10.000, 00
e 1R$ 10.000,00 no fim de trés meses; e
e 2 parcelas, sendo a segunda 50% superior a primeira, venciveis

em 6 meses e um ano respectivamente.

Se a taxa de juros do financiamento é de 4% a. m., calcule o valor

da tultima parcela.
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4. Uma matéria prima ¢é encontrada a venda nas seguintes condigoes
de pagamento:
e & vista por R$ 36.000, 00;

e 2 parcelas mensais iguais de R$ 21.000,00 cada uma, sem en-

trada;
e entrada de R$ 17.600, 00, mais 2 parcelas mensais iguais a en-

trada.

Se o comprador consegue aplicar seus recursos a taxa de 2% ao mes,

qual sua melhor alternativa?

5. Qual a melhor alternativa para o comprador: pagar R$ 1.200.000, 00
daqui a 45 dias ou em 3 parcelas de R$ 400.000, 00 cada uma, em
30, 45 e 60 dias da compra? Considere 5% ao més, a taxa de juros

de mercado.

Respostas: 1.R$ 52.020,00 2.R$ 654,52 3.R$ 27.017,58 4.4 vista 5.em 45 dias.
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52 Lista de Exercicios

1. Calcule o preco a vista de um automovel financiado a taxa de 3%
ao mes, sendo o nimero de prestagoes igual a 10 e o valor de cada
prestacao mensal igual a R$ 1.500, 00, vencendo a primeira um més

apos a compra.

2. Um barco é vendido a vista por R$ 6.000, 00, ou entao com 20% de
entrada mais 4 prestagoes mensais e iguais. Qual o valor de cada

prestacao, se a taxa de juros for de 6% ao meés?

3. Um terreno é vendido a vista por R$ 80.000, 00, ou entao a prazo
em 24 prestacoes mensais e iguais postecipadas. Se a taxa de juros

do financiamento for de 1, 5% ao més, pede-se:
a) o valor de cada prestagao antes de serem corrigidas

b) o valor das 3 primeiras prestacoes atualizadas, supondo taxas de
correcao de 1,8% , 2% e 1,9% no 12, 22 e 32 més , respectiva-

mente.

4. Um imdvel é vendido a vista por R$ 130.000,00 ou a prazo em 12
prestacoes mensais iguais . Sendo a taxa de juros de 2,5% ao meés,

calcule:
a) o valor de cada prestagao, se forem antecipadas

b) o valor de cada prestacao, se forem postecipadas.
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5. Dado o esquema de pagamento (em reais)

0 1 2 3 4 5 6 7 Anos
N N2 N2 J
10.000 10.000 20.000 20.000 20.000

Calcule o valor da prestacao constante R do sistema de pagamento
uniforme abaixo, equivalente ao esquema acima, a taxa de juros

compostos de 10% ao ano.

Anos

O+
p R 8

1 2 3
N b A2
R R R

6. Uma pessoa deposita mensalmente, durante 7 meses, R$ 3.500, 00
num fundo que remunera seus depdsitos a taxa de 2,1% ao meés.

Qual o montante no instante do tultimo depdsito?

7. Se um fundo de investimentos paga 3% ao més , que quantia de-
verd ser depositada mensalmente, para que no final do 182 depdsito

possamos obter um montante de R$ 2.000.000, 007

8. Um conjunto de méveis é vendido a vista por R$ 6.000, 00 ou a prazo
em 4 prestacoes mensais e iguais, vencendo a primeira 3 meses apos
a compra. Qual o valor de cada prestacao, se a taxa de juros do

financiamento for de 5,8% ao més?
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9. Uma loja anuncia um conjunto de cozinha em 10 prestagoes mensais
e iguais de R$ 2.000,00, vencendo a primeira dois meses apds a
compra. Se a taxa de financiamento for de 3,5% ao més, calcule o

preco a vista.

10. Um apartamento é vendido em 36 prestagoes mensais de 500 UR
cada, postecipadas, mais 3 anuais de 1.200 UR cada, também poste-
cipadas. Qual o prego a vista, se a taxa de juros do financiamento

for de 2% ao meés ?

11. Um financiamento de R$ 450.000, 00 foi contratado a juros efetivos
de 20% ao ano , devendo ser amortizado em 12 prestacoes mensais

e iguais. Calcular o valor das prestacoes.

Respostas: 1) R$ 12.795,30 2) R$1.385,24

3) a)R$ 3.993,93 b) RS 4.065,82 , RS 4.147,14 e RS 4.225,93

4)a) R$ 12.364,22 b)RS$ 12.673,33 5) R$13.123,57 6) R$ 26.098, 67
7) R$ 85.417,39 8)R$ 1.929,36 9) R$ 16.070,73 10) R$ 15.024,95

11) R$ 41.335,57
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62 Lista de Exercicios

1. Um empréstimo de R$ 600.000,00 deve ser pago em 4 prestacoes

trimestrais, a taxa de 4% a.t.. Obtenha a planilha, sabendo-se que

A=Ay = A3 =0.

2. Um empréstimo de R$ 100.000, 00 deve ser pago ao final de 4 anos
a taxa de 10% a.a. Tanto os juros como as amortizagoes tém 2 anos
de caréncia. Sabendo-se que as amortizagoes do 3% e 42 sao iguais,

obtenha a planilha.

3. Um empréstimo de R$ 250.000, 00 deve ser devolvido pelo SAC em
50 prestacoes mensais, sendo 2% a.m. a taxa de juros. Pede-se;
a) valor da 1¢ e da 2% prestacao
b) a soma das 20 primeiras prestacoes
c¢) valor da 37% prestagao

4. Um empréstimo de R$ 40.000, 00 deve ser devolvido pelo SAC com
40 prestacoes mensais.

Sabendo-se que a taxa de juros é de 2% a.m. , obtenha a amor-

tizacao, juros, prestacao e saldo devedor corespondentes ao 212 mes.

5. Um imével é vendido por R$ 43.750, 00, sendo 20% de entrada e o
restante financiado pelo SAC em 100 meses com 1,5% a.m. de taxa.

Calcule:
a) o valor da primeira e da tltima prestagoes

b) a soma da 36% até a 65 prestagao (inclusive).
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6. O sr. Wilson adquiriu uma fazenda de R$ 3.000.000, 00 dando 30%
de entrada e financiando o restante em 180 meses pelo sistema
francés, a taxa de 1% a.m.. Na ocasiao da compra, a UR corres-
pondia a R$ 1.050,00. Obtenha a planilha em UR até o 42 més. Se
o sr Wilson quisesse quitar a divida apds ter pago a 512 prestacao,

qual o valor adicional a ser desembolsado?

7. A sra. Vilma recebeu um financiamento de R$1.000.000,00 para
compra da casa prépria, sendo adotado o sistema Price a taxa de
1,5% a.m. para pagamento em 180 meses. Qual é a divida no 642

mes 7

8. Um banco financia a importancia de R$ 400.000, 00 entregue no ato
do financiamento, com prazo de caréncia de 2 anos. Sabendo-se
que foi utilizado o sistema francés, com taxa de 10% a.a., que a
devolucao deve ser feita em 4 prestagoes anuais e que durante o
prazo de caréncia os juros sao capitalizados e incorporados ao capi-
tal, cons-trua a planilha .

Se o devedor resolver liquidar a divida imediatamente apds o paga-

mento de 2 prestagoes, quanto deveria pagar ?

9. Um valor de R$1.500.000, 00 ¢ financiado & taxa de 10% a.a., para
ser amortizado pelo sistema americano, com 3anos de caréncia.

Sabendo-se que os juros sao pagos anualmente, construir a planilha.
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Respostas - 62 Lista de Exercicios

Trimestre A J R SD
0 - - - 600 x 10?
1 - 24 x 10° | 24 x 10 | 600 x 103
1. 2 - 24 x 10° | 24 x 10 | 600 x 103
3 - 24 x 10° | 24 x 10 | 600 x 103
4 600 x 10% | 24 x 10° | 624 x 103 -
Total | 600 x 103 | 96 x 10% | 696 x 10° -

Ano A J R SD
0 ; _ - 100 x 10°
1 - - - 110 x 103
2. 2 - - - 121 x 10?

3 160,5x10%|12,10 x 10% | 72,60 x 10® | 60,5 x 10?

4 160,5x10%| 6,05 x 10* | 66,55 x 10° -

Total | 121 x 103 | 18,15 x 103 | 139,15 x 103 -

3. a)R;=10.000 e Ry=09.900 b)181.000 c)R37 = 6.400
4. Ay =1.000 Jy =400 Roy = 1400 SD9 = 19.000

5. a)P, =875 Py = 355,25 b)18.453,75
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Més| A | J |R| SD
0| - | - | -] 2000
1| 4 | 20 |24] 1996

. 2 |4,04|19,96| 24 | 1991,96
3 |4,08|19,92 |24 | 1987,88
4 [4,12]1988 24| -

O valor adicional a ser desembolsado ¢é 1.735, 10.

7. 882.722,23
Ano A J R SD
0 - - - 400 x 10?
1 - 40 x 10° - 440 x 103
2 - 44 x 103 - 484 x 103
> 3 | 104.287,89 | 48,40 x 10% | 152.687,89 | 379.712, 11
4 | 114.716,67 | 37.971,321 | 152.687,89 | 264.995, 43
5 |126.188,32| 26.499,55 |152.687,89 | 138.807,15
6 |138.807,15| 13.880,71 | 152.687,89 -

Deveria pagar 264.995,47.
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Ano A J R SD
0 - - - 1.500.000
9. 1 - 150.000 | 150.000 | 1.500.000
2 - 150.000 | 150.000 | 1.500.000
3 | 1.500.000 | 150.000 | 1.650.000 -

104



0
*oat

m

CADERNOS DO IME
Série Matematica

Normas para publicacdo de trabalhos

Os artigos podem ser submetidos diretamente a qualquer um dos Editores,
desde que o contato seja efetuado através de correio eletronico (e-mail). Os
autores podem ainda indicar um dos Editores quando da submissido de um
artigo ao Editor Chefe (nunes@ime.uerj.br). Para toda e qualquer
correspondéncia € fortemente aconselhado o uso do correio eletronico (e-
mail).

Ha4 trés secdes nos Cadernos do IME - Série Matemadtica: a primeira delas
¢ destinada a divulgag@o de trabalho inédito de pesquisa em Matematica ou
Educacdo Matemidtica realizado por docentes do IME/UERJ ou de outras
institui¢des; a segunda € destinada a publicacdo de artigos de divulgacio e
a terceira, denominada Caderno de Notas, é destinada a divulgar idéias,
com caracteristicas de originalidade, e a estimular o estudo e a curiosidade
intelectual de todos os que se interessam pelo ensino e pelo estudo da
Matemadtica em nivel superior.

Os artigos técnicos e de divulgacdo devem ser escritos preferencialmente
em portugués ou inglés e ndo devem ultrapassar 10 pédginas, embora,
excepcionalmente, possam ser considerados artigos mais longos.

Os trabalhos submetidos para a Se¢do Caderno de Notas devem ser curtos
(no maximo 5 pdaginas). Podem versar sobre uma nova prova de um
resultado ja conhecido, uma apresentacdo original de um tema familiar
bem como aplicacdes interessantes de resultados conhecidos ou ainda
detalhamento de resultados.

Cada trabalho submetido deve conter um resumo com um maximo de 150
palavras, uma introducido que permita aos ndo-especialistas ter uma idéia
clara dos principais temas em discussdo, evitando detalhes técnicos, uma
lista de palavras-chave e a classificagdo AMS 2000. No caso de ser o
trabalho aceito, serd pedido aos autores a versdo final do artigo em LaTeX.

Importante

Todos os trabalhos enviados para publica¢do nos Cadernos do IME — Série
Matemadtica deverdo seguir os modelos Cadernos do IME, disponiveis para
Word (Portugués e Inglés) e para Latex (Portugués e Inglés). Os arquivos
deverdo ser convertidos em formato PDF.

As chamadas de trabalho estdo disponiveis na pagina da revista:
http://www.ime.uerj.br/cadernos_mat



Nival Nunes de Almeida
Reitor

Ronaldo Martins Lauria
Vice-Reitor

Antoénio Carlos Moreira da Rocha
Diretor do Centro de Tecnologia e Ciéncia

Ana Cristina da Mota Cordeiro
Diretora em Exercicio do Instituto de Matematica e Estatistica

Mauricio Alejandro Antonucci Vilches
Departamento de Analise Matematica

Ana Suely de Andrade Maciel Lopes
Departamento de Estruturas Matematicas

Alexandre Teixeira Behague
Departamento de Geometria ¢ Representacio Grafica

Alexandre Rojas
Departamento de Informatica e Ciéncia da Computacio

José Fabiano da Setra Costa
Departamento de Estatistica

Maria Angela Lobio dos Santos
Departamento de Matematica Aplicada



