A EQUACAO DE EULER GENERALIZADA

CARLOS F. VASCONCELLOS *

Resumo

Neste trabalho consideramos o método variacional classico para resolver alguns
problemas que envolvem EDP néo linear e equagoes integrais. Ou seja, definindo um
funcional semelhante a estes que aparecem frequentemente em calculo das variagoes,
mostramos que o seu minimo( ou maximo) satisfaz a uma Equacao de Euler general-
izada e portanto é solucao de alguma equacao diferencial ou integral. Este método,
inspirado em resultados classicos e bem conhecidos, permite resolver varios problemas

de Equacgoes Diferenciais e Integrais de uma s6 maneira.

1 Introducao

Neste trabalho ndés daremos uma condigao necesséria para um extremo (maximo ou minimo)

de funcionais do seguinte tipo:

J(u):/QF(x,Au(x))dx, (1.1)

onde €2 é un aberto conexo e limitado do IR",n > 1.

No6s mostraremos entao, que este extremo vai satisfazer uma equacao diferencial ou integral,
a qual denominaremos ”Equacao de Euler Generalizada”.

Comecaremos, nesta introdugao, apresentando algumas defini¢oes, notacoes e hipoteses, que
sao fundamentais ao nosso principal resultado, o qual serd enunciado e provado na secao 2.
Na secao 3 daremos alguns resultados sobre minimizagao de funcionais nao lineares definidos
em subconjuntos convexos de espacos de Banach.

Na secao 4 nés daremos aplicacoes do resultado resolvendo uma EDP nao linear e as equagoes
integrais de Volterra e Hammerstein.

Seja W™P(Q)),m € IN,1 < p < +00, 0 espaco de Sobolev das distribuigoes u em LP({2) tais
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que suas derivadas parciais de ordem menor ou igual a m pertencem a LP((2).
A norma em W™ P(Q) é dada por:

1/p

mp =14 > 11Dl

laf<m

||l

Considere C§°(€2), o espago vetorial das fungoes reais definidas em 2, com derivadas de todas
as ordens continuas e com suporte compacto. O fecho de C§°(€2) em W™P(Q) é denotado
por WyP(Q) e seu dual é W=7 (Q), onde p’ = P

p—1
Seja A : W™P(Q) — [LP(Q)]F = LP(Q) x.... x LP(Q), k > 1, um operador linear e continuo,
com coordenadas A, ...., Ay, Para cada j = 1,2...,k, seja A}, o adjunto da restrigao do

operador A; ao espago Wy *(€2). Observamos que o operador A ¢ linear continuo de L¥(Q)

em W7 (Q), satisfazendo:

(A, h) (v, Ash), , veE LY (Q)eh e WiP(Q),

—mp,p P

onde, na igualdade acima, a dualidade & esquerda é entre os espacos W2 (Q) e W7 (Q)
e a dualidade & direita ¢ entre os espacos L¥ (Q) e LP(Q).
Seja, agora o conjunto Ej, das funcdes F' de valores reais com dominio em QxIR¥, satisfazendo

as seguintes propriedades:

1) Para cada x € Q a funcdo : y — F(z,y) pertence a C*(IR")

OF
2) Para cada y € R" as funcoes,  — F(z,y) e = — a—(x,y), j = 1,2....k sdo
Yj
funcoes mensuraveis em ().
3) Para cada ¢ = (o1, 09,...,0r) em [LP(Q)]* a funcdo definida por
F
F(.,9)(z) = F(z,p(x)),z € Q pertence a L'(Q) e —(., ) j = 1,2..., k, pertencem a

8yj
L (Q).

2 A Equacao de Euler Generalizada

Nesta se¢ao enunciaremos e demonstraremos o nosso principal resultado, ou seja uma condi¢ao

necessaria para existéncia de ponto extremo para funcionais do tipo definido em (1.1).
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Teorema 2.1 (resultado principal)
Sejam Uyq um subconjunto nao vazio de W™P(Q) e F' em Ej e suponha que exista uy que
minimiza o funcional (1.1) em Uyq- Se para todo h em C§°(S2) existe v > 0 tal que ug + th

pertence a Uyq, sempre que |t| < r, entdo ug satisfaz a sequinte equagao:

k
> oA (6_F<'7Au0)> =0, em W7 (Q). (2.1)
=\

OF
e — (., Au), com j =
ayj( ) j

1,2, ..., k pertencem respectivamente a L'(Q2) e LP'(Q), para todo u em U,y Como F pertence

Prova: Pela hipétese 3) sobre o conjunto Ej, as fungoes F'(., Au)

a Ey, e o operador A é linear e continuo, segue que as aplicagoes definidas abaixo sao continuas
(ver [5] teor.2.1, pag. 22):

uweW™P(Q) — F(,Au) € L'(Q) e ueW™P(Q)r— S_F
Yj

Considere agora, h em C§°(§2) e seja ty > 0 tal que uy + th pertenca a U,; quando 0 <
t < to. Assim, as aplicagoes g,(t) = F(., A(ug + th)) definida de [0,¢,] em L'(Q) e g;(t) =
oF

8—(., Aug +th)),j = 1,2, ..., k definida de [0,%,] em L” (), sdo continuas. Portanto, para
Yj

t

cada t em [0, %], a integral / gi(s)ds é bem definida na norma L¥ (), j = 0,1, ..., k.
0

Dali,

(., Au) € LP(Q) (22

o< Lt Z0) - L [ P, Ao + ) (0)) — Fio, Auo(o))de =

t

-1 / / ZS_F@; Alug + sh) () Ah()de = (2.3)
zk:< /t Ajh>pl7p=%/Oté@j(s),/xjmp,,pds, Ve € [0, ).

7j=1
k
Tomando o limite quando ¢ — 07 em (2.3), nés obtemos Z (g;(0), Ajh>p, , = 0.

j=1
k

Como h é arbitrario, nés podemos concluir que Z (9;(0), Ajh), ,=0.
=1
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k
F /
Portanto, Zle A*g;(0) = E A* (g—y(.,Auo)) =0em W™7(Q). "
j=1 !

3 Resultados sobre funcionais nao lineares

Nesta secao, com o objetivo de tornar a leitura do presente trabalho auto-suficiente, apre-
sentaremos alguns resultados sobre minimizagao de funcionais nao lineares em espagcos de
Banach reflexivos.

No que segue consideraremos U,; um subconjunto convexo fechado de um espago de Banach

reflexivo X. Denotaremos por || - || a norma em X e por X’ seu espago dual.

Uma sequéncia {u, } em X converge fraco para um vetor u em X, se para qualquer funcional

linear ¢ em X' tem-se p(u,) — p(u).

Definicao 3.1 Um funcional nao linear J : U,q C X — IR € dito fracamente semicontinuo
inferiormente(w-s.c.i)em ug € Uyq, se para toda sequéncia {u,}, em Uyq, fracamente conver-

gente para ug implicar que liminf J(u,) > J(up).
Observacgao 3.1 Podemos observar o sequinte:

i) E resultado conhecido de andlise funcional que um conjunto convexo fechado ¢ fraca-
mente fechado (ver Brezis [2] (pag 38)).

ii) Um funcional J € fracamente semicontinuo inferiormente (w-s.c.i) em todo dominio

se € w-s.c.i em cada ponto do dominio.

Definicao 3.2 Um funcional nao linear J : U,qg C X — IR € dito coercivo se:

J(u) — +o0 sempre que ||u]| — +o0. (3.1)

O Teorema a seguir determina as condig¢oes para que um funcional J realize o minimo em um
convexo fechado. Para facilitar a leitura do texto daremos sua demonstragao (ver também
Lions [7](pag 6) e Costa [4] (pag 3)).
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Teorema 3.1 ( minimo de um funcional)
Seja J : U C X — IR um funcional fracamente semicontinuo inferiormente e coercivo e

U,q um subconjunto convexo e fechado. Entao, existe ug em U,q solucao do sequinte problemas:
J(uo) =min{J(u) : u € Uyq}.

Prova: Por (3.1) segue que existe M > 0, tal que se u € Uyq € |lul| > M entao J(u) > 1.

Por outro lado, considere o conjunto N = {u € Uyq : |Jul| < M}.

Supondo, por absurdo, que o funcional J nao seja limitado inferiormente em N, existiria
uma sequencia {u,} tal que HETOO J(up) = —o0.

Como N é limitado, entdo vai existir uma subsequencia {u,, } que converge fraco para u;
em N, assim por hipétese liminf J(u,, ) > J(u1) o que mostra uma contradi¢ao.

Portanto, o funcional J é limitado inferiormente em U,,.

Seja o = inf{J(u) : u € Uyq}, logo existe {u,} em U,q tal que ngrfoo J(u,) = a.

Assim, pela coercividade de J, a sequencia {u,} é limitada em U,; e dai existe uma sub-
sequencia {u,, } fracamente convergente para u, em U,y. Como J é w-s.c.i temos a =

liminf J(uy,, ) > J(u,) e concluimos que J(u,) = o demonstrando o teorema "

Definicao 3.3 Um funcional nao linear J : U,qg C X — IR, onde U,q € convexo, ¢ difer-

encidvel a Gateaur em u, se:

J(u, +th) — J(u,
(g + th) = ()
t—0 t

eziste, para todo h em Uyq.

Neste caso este limite é denotado por §Jy(u,)

Teorema 3.2 ( caracterizacao do minimo de um funcional)

Sejam um funcional nao linear J : U,y C X — IR e u, um ponto de minimo para este
funcional em Uyq. Entao, se J € diferencidvel ¢ Gateaux em u,, temos 0J,(u,) = 0, para
todo h em U,,.

Prova: A prova é bem semelhante a feita em Calculo para funcgoes reais. [

Observagao 3.2 Os resultados acima caracterizando minimo de um funcional nao line-ar
podem ser reescritos para o mazrimo de um funcional em um conjunto convexo, lembrando que

se um vetor € ponto de mdximo para J entao serd de minimo para —J e que limsup J(u,) >
liminf J(uy,).
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4 Aplicacgoes

Exemplo 1: ( Uma equagao diferencial parcial nao linear)

Seja ) um conjunto aberto limitado do IR", n > 1, satisfazendo as condicoes de regulari-
dade descritas em Lions [6].

Consideremos p > 2, m € IN e a = (aj,a,...,a,) em IN" e denotemos por
la] = a1 + as + ... + ay,.

Seja (k—1) o nimero de multi-indices definidos a partir de «, com |a] < m. Assim, podemos

representar os vetores de IR" por ¥ = ((Ya)jaj<m s Yk)-

/ 1
Dado f em L” (), entao a funcao F(z,y) = — Z lya|? + yrf(x) pertence a E.
p

laj<m
Seja também o operador Au = ((D*u)a<m, —u) onde u é definido em W™P(Q), logo
Ax = (=1)l*ID* para |a| <m e A* = —1I.

m—1
Consideremos a funcdo traco 3 : W™P(Q) — HWm_j_%’p(F), onde denotamos por I' a
=0

fronteira do conjunto € (ver resultados referentes ao Teorema do Trago, por exemplo, em
Adams [1]).

m—1
Seja g em H Wmﬁj*%’p(I’) e considere o conjunto Uy,q = {u € W™P?(Q); 7 (u) = g}.
j=0
Observamos que como 7 é um operador linear, continuo e sobrejetivo com o niicleo W37 (€2)

(ver por exemplo, Lions [6], Adams [1]) entao o conjunto U, é nao vazio, fechado e convexo.

Vejamos primeiramente o seguinte problema:

1
Dado o funcional J(u) = / - Z |D%ul’ — f(x)u(z) | dz, definido em W™P(Q),

@ laj<m

encontrar seu minimo em U,q.

Este resultado é consequéncia das seguintes propriedades do funcional J:
a) J ¢ fracamente semi-continuo inferiormente em W™P?(€2).
b) J(u) — +oo quando |[u|;,, — 400 (coercividade).

Assim, pelo Teorem 3.1, segue que existe uyg em U,g minimizando J em U,,.

Agora, como o funcional J e o conjunto convexo U,q, satisfazem as hipoteses do Teorema
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2.1, podemos afirmar que ug, pertencente a U4, é solucao da seguinte equacao:

> (=)D (IDuo|"*Dug) = f, em W7 (Q)-
|a|<m

Portanto, ug é solucao fraca do seguinte problema nao linear:

> (=)D (|Duo|" > Dug) = f em Q
|a<m (4.1)

u=g¢g em [

Observacao 4.1 Nos podemos encontrar resultados relacionados no trabalho de F. Browder
[3], sobre o funcional em (1.1), quando o operador A é definido por:

Au = (u, ..., D™u) e o conjunto admissivel U,q € um subespago fechado de W™P((Q).

Em Lions [8](cf. pags 182-183) foi usado método direto e método da monotonia para en-
contrar a solu¢dao da equagao de FEuler relacionada com o funcional (1.1), onde Au =
(Uy ..o, D™u) € 0 conjunto Uy,g = W P().

Exemplo 2: ( Uma equagao integral linear)

Consideramos, agora m = 0, p = 2 e definimos a fungao M : L*(Q) — L*(Q), onde

Mu(-) = / K(-,y)u(y)dy, se o nticleo K pertencer & L*(2 x Q) e |[K|| < 1. Nés podemos
Q

ver que M é um operador linear e continuo e o operador definido por Au = u — Mu satisfaz

ao seguinte:

(Au, Au) > (1= [[K[)*u]®
onde || - || é a norma no espaco L?(Q2) e (,-) é o respectivo produto interno.
Pela defini¢do do operador linear A, podemos concluir que A* = A (cf Riesz-Nagy [11]).
Seja a funcao: F(z,y,z) = %yz — f(z)z, onde f pertence a L?(2) e o par (y, z) estd em IR?
e finalmente seja o conjunto admissivel U,q = L?(12).

Entao, desde que a funcao F' estd em FEs podemos definir o seguinte funcional:

J(u) = /Q B (Au(@))? — f(2)Au(z)| d (4.2)

O primeiro problema ¢ encontrar o minimo do funcional (4.2)em L?(2).

Como no exemplo 1, acima, o funcional (4.2) tem as seguintes propriedades:
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a) J é fracamente semi-continuo inferiormente em L?((2).
b) J(u) — 400 quando |Ju|| — 400 (coercividade).

Portanto, existe 1y que minimiza o funcional (4.2) em L?*(Q2) e assim, pelo Teorema 2.1, ug

satisfaz a seguinte equacao em L*(Q):

Como A* é injetiva, temos Aug — f = 0 em L*(Q).

Podemos entao concluir, afirmando que ug é solugao da seguinte equagao integral:
—/ K(z,y)up(y)dy = f(z) q.s. em Q (4.3)
Q

Exemplo 3: (a equacao de Hammerstein)

Seja p: IR — IR derivavel, satisfazendo as seguintes hipdteses:

i) ¢'(s) > 0 para todo s € R.

ii) Para cada u em L?(Q2), a fungao op(u) pertence a L*(12).

y
Entao, podemos observar que a funcao ®(y) = / ©(s)ds, y € R aplica L*(Q2) em L'(Q).

0
Portanto, segue por Krasnosel’skii [5](Teor. 2.1) que as fungoes u — ¢(u) e u+— D(u)

sao continuas respectivamente de L*(Q2) em L*(Q) e de L*(2) em L'(Q).
Sejam o ntcleo K e o operador M definidos como no exemplo 2, e além disso vamos supor

o seguinte:
i) K(z,y) = K(y,x) para todo xey em (.
ii) Existe ¢ > 0 tal que (Mu, u) > c|lul|* para todo u pertencente L*().

1
Definimos F(z,y,z,w) = §y2 + ®(2) + f(z)w, onde f € L3*(2). Consideramos também
A1 M2 AQ—I€A3:—

O funcional J(u [ |Ayu(z)]? + @ (u(x)) — f(z)u(z)| dr, tem um minimo em L?(€2).

l\')lr—t

De fato, como J, = [, ®(u(x)) é convexo e continuo ( ¢"(s) = ¢'(s) > 0 e u — P(u)
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é continuo) e ||Ajul|? > ¢||lul|* segue por Lions-Stampacchia [9] (teor. 2.2) que existe ug
que minimiza J em L*(Q).

Portanto, como F pertence a FEj3, segue pelo teorema 2.1, que ug satisfaz a equacao
o(ug) + Mug = f em L*(Q).

Portanto wg = ¢ (ug) ¢ solugao da equagao de Hammerstein:
w0+/K(x,y)go_l(wo)dx = f(z) q.s. em Q.
Q

Observacgao 4.2 No trabalho de Krasnosel’skii [5]( pag. 306), podemos encontrar um teo-
rema de existéncia para a equacao de Hammerstein, a qual € a equacao de Euler associada
a um funcional definido em L*(Q0), do sequinte tipo: $(u) = 3(u, u) + F(u).

Além disso, podemos encontrar outros principios variacionais sobre a equacdo de Hammer-

stein no trabalho de P. Robinson [12].
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