ENVOLTORIAS DE CURVAS PLANAS *

M. A. VILCHES '

Resumo

Diferentes fendmenos ocorrem naturalmente nas curvas planas e sdo de interesse em Topologia,
Teoria das Catastrofes, Geometria Algébrica e em Computagao Gréfica. Nestas notas, apresentare-
mos uma abordagem totalmente elementar da teoria das envoltérias de curvas planas com algumas
aplicacdes. Essencialmente, utilizaremos algumas nogdes elementares de Geometria Diferencial e Ge-

ometria Algébrica.

Abstract

Based on classical geometric concepts we studies the geometry of envelopes. The envelopes are con-
nected with light caustics, geometric computer graphics, modeling of gear teeth in mechanical engi-

neering. The main focus of this works is on envelopes of plane curves.

1 Introducao

As envoltdrias, inicialmente foram estudadas por Leibniz e Bernoulli interessados nos chamados prob-
lemas de tangéncia. As envoltdrias de curvas planas sdo frequentemente utilizadas para definir novos
tipos de curvas, a partir de outras conhecidas. Como envoltdrias aparecem diversas curvas notéveis,
como a astrdide, a cicléide e as chamadas roullettes ou rolantes. Atualmente, o interesse nas envoltéria
vai da Geometria Algébrica a Teoria das Catéstrofes, passando pela Computacdo Gréfica, Arquitetura
e pela Engenharia Mecanica. Antes de entrar no estudo das envoltérias das curvas planas, precisamos
enunciar alguns resultados cldssicos da Andlise em varias varidveis.

Seja f : R™ — R™ uma fungdo de classe C*,0 < k < 400, p € R™ e denotemos por fi : R™ — R,
f=(f1, f2, -+, fn) as fungdes coordenadas de f. Definimos e denotamos a matriz jacobiana de f em p
como a matriz n x m: J(f(p)) = (Vfi(p)), onde Vf; é o gradiente da fungdo coordenada f;. O ponto
p € R™ é dito regular de f e a fun¢do f é uma submersédo se a matriz jacobiana J(f(p)) tem posto n;
logo, n < m. Isto é, a derivada de f no ponto p é sobrejetiva, ou seja, D f(p) (Rm) =R". Sen=1,pé
regular se, e somente se Vf(p) # 0. Um ponto ¢ € R” é um valor regular de f se cada ponto da pre-
imagem é um ponto regular; logo, se ¢ € R™ é um valor regular, entdo f~!(c) C R™ s6 possui pontos
regulares. O conjunto de nivel f~!(c) é estudado exaustivamente em Teoria de Morse. Em geral, f~!(c)
pode ter varias componentes conexas e ter auto-intersegdes e sua topologia pode ser muito complicada.

Um ponto que néo é regular é dito ponto critico ou ponto singular. Do teorema de Sard, segue que o
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conjunto dos pontos criticos de uma fungao de classe C* tem medida de Lebesgue nula. Consideremos
f : R*P — R”™ uma submersio de classe C*. Do teorema da Funcéo Inversa, temos que se c € R" é
um valor regular de f, entdo f~!(c) é uma subvariedade de dimensdo n. Nocason = p = 1, f~1(c)
¢ uma curva regular na vizinhanga do ponto regular e no cason = 1 e p = 2, f~!(c) é uma superficie
regular na vizinhanga do ponto regular. Se n = 1, ndo é dificil ver que o vetor gradiente de f é normal
a cada curva da familia; se a superficie de nivel f~!(c) possui autointerse¢des transversais e p é um
ponto da intersegdo, entdo V f(p) = 0, pois o tinico vetor normal a todas as componentes é o vetor nulo.
Lembremos que a equagdo f(z,y,z) = 0 define implicitamente a funcdo z = ®(x,y) se, e somente se
f(z,y,®(z,y)) = 0. Isto &, o grafico de ® estd contido na superficie de nivel f~!(0). Do Teorema da
Fungédo Implicita, temos que existe ® : U C R? — RP de classe C* tal que f(z,®(z)) = 0, para todo
x € U. O teorema diz que se a matriz jacobiana de f é ndo singular num ponto, numa vizinhanca do
ponto a equagdo f(z, ®(x)) = 0 pode ser resolvida. Em particular,sen =p = 1e f é tal que f(0,0) =0
e =—(0,0) # 0, entdo existe uma tnica ® tal que ®(0) = 0 e numa vizinhanca da origem, f(z,y) = 0

dy

se, e somente se y = ®(x). A matriz Hessiana de f em p é matriz a m x m definida e denotada por

82
Hess(f)(p) = (axafx

correspondente.. Um ponto critico é ndo degenerado se a matriz hessiana no ponto é invertivel.

) tal que 1 < 4, j < m, onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto

2 Envoltorias

A equacdo f(x,y,\) = 0 define uma familia de curvas planas; isto é, para cada )¢ fixado, a equagéo

f(z,y,\o) = 0 define implicitamente uma curva no plano. Consideremos a submerssao de classe C*:

f:RZxR—R
(:Caya)‘) — f(waya)‘)

tal que a familia de curvas planas f(z,y, A) = 0 seja a superficie de nivel zero de f, quando o pardmetro
) é considerado como a coordenada z. Para cada \ arbitrario, consideramos a submersio fy : R? — R,
de classe C*, definida por fi(x,y) = f(x,y,A); suponha que para todo )\, zero é valor regular de fy,
isto &, Vf\ # 0,logo Cy = [ 1(0) ¢ uma curva parametrizada (sobre a superficie de nivel zero de f)
numa vizinhanga do ponto regular. Se a fungdo f é polinomial, as curvas sdo algébricas. A envoltdria
de uma familia de curvas planas que dependem de um pardmetro é uma curva, que ndo pertence a
familia e que é tangente a todas as curvas da familia. Essencialmente, a envoltdria se obtem eliminando
o pardmetro que caracteriza a familia entre a equagdo desta e sua derivada em relagdo a A. Em geral,
a envoltéria de uma familia de curvas pode nédo existir, mas no caso em que exista deve satisfazer ao

seguinte resultado:
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Teorema 2.1 A envoltéria de f(x,y,\) = 0, onde v = x(\) e y = y(\) é a solugdo do sistema:

f(@(A);y(A),A) =0

of (2.1)
Prova: Considere uma vizinhanga do ponto de tangéncia da envoltdria com a familia de curvas planas, nessa vizin-
hanga existe parametrizagdo regular da envoltéria; logo, nesta vizinhanga a envoltéria satisfaz: f(xz(N), y(X), \) =

0 tal que 2'* + y'* # 0. Derivando implicitamente f(z(\),y(\), \) = 0 em relagio a \:

OF vy + 2L oy + 2L
8xx()\)+8yy()\) a)\—o.
No ponto comum de tangéncia, devemos ter:
0 5}
V)50 A) - () =0 = L a0y + Z oy =
onde - é o produto interno de R?; logo, obtemos:
of B

Segue do teorema que (o, yo) pertence a envoltéria da familia se, e somente se, existe A tal que:

f($05y07)‘) =0

of

—(x0,v0,\) = 0.

B )\( 05 Yo )

Em geral, este sistema é ndo linear e pode ser utilizada a teoria do resultante de Silvester, para resolvé-

lo. Ao eliminar o pardmetro A, obtemos uma expressdo em z e y que € a equagdo de uma curva, na forma

implicita, cujo trago é a envoltéria da familia. Também segue do teorema anterior, que a envoltéria da

familia é, localmente, a interse¢do das curvas da familia, numa vizinhanga de \. De fato, seja (xo, yo) 0

ponto de interse¢do; entdo f(zo,yo, \) = f(z0,v0, A+ €), se € — 0; logo:
of f(zo, 90, A +€) — [0, 90, A)
—(z0, 90, \) = lim e e
5y (20, Y0, A) = lim -

O seguinte teorema nos oferece as condigdes para que uma familia de curvas planas possua envoltéria.

=0.

Teorema 2.2 A condigdo suficiente para a existéncia da envoltéria nos pontos requlares de uma familia de curvas

2
planas é que f € C?, % # 0 e que:
of  of
B3 |
OxdN  Oyo\

Prova: Como por hipétese, o jacobiano de f é nio nulo, segue do Teorema da Fungio Implicita que existem solugdes

x = xz(\) ey = y(\). Derivando o sistema 2.1, em relagio a \:

% 20+ Ly Y=o

0 ox
0% f 0 f

/ BT 2.2)
or " N+ aap YN+ 5

+ 5 =0
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Note que as solugdes © = x(\) e y = y(\) ndo podem ser constantes; caso contririo, se x'(\) = y'(\) = 0, segue
2

. 0 . . 0
da sequnda equagdo do sistema 2.2 que 8—)\2 = 0, 0 que contraria a hipétese. Por outro lado, como 8_§ =00

of

sistema 2.2 é equivalente a:
of ,

GO G YN=0
2f Pf O
oor " N gray YN+ 552 =0

Este 1iltimo sistema tem solugdo, pois seu determinante é o jacobiano de f, o qual é ndo nulo. Finalmente, o sistema
2

possui solugdo ndo trivial devido a % # 0.

A seguir, apresentaremos uma aplicagdo cldssica da teoria das envoltérias.

Sejam ¢ > h > 0, constantes e consideremos a seguinte familia de circulos f(z,y,\) = (z — A\)? +y? —
A2 . . . .
h? [= — 1] = 0. Note que f satisfaz as hipéteses do teorema; logo, para determinar sua envoltéria
C
resolvamos o sistema: )
A
f(:rvyaA): (‘TﬁA)2+y27h2 [0_271} =0

af h?

2 .172 2

ccx o . -

Da segunda equagdo temos: A = 2 gp e substituindo na primeira obtemos a hipérbole o + % =
C c® —

1 que é a envoltdria da familia de circulos.

Figura 1: A familia de circulos e sua envoltoria.
22

A familia de circulos f(z,y,\) = (z — \)? + y? — h? [0_2 — 1] = 0 no primeiro e quarto quadrantes,
isto é x > 0 é modelo para estudar um fendmeno em Actstica, chamado de zona de audibilidade. Por
exemplo, considere um avido a jato que voa a uma certa altura fixa de h» metros da superficie terrestre
e viaja a uma velocidade constante v; em cada instante de tempo ¢, o jato se encontra sobre certo ponto
do espaco, cuja projecdo sobre o plano xy descreve uma linha reta paralela a trajetéria do avido a jato.
Sem perda de generalidade, podemos considerar este problema localmente plano e a reta pode ser
parametrizada por (vt,0), onde t é o tempo transcorrido, em segundos. E possivel provar que a zona
de audibilidade, isto ¢, os pontos onde se ouve ou se ouviu o som do motor do avido a jato é uma regiao

plana que tem como fronteira ou limite, a envoltéria da familia de circulos centrados em (vt,0) e de
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raios vu?t? — h?, onde u é a velocidade de propagagdo do som no ar. Logo, a regido de audibilidade
do avido é dada por:
(o) € B2 >0, (o — vt +47 <02 — 17,

Fazendo A =vtec = — h, obtemos que a zona de audibilidade do barulho do motor do jato é dada por
u

)\2
flx,y,\) = (z=N)?+y? —h? |5 —1] <0,se z > 0. Portanto, o limite da zona de audibilidade do som
c

do motor do jato é a envoltéria, no primeiro e segundo quadrantes, da familia , ou seja, a hipérbole:

ZC2 y2

2 —h2 K2

Figura 2: Zona de audibilidade.

O seguinte exemplo mostra que familias de curvas planas diferentes podem ter a mesma envoltéria.
De fato, consideremos primeiramente a familia de retas: f(z,y, A) = x sen(\)+y cos(A)—d cos(X) sen(N),

tal que sen(X) cos(A) # # 0. Entdo, determinamos a solugdo do sistema:

fz,y,\) = xsen(\) + ycos(N) — dcos(N) sen(A) =0
0
8_§ = 2 cos(\) — y sen(\) — dcos(2\) = 0;

multiplicando a primeira equacdo por sen(\), a segunda por cos()) e somando ambas as equagdes,
obtemos z = dcos®*(\) e y = dsen®(\). Da primeira equagdo, temos que a envoltéria da familia é a
astréide 2%/3 +y?/3 = d?/3. Agora, consideremos a familia de elipses f(x,y,A) = A2 22+ (1 —\)"2y% -

d?,0 < X < 1. Determinemos a solucdo do sistema:

flay, ) =222+ (1-N"y* —d* =0
of
LA 322 (1 =\N)342 =0
7 a® = (L=X)"y* =0;
da segunda equagdo temos que z? = A3 (1—\) 2 y?; substituindo na primeira, temos que y* = d? (1—\)?

e z2 = d? \3; eliminando ), obtemos novamente a astréide z2/3 + y2/3 = d2/3.
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Figura 3: As familias de retas, de elipses e a envoltdria, respectivamente.

2.1 Singularidades

Observemos que a solugdo do sistema 2.1 que determina a envoltéria da familia de curvas pode conter,
além da envoltoria, alguns pontos singulares e algumas curvas da prépria familia. Seja f(z,y) = 0 uma
familia de curvas planas. Consideremos a submersdo f : R2 — R, de classe CF, tal que a familia de

curvas sejam as curvas de nivel zero de f. O ponto (¢, yo) é um ponto singular de f se V f(x¢, yo) = 0.

0
Equivalentemente, —f(:co, Yo) = a—(ﬂfo, Yo) =0
x )

0

Proposic¢do 2.1 A envoltdria contem o conjunto dos pontos singulares da familia de curvas.

Prova: A envoltéria é obtida como solugdo do sistema:

fx,y,A) =0
of
. L _ . af y 3 . .
As solugoes singulares, isto é, as solugdes tais que il 0, também satisfazem ao sistema (2.1). De fato,
x x
derivando f(x(\),y(\), A) = 0 em relagio a \:
of of of _
of of of
como 9r oy 0, temos que ax 0.

Por exemplo, em Engenharia Mecénica quando se projeta uma peca mecanica como uma engrenagem, é
interessante ao determinar a envoltdria de uma familia de curvas, achar os pontos singulares da famidlia,
pois estes pontos correspondem, em geral, a pontos de atrito, como os dentes da engrenagem. Denote-
mos por H o determinante da matriz Hessiana de f:

2
Hay = L P [aﬂ |

_@8—342_ Oxdy

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto (z,y). Da teoria cldssica das curvas planas, temos

que se (g, yo) € um ponto singular de f, entdo:
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1. Se H(zo,y0) > 0, (zo,yo) é um ponto isolado.
2. Se H(zo,y0) =0, (x0, yo) é um ponto de cispide.
3. Se H(zo,y0) <0, (20, yo) é um ponto mdltiplo ou nodal
Consideremos a familia f(x,y, \) = (2? + (y — \)?) (z — 2) + = = 0. Determinemos a solucdo do sistema:
f@yN) =@+ Y- (-2)+z=0
% =-2(x-2)(y—N)=0.
Note que aretaz = 2ndo pertence a familia; na verdade é uma assintota da familia. Se ¥ = A na segunda

equacdo, entdo na primeira obtemos x = 0 e # = 1. Determinemos os pontos singulares resolvendo o

sistema: 5
g—f:3x2—4x+1+(y—)\)2:0
—=2(@—-AN)y—A)=0
5 =2@=N =N
donde obtemos que = = 1 é o lugar geométrico dos pontos singulares. Note que H (z, \) = —4; logo, os

pontos singulares sdo nodos. Entdo, a envoltéria da familia é a reta vertical x = 0.

Figura 4: A familia de curvas, a envoltdria, a reta os pontos singulares e a assintota.

RN
Consideremos a familia f(x,y,\) = (y — \)? — M = (. Determinemos a solucao do sistema:
5 2(z—AN)?
FlayN) = (y =2 = == =0
of
=~ =-2(y— 2(x— N2 =0;
o (y=AN+2(x=2)"=0;

2 2 2
obtemos: A=ze\=x— 3" Sel=uzx,entdor =y;se A\ = x — 3 entdioy = x — 9 Determinemos os
pontos singulares resolvendo o sistema:
—2(x—-N?=0

of _
?:2(1{;—)\):0
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logo, temos que = y é o lugar geométrico dos pontos singulares. Note que H(z,z) = 0; logo, as
singularidades sdo ctspides.

Figura 5: A familia de curvas, a envoltdria e a reta os pontos singulares.

3 Aplicacdes

As notagdes, defini¢des e alguns resultados deste pardgrafo podem ser vistos [MV]. Seja I' uma curva
plana; denotemos por 7(A\) = (z()\), y(\)) uma parametrizagio local de classe C* de I'. Para todo A € T
existem os vetores t(\) = (z/(\),y/(\)) e i(\) = (—¥/(\), 2’ (\)) ortogonais tais que {t, i} é uma base
positiva de R?; logo, um ponto genérico p de r = 7(\) se escreve p = 7(\g) + at(A\g) + B1i(\), para
algum ). Note que os vetores t’ e ii devem ser paralelos. A curvatura (com sinal) de I" no ponto r(X) é
denotada e definida por t/()\) = k(\) (\). Como k(\) = t/()) - fi()), entdo:

)-8 PNy = 2" (N Y'Y

N =eE T O

k = k(\) é uma funcdo com a mesma classe de diferenciabilidade de I. Note que temos: n’(\) =
—k(\) t(\). Intuitivamente a curvatura é uma medida do afastamento da curva de sua reta tangente.
Na verdade, ndo ¢é dificil provar que I' tem curvatura zero se, e somente se ¢ uma reta. A curvatura é

intrinseca. De fato, suponha que r é parametrizada pelo comprimento de arco; entao:

///_"ﬁ 10
(r' 1) = (¢ )(0 k)

onde todas as fungdes sdo calculadas em t. Logo, k = det(r’,r"). Seja I uma isometria e § = I or; entdo
I(r', ") = (0',8"). Como det(I) = 1 temos que: k(r) = det(r’ ") = det(I) det(5’, ") = k(). Note
que k(X\g) > 0, implica em que t/(\o) e fi()\o) tenham a mesma direcdo e k(\g) < 0, implica em que
t/(\o) e 1i(\o) tenham sentidos opostos. I' possui um vértice em Ao, se k = k(\) tem um ponto critico

em )\().
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Evolutas

1 1
Se k(Ao) # 0, a quantidade Ry, = el eopontocy, = T(Ao)+m

ou centro focal e centro de curvatura de r» = r(\) em )¢, respectivamante. A evoluta de uma curva é o

1 (o) sdo ditos raio de curvatura

lugar geométrico dos centros de curvatura da curva. Segue diretamente do teorema que:

Corolario 3.1 A envoltéria da familia das retas normais a uma curva dada é a evoluta da curva.

Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva r = r(X) estd parametrizada por comprimento
de arco. Consideremos a funcio f(p,\) = (p — r(\)) - t(\), onde t(\) é vetor tangente unitdrio e - é o produto
interno em R%. Note que 0 é um valor reqular de f e f~'(0) é a reta normal a r = r(X\) passando por p. Logo,

temos o sistema:

f,N) =(@—r(\)-t(X) =0

L (p— () () = () 7(3) = (p = (V) - BV () ~ 1 =0,

onde 1 e k sdo o vetor normal unitdrio e a curvatura em p, respectivamente. Sabemos que, localmente, um ponto

da curva é da forma p = r(\) + a t(\) + B1i(\). Seque da primeira equagio do sistema que o = 0 e da sequnda

que 3 = m se k(X) # 0. Logo, a curva é parametrizada por:
() = 7(\) + = A
e, =r ) n

isto é, a evoluta da curva r = r(\)

Figura 6: A familia das normais a pardbola e a envoltdria

O vetor tangente a evoluta é t., = —k~'(\) k'(\) 1i()), logo a evoluta é regular nos pontos, onde k() #
0 e k'(X) # 0. Entdo, as singularidades da evoluta sdo os vértices de I'. Determinemos o conjunto dos

pontos de bifurcacdo da evoluta, isto é, o pontos que satisfazem ao sistema:

fA) =m—r\)-t(\) =0

of .

2 =(p—r(\) 8N EAN) -1=0
o*f
=
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temos que os pontos de bifurca¢do ocorrem quando k(A) = k'(A\) = 0, isto é, nos vértices da curva. As
singularidades sao ctispides se £ (\) # 0.

Curvas Offset

A curva paralela ou offset de uma curva dada é o lugar geométrico dos pontos que (localmante) estdo
a uma distancia fixada da curva; equivalentemente, a curva cujas tangentes sdo paralelas as tangentes
da curva dada, nos pontos com normal comum. As curvas offset ou paralelas também podem ser

consideradas como envoltdrias de circulos de raios fixos. Segue diretamente do teorema que:

Corolario 3.2 As curvas offset ou paralelas sio as envoltérias de circulos de raios fixos.
Considere f(p,\) = ||[p — r(\)||* — d*. Note que 0 é um valor reqular de f e f=*(0) é circulo centrado em

r = r(A) e raio fixo d > 0. Logo, temos o sistema:

0N = o= rOVI? = &2 = 0
OF _ ()~ r(0) - E1) = 0

isto é, (p — r(\)) é ortogonal a t(\); logo (p — 7()\)) é paralelo ao vetor normal, entdo (p — r(\)) = B1i(\); da

primeira equagdo, temos que (3 = £d. . Logo, a curva é parametrizada por:

Figura 7: Offset da astréide a diversas distancias

Em topologia, a familia de curvas offset de uma curva é também chamado fibrado normal a curva.
= (1 — dk(N)t(N), se t(\) # 0, para todo t, as singularidades
1

aparecem nos pontos tais que k(o) = 7 isto é, quando o raio de curvatura de I" é d. Determinemos o

O vetor tangente a curva offset é t,.,
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conjunto dos pontos de bifurcacdo da curva offset, isto é, os pontos que satisfazem ao sistema:

fp, ) =llp—r(N)||?—d*=0

% =(p—r(\) - t) =0

o2 f ) |
oz = (= (V) B RO —1=0;

temos que os pontos de bifurcagdo da curva offset estdo na evoluta de r = r(\)

Curvas Offset Generalizadas

Consideremos o lugar geométrico dos pontos que (localmente) estdo a uma distancia varidvel da curva.
Estas curvas também podem ser consideradas como envoltdrias de circulos de raios varidveis.
Consideremos a fungdo f(p,\) = ||p — r(\)||*> — d*(\) = 0 tal que d = d(\) > 0 é uma fungao de classe
C*. Em coordenadas, a fungdo pode ser escrita como f(z,y,A) = (X —z(\))? + (y —y(\))2 —d*>(\) =0,
onde r(A) = (z(A), y()\)). Entdo temos o sistema:

{(X —a(N)? 4+ (y — (V) — d2(N) = 0
(N (X = 2(N) + 7' (N) (y — y(\) + d(N) d'(A) = 0.

Primeiramente resolvamos o seguinte sistema algébrico:

w4+ —d?=0
au+bv+dd, =0.

tal que, a, b # 0. Da segunda equagdo temos au = dd; — bv; logo, da primeira equagdo obtemos

d
(a? +b*)v? + (2dbdy) v + d? (d? — a®) = 0 que tem as raizes v = PR [—bdi +av/a? + b — d3]

d

CUT @y [ — ady F by/a®+b% — d3], as raizes sdo reais se d} < a? + b2 Sea = z'(\), b = y/(N),

d=d\),di =d (N, u=X —z(\) ev=Y —y(\) e temos que a envéltoria da curva é dada por:
—/ VAW £y W) VTN P00 - PO
220N+ ") )

—y'Nd'N) F '\ V(N + 5% () — d’Q(A)}
22(A) +y2(A) '

X =2(\) +d()) [

Y = y(0) +d() [

Se d é constante, temos uma curva offset. No caso em que a curva estd parametrizada por comprimento

de arco, isto ¢, ’*(\) + y'*()\) = 1, temos:

YN VI—d?(V)] e

2 (N) VT —d2(\)].
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Figura 8: Paralelas a parabola a distancia ), as duas solugdes, respectivamente.

Silhueta ou Contorno aparente de uma superficie

Finalmente, daremos uma aplicagdo na Computagéo Grafica. Considere uma superficie em R? de coor-
denadas (z,y, A) e a projegdo ortogonal usual. A intersecdo da superficie com cada plano A = ¢ é uma
curva de nivel, as quais formam uma familia de curvas no espago. Em cada curva existem pontos que
tem a propriedade de pertencer ao contorno ou silhueta da superficie, isto é, ao considerar os planos
tangentes a esses pontos, sua projecdo é uma reta. Ao projetar a curva e os pontos que pertencem ao
contorno da superficie, tal reta é tangente a curva pela projegdo dos pontos do contorno. A projegdo da
familia de curvas de nivel gera uma curva, que possui a propriedade de contactar-se tangencialmente
a cada curva projetada pertencente a familia, ou seja, a envolvente. Veja o exemplo, considere a familia
de circulos f(z,y,A) = (x — A)? + (y + \)? — R? = 0. Nao é dificil ver que a envoltéria da familia é
r+y==xR.

Figura 9: A familia de circulos e a envoltdria, a silhueta, respectivamente.

De fato, consideremos a familia de curvas planas f(z,y,\) = 0 de classe C*. Para cada ), consid-
eramos a submersio fy : R2 — R, de classe C*. Se 0 é ponto regular de cada f), entdo f, 1(0) é uma

familia a 1-pardmetro de curvas em R%. Consideremos agora: f : R® — R, Como 0 é ponto regular
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de cada f), entdo a matriz jacobiana de f tem posto 1 e f ~1(0) é uma superficie em R3. Definamos:

g:R3> — R? por g(x,y,\) = (f(z,y,\) g) Note que a matriz jacobiana de g é:

" O
of of of
ox Ay o\

A s S
OxON Oyo ON?
2
Se W
curva espacial. Estd curva estd sobre a superficie f~!(0) com normais perpendiculares ao eixo dos A\. A

# 0, temos que 0 é valor regular de g e ¢~'(0) é uma subvariedade de codimensdo 2, isto ¢ uma

envoltoéria desta curva é o contorno aparente ou silhueta da superficie f~*(0), na diregdo de .
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