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Resumo

O método de coeficientes indeterminados é, talvez, um dos mais utilizados pro-
cedimentos para se obter uma solugao particular de uma equagao diferencial linear
de ordem m com coeficientes constantes nao homogénea. O processo se baseia na
escolha de uma solucao experimental apropriada contendo constantes desconhecidas.
Uma das dificuldades desse método se refere aos sistemas lineares de grande porte que
podem ser gerados na determinacao das constantes. Além disso, ainda que seja um
método especifico para determinacao de uma solucao particular, o conjunto de regras
que define a solugdo experimental exige o conhecimento da solucao geral do problema
homogéneo associado. Em [2], Gupta propos um método alternativo para obtengao de
uma solucao particular que nao exige a resolucao de um sistema linear nem o conheci-
mento da solucao geral do problema homogéneo associado. Neste artigo, apresentamos

e detalhamos o método de Gupta [2] e ilustramos sua aplicagao com alguns exemplos.

1 Introducao

Uma equagao diferencial linear de ordem m com coeficientes constantes nao homogénea

é uma equacao da forma

by A by ™Y by’ 4 oy = f(2), (1.1)
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onde b; € R e b,, # 0. Devido a linearidade, para determinar uma solucao geral da equacao
(1.1), basta determinarmos a solugao geral da equagao homogénea associada (i.e, f(z) =0
em (1.1)) e uma solucdo particular da equagao (1.1). Quando o termo nao-homogéneo f(x)
em (1.1) é uma combinagao linear de termos do tipo e**p, (), onde o é uma constante real
ou complexa e p,(x) é um polindémio de grau n em x, o método dos coeficientes a determinar
é, talvez, um dos mais utilizados procedimentos para se obter uma solucao particular da
equacao (1.1). O processo se baseia na escolha de uma solugdo experimental apropriada
contendo constantes desconhecidas. Se for possivel determinar constantes de modo que a
solucao proposta satisfaca a equacao diferencial, obtemos uma solucao particular conforme
desejavamos. Uma das dificuldades desse método se refere aos sistemas lineares que devem
ser resolvidos para que as constantes desconhecidas sejam determinadas. Sua resolucao,
muitas vezes nos leva a tediosas contas. Além disso, ainda que seja um método especifico
para determinacao de uma solucao particular, o conjunto de regras que definem a solucao
experimental exige o conhecimento da solucao geral, pois é preciso que nenhum termo da
solucao experimental seja solucao do problema homogéneo. O método aqui apresentado nao
exige a resolucao de um sistema linear e nem o conhecimento da solucao geral do problema
homogéneo associado. Ele utiliza uma mudanca de variavel, diferenciagao e um pouco de
manipulacao algébrica que reduz a determinagao da solugao particular da equacao (1.1) ao

caso “mais simples”. Isto é, ao caso em que f(z) em (1.1) é um polindémio!

2 O método de Gupta

Vamos considerar a equacao diferencial ordinaria (EDO) do tipo

bmy(m) + bm—ly(m_l) + e + bly/ + boy — Z blry(m_l) — eaxpn(l‘)’ (22)
=0

onde b; € R, a € C e p,(x) é um polinomio de grau n.
Vamos admitir inicialmente que by # 0. A substitui¢do y = e**u(x) leva (2.2) a uma
EDO linear de coeficientes constantes em que o termo nao homogéneo é um polindémio.
Antes de prosseguir, vejamos através de um exemplo como resolver (2.2) quando a = 0.

Isto é, quando o termo nao homogeéneo é um polinémio. Considere a EDO

/

y(G) + y(5) + y(4) — yl — y/ — y = x‘g_ (23)
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Vamos diferenciar (2.3) trés vezes para obter uma constante do lado direito (observe que 3

é o grau do polinomio z3.):

Yy L y® 32 (2.4)
Y& gD O @ 6y (2.5)
YO 4y ® 0 ) @ g (2.6)

Observe que ao admitirmos que y” = constante, temos
y*™" =0 paratodor € N. (2.7)

Consequentemente, podemos reescrever (2.3)—(2.6) da seguinte maneira

YO by Ly @ B (2.8)
—y" =y —y =37, (2.9)
—y" —y" = 6w, (2.10)
—y" = 6. (2.11)
Substituindo y” = —6 em (2.10) temos:
y'=—6x —y" = —62+6

Substituindo y” e y"” em (2.9) temos:
y =32 —y" —y" = 32> + 6 — (—62 +6) = —32° + 67

Substituindo ¢’ e y” em (2.8) temos:

, —_—

y:_l,3+y(6)+y(5)+y(4)_y//_y _ x3_y//_y/
= —1° — (=67 + 6) — (=32% + 62) = —2°® + 32° — 6.
Assim, a equacgio (2.3) tem uma solucao particular y = —z% + 322 — 6.
Para melhor compreender o funcionamento do método, vamos introduzir a notacao de

k ~
operadores para EDOs. Denotaremos por D o operador % e DF = ddF' Nesta notagao, a

EDO (2.2) pode ser reescrita como:
P(D)y = (b D™ + byt D™ 4+ + b1 D + by)y
= by D™y + by D™ My 4 -+ by Dy + byy (2.12)
= by ™ 4 by 1y 4 E by by = € p(a).
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Observe que no caso de (2.3), P(D)= D%+ D°+ D*—D?*—-D — 1.
Mostraremos agora que a substituigao y = e“u(x) leva (2.12) a seguinte EDO linear de
coeficientes constantes em que o termo nao homogéneo é um polinémio:

Z bi(D + a)*u = P(D + a)u = p,(z).
k=0
Para provar a igualdade acima, usaremos a Regra de Leibniz para derivada de ordem m de

um produto de fungoes:

D" (f(x)g(z)) = > (Z‘) D™ f(x) Dg(x),

m
k=0

Di(eaa:u) — Z (;) DkuDi—keax — o Z (;) ai—kau

Portanto,
P(D)y = P(D)(e*u) = e*P(D + a)u = e*“pp(x).

Note que se agruparmos as derivadas de u de mesma ordem em P(D + a)u, obtemos uma
EDO linear nao homogénea de coeficientes constantes em que o termo nao homogéneo ¢ um

polinoémio:
m

Z ciD'u = P(D + a)u = p,(x),
i=0
onde os coeficientes ¢; serao explicitados mais adiante.

O exemplo seguinte ilustrara essa mudanca dos coeficientes. Seja

3
P(D)y =Y bD'y=(D*+ D* 2D — 1)y = e"a”.

=0
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Observe que by = —1, by = —2, by = 1 e by = 1. Fazendo a substituicao y = e*u(z) temos:
P(D)y = e"P(D + 1)u = ¢“a?, (2.13)
com

P(D+1u=)Y b(D+1)u=(D+1)°+(D+1)>-2(D+1)—1u

=(D*+3D*+3D+1+D*+2D+1-2D—-2~—1)u
= (D*4+4D* + 3D — 1)u.

Consequentemente

3
P(D+1)u=(D*+4D*+3D — 1)ju =Y ¢;D'u =1,
i=0
comcy=—1,c1=3,co=4ec3=1.

Voltando ao caso geral,

P(D+ a)u = Z bi(D + a)'u = Z b; (;) ' DFy.

1=0 1=0 k=0

Queremos alterar a ordem dos somatoérios. O gréafico ao

lado nos ajuda a entender como relacionar a variagao

do indice 7 em funcao do indice k:

Portanto,

onde

= Z bia' " <k> . (2.14)
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Assim, podemos concluir que fazer a substituicao y = e**u nos leva a encontrar uma solugao

particular de
m

P(D+ a)u= Z ciD'u = p, (), (2.15)

i=0
onde ¢;, 0 <7 < m, sdo constantes reais ou complexas, e (em conformidade com a hip6tese
by # 0) admitimos que ¢y # 0.

Vejamos um exemplo. Seja
y @ 4y oy oy = 4(11 — 62%)e 7. (2.16)

Observe que P(D) = DS+ D>+ D* —D? =D+ 1, bg = by = by = by = 1, b3 =0 e
by = by = —1. Fazendo a substituicdo y = e *u(x), obtemos:

P(D)y = P(D)(e"u) = ¢ *P(D — Ljue ™" Y (D - 1)'u=e" Z ¢;D'u,

1=0

onde os coeficientes ¢, sdo dados por (2.14):

Consequentemente

Co —

:;(_1)ibi:2, c4:Z(—1)i (i) =1-5+15=11,

1=

o)
(;) —146—10+ 15 =10, c6:Zbi(—1)i’6 (é) =1.

"= c142-445-6=—4
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1 i=5
Co = =
i=6
03: =—4410—20 = —14,
Na nova Varlavel u( (2.16) pode ser reescrita a seguinte EDO linear de coeficientes

constantes cujo termo nao homogeneo ¢ um polindémio:

u® — 54+ 11u@ — 140" + 100" — 4o + 2u = 4(11 — 62). (2.17)



A.O. Santos, P.R. Martins, P.N. Silva e C.F. Vasconcellos  Alternativa ao mét. de CI 9

Vamos agora generalizar o procedimento adotado na resolucao de (2.3) para o caso geral

(2.15). Ao derivar (2.15) n vezes, o lado direito se torna uma constante (D"p,(z)):

coD"u + Z c;D"ty = D" (Z ciDiu> = D"p,(z). (2.18)

i=1 i=0
Assim, se tomarmos u(x) tal que:

_ D"p,(x)
Co

D™ = constante, (2.19)

temos
D"y =0 para todo r € N (2.20)

e, consequentemente, tal u satisfaz (2.18).

Resta apenas combinar recursivamente (2.18) e (2.20) de modo a obter uma solugao de
(2.15). Para cada k, £ = 1,...,n, ao derivarmos (2.15) n — k vezes, vamos obter uma
expressao da derivada de ordem n — k de u. Ao final desse processo, obtemos uma solucao
particular de (2.15). Consequentemente, y = e**u serd uma solugao particular de (2.12).

Este procedimento é baseado na descrigio dada por Love [1] e na generaliza¢ao obtida
por Gupta [2].

Antes de prosseguir, vamos ilustrar esse procedimento para obter uma solugao de (2.16)

a partir de (2.17). Derivamos (2.17) duas vezes para obter uma constante do lado direito:

(D" —5D°% + 11D° — 14D* 4+ 10D* — 4D* + 2D)u = —48z (2.21)
(D® —5D" + 11D°% — 14D° 4+ 10D* — 4D? + 2D*)u = —48 (2.22)
Como
D%y = _748 = —24 temos D?*™ = ( para todo r € N.

Logo, substituindo D?u em (2.21) temos:
2Du = —48z + 4D*u = —48z — 96
Substituindo Du e D?*u em (2.17) temos:

2u = 4(11 — 62%) — u® 4+ 5u® — 116 + 140" — 100" + 40
= 4(11 — 62°) — 10u” + 4u’ = 4(—62> — 24z + 23).

Assim, a equacgio (2.16) tem uma solugio particular y(z) = 2e™%(—6x? — 24x + 23).
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3 O algoritmo recursivo

Em (2.15), vamos supor, sem perda de generalidade que m > n'. Gupta [2] observou
que o problema de encontrar uma solugao particular de (2.12) pode ser tratado em quatro

etapas:

1. Mudanga de variavel Ele observou a equagao diferencial linear ndo homogénea (2.12)

pode ser reduzida a EDO (2.15) através da mudanca de variavel y(z) = e u(z).

2. Derivada de ordem n de (2.15) Apds a mudanga de varidvel, seu proximo passo foi
procurar uma solugao de (2.15) que satisfizesse (2.19):

D™p,(z)
Co

D"u = = constante.
Em consequéncia de (2.19), temos (2.20):
D"y =0 para todo r € N

Podemos portanto reescrever (2.15) da seguinte forma:

P(D+ a)u = z’”‘: ¢;Diu = i ¢;Diu + z’"‘: ¢;Diu (220 i ciD'u = pp(z).
i=0 i=0 i=n+1 =0

Isto é, devemos resolver
n

ZciDiu = pn(x) (3.23)

i=0
Essa equagao foi obtida a partir de (2.15), ignorando todos os termos da forma D"y,

r=12,...,m—n.

3. Solugao particular v de (2.15) Por conveniéncia, ainda admitimos que ¢y # 0 em
(3.23). O processo de derivar n vezes sucessivamente e as substituigoes recursivas pode ser
expresso através da relacao:
coD"u(x) = D"p,(x)(= constante), k=0
(@) = Do) o o
D" Fu(x) = D" Fp,(x) — o8 e DV u(x), k=1,...,n.

Essencialmente, vemos que para determinar D" *u, derivamos a equagao (3.23) (n—k) vezes.

LCaso isto néo acontega, vamos acrescentar a (2.15) coeficientes ¢, = 0 param+ 1 < k < n = m.
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4. Solugao particular y de (2.12) Com a solugao particular u de (2.15) obtida na etapa

anterior, obtenha uma solugao particular y de (2.12) da forma:

y(zr) = eu(x).

A equacao (3.24) foi obtida através do seguinte processo:

Derivando a equagao (3.23) (n — 0) = n vezes temos:

n

Z D"y = D"p,(z).

1=0

Por (2.20), podemos concluir que
coD"u = D"pp(x).

Derivando a equagao (3.23), (n — 1) vezes temos:

coD" Yu + ¢, D™Mu + Z ;D" Yy, = D”flpn(x)

i=2
Observe que no somatério as ordens do operador derivada D satisfazem (n+1) <n—1+4i <

n+ (n —1) e por (2.20), temos
coD" 'u = D" 'p,(x) — ¢; D u.

Derivando a equagao (3.23) (n — 2) vezes temos:

coD" 2u 4 1 D" 'u + coD™Mu + Z c; D"y = D" ?p, ().
=3

Novamente, por (2.20), podemos concluir que
2
coD" *u = D" *p,(x) — (. D" 'u 4 cuD™u) = D" *p,(x) — Z c; D"y,
i=1
Derivando a equagao (3.23) (n — 3) vezes temos:

coD" Pu+ ¢, D" *u 4 o D" tu + cs DM + Z ;D" 3y = D", (x).

=4
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Por (2.20), podemos concluir que

3
coD" Pu = D" ?p,(x) — (1 D" *u 4 co D" 'u + csD"u) = D" Pp, () — Z c; D"y,
i=1

Generalizando esse processo:
Derivando a equagao (3.23) n vezes, obtemos
coD"u = D"p,(z)(= constante).
Derivando a equagao (3.23) (n — k) vezes, para k = 1,2,...,n temos:

k n
coD" u = D" Fp,(z) — E e; DRy — E c; DRy
=1 i=k+1

Observe que no segundo somatério, as ordens do operador derivada D satisfazem (n + 1) <

n—k+i<mn+(n—k). Por (2.20), podemos concluir que
k
coD" Fu = D"Fp, (z) — Z DRy, kE=1,2,....n
i=1
Quando k£ = n temos uma soluc¢ao particular de (3.23).

Observacao. Se ¢y = 0, e k é o menor indice para o qual ¢, # 0, basta fazermos ini-
cialmente a mudanca de varidvel v(z) = u®(x) e aplicar o procedimento descrito acima.
Vamos obter uma solugao particular v(x) e uma solugao particular u(x) pode ser obtida com
k integragoes. De fato, esse esquema recursivo nos da uma solugao particular em termos da

derivada de ordem mais baixa presente em (3.23).

Para ilustrar o uso do algoritmo (3.24) obtemos solucoes especificas de algumas equacoes

diferenciais.

Exemplos

Exemplo 1. Vamos agora aplicar o procedimento descrito anteriormente para encontrar

uma solucao particular y de

(D% + D5+ D*—D*>— D — 1)y = 4(11 — 62?)e". (3.25)
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A mudanga de variavel y = e""u nos leva a
u® — 5u® 4 11u® — 140" 4 100" — 40’ = 4(11 — 62%). (3.26)

Como 1 é a menor ordem do operador derivada D presente na equagao, vamos considerar

v = Du. Podemos reescrever (3.26) na forma
v® — 50® 4 1100 — 140" + 100" — 4v = 4(11 — 62?). (3.27)

Agora como o termo nao homogéneo em (3.27) é um polinomio de grau dois, vamos deriva-la
duas vezes e admitir que D?(v) é constante. Consequentemente, D**"v = 0 parar = 1,2, .. ..

Neste sentido, observe que podemos reescrever (3.27) na forma
(—=7D? +5D — 2)v = 2(11 — 627). (3.28)

Na equagao (3.28), temos n = 2, ¢y = —7, ¢; =5, ¢g = —2, po(x) = 2(11 — 62?).

O sistema (3.24) torna-se

_9D%y — —24, k=0,
—2D**y = D Fpy(z) — Zle e;D¥ Ry k=1,2.

Isso produz
e Se k=0, D?v=12.
e Se k=1, —2Dv = Dpy(z) — ¢, D*v = —24x — 60.
o Se k=2, —2v = py(x) — caD*v — ¢; Dv = —122% — 60z — 44.
Logo, lembrando que v = Du, temos
Du = 62% 4 30z + 22.
Integrando esta ultima equacao em relagao a x, obtemos

u= /(63:2 + 302 + 22)dw = 227 + 152% + 22,

Assim, a equacgio (3.25) tem uma solugao particular y = e=%(22z + 1522 + 223).
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Consideremos agora as EDOs

(D% + D° 4+ D* — D* = D — 1)y = 24z sen , (3.29)

—o 3
(D + D>+ D*— D>~ D — 1)y =6e2 cos <%> : (3.30)

Como poderiamos usar procedimento de Gupta para resolve-las?
Antes de resolvermos as equagoes (3.29) e (3.30), observe que se a = ¢ + id e y for uma

funcao complexa (y = a(x) +ib(x)) que ¢ solucao da equagao (2.13) teremos:

P(D)(a(x) + ib(x Zb D’ (a(z) + ib(x Zb D’a(x) +¢Zm:bijb(x)
= P(D)a(x) +iP(D)b(z) = e p,(x).
Pela férmula de Euler:

(c+di)x

e“pu(x) =e pn(z) = €“py(x) cosdz + ie“p,(x) sen dx.

Assim, P(D)a(z) = e“p,(x) cos(dz) e P(D)b(x) = e“*p,(x) sen(dz).

Portanto, a parte real e a parte imaginaria de uma solucao particular de
P(D)(a(x) + ib(z)) = e“*%p, (x)
sao respectivamente solugoes particulares de
P(D)(a(z)) = e*p,(z) cos(cz) ede P(D)(b(z)) = e“pp(z)sen(dr).

Nos casos (3.29) e (3.30) temos respectivamente uma exponencial multiplicada por um seno
e uma exponencial mutiplicada por um cosseno. Mesmo nao sendo da forma (2.13), também
podemos usar esse método para resolvé-las. Sé que serd preciso transformar 24z%senx e
6" /2 cos(zv/3/2) em um termo da forma e**p,,(z) = D7y, ().

Exemplo 2. Para equacao (3.29), basta tomar o = i pois 24z%sen z é a parte imaginaria

de 24x2%¢". Entao, primeiro resolveremos a seguinte EDO

P(D)y = (D% + D° + D* — D* — D — 1)y = 242%™ (3.31)
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E depois considerar apenas a parte imaginaria da solucao particular que for obtida. Agora,

fazendo a substituicao y = e™®u(z) temos:
(DS + (1 +64)D° + (—14 + 5i)D* + (=160 — 10)D? + (8 — 10i)D? + 4D)u = 242> (3.32)

Diferenciamos esta ultima equagao duas vezes para obter uma constante do lado direito.

Observe que dois é o grau do polinomio 24x2. Obteremos:
(D" + (1 +6§)D® + (=14 + 5i)D° + (=10 — 16i)D* + (8 — 10i)D* + 4D*)u = 48z (3.33)
(D® + (1 +64)D" 4 (=14 + 5) D5 + (=10 — 16i)D° + (8 — 10i)D* +4D3*)u = 48  (3.34)
Admitimos que
D3y = % =12 e temos D3 = ( para todo r € N.
Substituindo D3u em (3.33) temos:
D*u =12z + (—24 + 30i)
Substituindo D?u e D3u em (3.32) temos:
4Du = 24x* + (16i + 10)D*u + (10i — 8)D*u = 6% + (30i — 24)x + (3 — 72i).
Integrando esta ultima equacao em relagao a x, obtemos
u(z) = /(6902 + (300 — 24)z + (3 — 720))dx = 22° + (156 — 12)2% + (3 — 726)x
Assim, equagao (3.31) tem uma solugao particular
y(z) = e (22° + (151 — 12)2* + (3 — 72i)x).

A parte imagindria desta solugdo é uma solugao particular de (3.29).

Observe que se f = ay +1iby € g = ay +iby, entao fg = ajas — b1bs +i(a1bs + asby). Como

y(z) = (cosz +isenz)(22® — 122% + 3z + i(152° — 727)),

w(r) = (152 — 72z) cos x + (22 — 122% + 3z) sen &

¢ uma solucao particular de (3.29).
Vamos resolver (3.30) aplicando diretamente as ideias do método de Gupta sem usar as
férmulas (2.15) e (3.24).
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—x iv3—1)z
Exemplo 3. Para equagao (3.30), como ez cos (mT\/ﬁ) ¢ a parte real de e , basta
tomar o = Wg%m Entao, primeiro iremos resolveremos a seguinte EDO
_ Z\f
P(D)y=(D°+D°+D*—D*~D—1)y=6e 2 ° (3.35)
E depois considerar apenas a parte real dessa solucao particular.
Observe que
~14+4v3 o,
= — —= € 3 ",
2
Consequentemente,
2 _ i AT e AT IRVE R
a°=e3"'=cos— +isen— = —— —i— =«
3 3 2 2 ’
a3 =e%i= cos2m +1sen 2w = 1,
o' =a® = a, o’ =a’ =a ab=a?=1

: o —14iv3
Assim, fazendo a substituicio y = e 2 “u(z) = e*"u(x) temos:

e (u' + au)

e (u" + 2au’ + au)

e (u" + 3au” + 3au’ + u)

(
(
(
e (u™ + dau” + 6au” + 4u’ + au)
= e (u® + 5au® 4 10a@u” + 10u” + 5o’ + au)
(u!

e (u® + 6au® 4 15au® 4 200" + 150u" + 6au’ + u)
Substituindo y©@, y®, y@ " 4 e y em (3.35) temos:

(D6 + (=2 + 3iv/3)D° + (=9 — 9iv/3)D* + (13 — 3iv/3) D?

- 3.36
(o ()

Como 6 é constante ndo precisaremos derivar a equacao (3.36).

2
Du=————=>==2a=—1+4/3 temos D" =0 para todo r € N,
o)
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Ao integrar em relagao a x, obtemos
u = /(—1 +iV3)dz = (-1 +iV3)x

Assim, a equacao (3.35) tem uma solugao particular

y(x) = ewx(—l + zx/g)x = <cos <x73> + isen <x7\/§>> (—1+ z\/g)x,

cuja parte real é
w(z) = ze? <— Cos <x73> — V/3sen <%>>

que é uma solugao particular de (3.30).

4 Conclusao

Aqui, consideramos as equacoes diferenciais ordinarias lineares com coeficientes con-
stantes em que o termo nao homogéneo é uma combinagao linear de termos do tipo e**p, (),
onde « é uma constante (real ou complexa ) e p, é um polinémio de grau n em x.

O método dos coeficientes a determinar é comumente usado para encontrar uma solucao
particular da equacao diferencial desse tipo. Tanto do ponto de vista do ensino como da
aprendizagem, ele é geralmente muito exigente e trabalhoso. Seria, portanto, pedagogica-
mente interessante ter uma alternativa mais simples para este método. Neste trabalho nds
apresentamos um método que exige apenas a diferenciacao e algumas adigoes. Varios exem-
plos foram incluidos para ilustrar sua aplicacao.

Foi observado que o problema se reduz a encontrar uma solugao particular de uma equacao
diferencial linear com coeficientes constantes, com termo nao homogéneo polinomial de grau
n. O procedimento a ser adotado nesta situacao pode ser expresso como um algoritmo re-
cursivo (v. Gupta [2]). Tlustramos sua aplicacao e com a obtencao de solugoes particulares
de diversas equacoes diferenciais. Assim, o presente trabalho contém uma alternativa mais

simples para o método dos coeficientes a determinar.
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