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Este artigo apresenta dois métodos para a resolucao de integrais que apresentem o radical v az? + bx + c.

Integral [1]. Este método consiste em trés tipos de substitui¢ao dependendo dos coeficientes do radical.

método a alguns exemplos selecionados. Em seguida, passamos a anélise do método apresentado por

Piskunov
X
Avila*
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Resumo
Ao longo de nossa formagao no ensino superior, somos apresentados a diversos tipos de integrais,
dentre elas as que contém equagoes do 2° grau incompletas. Aprendemos a resolvé-las por diversas
maneiras, como por simples “substitui¢oes”, por “substituigdes trigonométricas”, “fracoes parci-
ais”, etc. Entretanto, dificilmente estudamos casos de integrais que apresentem o seguinte radical:
vax? 4+ bx + c.
Este artigo tem como objetivo apresentar, analisar e comparar dois métodos distintos para a

resolugdo de integrais com estes especificos radicais.
Abstract

During our study in college, we are introduced to many types of integral, between then the ones
with an incomplete 2° degree equation, where we learn to solve it by many ways, from the simple
“substitution”, passing by “trigonometric substitution”, to “partial fraction”, and many others.
However, we hardly study the ones with the radical vaz2? + bz + c.

This paper has the objective to present and compare two distinct methods to solve this especific

kind of radical in integrals.

Introducao

Um deles é a “Substitui¢do de Euler”, apresentada por N. Piskunov no livro Cdlculo Diferencial e

O outro método é o apresentado por G. Avila no livro Cdlculo 1. Fungées de uma varidvel [2].

Inicialmente, analisamos a “Substituicao de Euler”. Relizamos um estudo algébrico e aplicamos o

Avila.

*Palavras chave: Radical, 2° grau, integral.
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Nao obtivemos uma comparagao exaustiva e deixamos para o leitor decidir qual método acha mais
conveniente para cada tipo de integral, sabendo que ambos solucionam o problema. Porém, em certos

casos, um dos método pode tornar a resolucao mais simples.

2 Analise algébrica.

O método das Substituicoes de Euler consiste em uma mudanca de varidvel com base no radical

Vax? + bx + ¢ (neste artigo utilizamos ¢t para a nova varigvel). Existem trés tipos de substituigdes:

e vVar?+bx +c=++/ax +t; paraa >0
e Vax?+bx+c=uxt+/c; parac >0

e Vazr? +bx +c = (z — «a)t; quando o polinémio apresentar duas raizes reais (usamos « e 3 para

representé-las).

De inicio, deduzimos algebricamente cada uma das mudancas de varidvel apresentadas acima para

integrais da forma:

[—— 0
vazr? +bxr +c

onde k é uma constante qualquer. Em seguida, fizemos uma comparacao dos trés métodos acima na

resolugao destas integrais.

2.1 Primeira substitui¢ao: vaz?+ bxr +c = +v/axr+1t;a >0

Vamos nos ater a escolha do sinal negativo na substituicao. Isto é, vamos considerar

Var? +br+c=—Var+t, a>0 (2)

Elevando os dois lados da igualdade (2) ao quadrado:

2 —¢

b+ 2\/at

ar? +bx+c=1t>-2Vart+az? = x=

Logo:

——— 2 —c —at? + Jac + bt + 2\/at?
2 = =
aw® +br+e= ‘[(b+2ft>+t b+ 2+/at

e, na nova variavel, o radical vax? + bz + ¢ é dado por

Jom? bt o Vat? + bt + cy/a o de (ft2+bt+cf)
ot b+ 2y/at ¢ (b+ 2v/at)’
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Na integral (1), com a nova varidvel, teremos:

2 (Vat? +bt +cy/a)  (b+2/at) B 2
o bt 2van)?  (Jal tbte/a) ey

= ]%/aln|b+2\/5t|+62

Substituindo t = vax? 4 bz + ¢ + v/ax no resultado obtido (partindo de (2)):

¥ln’b+2\/a<\/ax2+bx+c+\/ax>’+Q

Esta resolucao nos leva a concluir que a 1 substituicao é um bom método para resolucao deste
determinado tipo de integral, haja vista que resulta em uma integral cuja funcdo primitiva é uma

primitiva imediata, no caso, uma funcao logaritmica.

2.2 Segunda substituicao: vaz? +br +c=xt+/c; ¢ >0

Para efeito de comparacgao, analisaremos a 2% substituicao de Euler utilizando a mesma integral anterior

(1): B}
/—dw;
vax? +bx+c

onde k é uma constante qualquer.

Novamente, vamos nos ater a escolha do sinal negativo na substituicao. Isto é, vamos considerar

Va2 +br+c=at—+/c, ¢>0 (3)

Elevando os dois lados da igualdade (3) ao quadrado:

_2t/e+b

ar® +br +c= 2%t =2zt /e +c¢ = "
—a

Logo:

2t b 22 bt — \/ct?
\/ax2+bx+c=<t\2[c+)f—\@: ver vet’ +aye
—a

(t* —a)
e, na nova varidvel, o radical vax? + bz + ¢ é dado por

2 —2) (¢2 bt
\/axQ—&-bx—l—c—M e dac—( )( Vet Jra\ﬁ)dt

(2 —a) (2 —a)’

Voltando a integral (1), com a nova varidvel, teremos:

(—2) (2/c + bt + a\/c) (> —a) o dt
R e e Ll e

O que recai em uma integral que pode ser resolvida de forma bem simples, utilizando o seguinte artificio:
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1. para a > 0, “fracOes parciais”.

1 1 1

P—a 2/all-va) 2/a(t+a)

2. para a < 0, a integral é do tipo arctg, uma vez que
I ( 1 ) 1
t2 —a —a (\/L)2 + 1

2.3 Terceira substituigiao: az? + bx + ¢ possui raizes reais

Se o polindmio az? + bx + ¢ possui raizes reais a e (3, podemos escrevé-lo na forma a (z — «) (z — ).

var?+br+c=(r—a)t V ax?+br+c=(x—P)t

Ainda para efeito de comparacao, analisaremos a resolugdo da integral (1). Desta vez, resolvendo-a

Segue entao:

pela 3% substituigao de Euler.

Vamos nos ater a escolha da raiz « para a substituigao. Isto é, vamos considerar

Var?+br+c=(x—a)t (4)

Por (4):
Var +bz+c=(x—a)t = ar—af=uxt*— at?
at? —af
r=—
t2—a
Logo:

Varrttre= (50 o) = D0 g C2O0 D),

t2—a 2 —a (t2 — a)?

Substituindo a nova varidvel na integral (1):

k/—2at(oz—,8) (t2—a)tdt:_2k/ dt

(tQ—a)Q (a—B)a t2—a

A integral acima também podendo ser resolvida pelo mesmo artificio apresentado anteriormente.

Agora seguiremos com o estudo do método apresentado por G. Avila [2].
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3 Analise algébrica - Avila

O método proposto por G. Avila [2] consiste em uma mudanga de varidvel, que na maioria dos
casos resulta na necessidade de uma outra substituigao, a trigonométrica. Para os leitores que preferem
trabalhar com a trigonometria é uma boa opgao a seguir.

Assim como fizemos com as Substitui¢oes de Euler, vamos seguir apresentando o método indicado
por G. Avila [2] e em seguida, aplicd-lo na integral (1).

Trabalhando com o polinémio do radical Vaz? + bx + ¢

b
ax2+bx+c:a<m2+x)+c (5)
a

Fazendo a substituicao (5):

9 9 b 9 b b? b?
ar"+br+c=al2x*+ -2z ) +c=alz*+-2+-—5——|+c=
a a 4a?  4a?

cafast 2+ “Vatda’e\  _ (b 2+4acfb2
—M\T T2 4a? —\" 9 4a

Em outras palavras, devemos utilizar o recurso usualmente chamado de ”Completar o quadrado”.

Chamando:

Y b b\?
2
=r+ o=y =alr+ 6
+ y ( 2) (6)

Vi

Y :;v—i—i:nv: Y b (7)

Vlal 2a Vid 2
C

4ac — b?
E fazendo: K = GT. Teremos: /K & y2; onde o sinal de y depende do sinal de a.
a

Logo, fazendo a mudanca de varidvel (6) na integral (1), obtemos

dy k dy

k k
" dr= =
/\/7ax2+bx+cx /Wciyz\/m Ja) VEx2

Para ambos os casos (+y ou —y), nds teremos uma substituigdo trigonométrica correspondente.

4 Conclusao

Em resumo, as mudangas de varidavel propostas pela “Substituicao de Euler” resultaram em:

k
1° caso = ﬁln‘b—i—%/&ﬂ—i—@.
a

dt
2° caso — 2k / 2, Substituicao ou Fragoes Parciais.

dt
3° caso — 2k / —  Substituicao ou Fragoes Parciais.
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Pela anélise algébrica da “Substituicao de Euler” para o determinado tipo de integral (1) em estudo,
podemos perceber que a 1* substituicao seria a melhor escolha, seguida da 3* e por ultimo 2?.

A 2% e a 3* substituigdo finalizam em integrais semelhantes, porém, no 3° caso a simplificacao é
melhor.

Por outro lado, a substituigdo proposta por G. Avila [2] sempre exige a resolu¢do de uma integral

da forma

k/dy
Vial ) VK £y?

Para ambos os casos (+y ou —y), nés teremos que utilizar a substitui¢ao trigonométrica correspondente.

Comparativamente, a “Substituicao de Euler” conduz a uma resolugao mais simples.

k.
vazr? +br +c

Lembrando que estas conclusoes baseiam-se na integral / dx; onde k é uma constante

qualquer.
A fim de ilustrar a aplicacao dos dois métodos analisados, apresentaremos a seguir a resolucao de

algumas integrais.

5 Analise numérica - Piskunov e Avila.

Em cada uma das subsecGes subsequentes, a integral que a intitula sera resolvidas pelos dois métodos

analisados. Ao final de cada subsegdo, comparamos as resolucoes apresentadas.

- /x—\/as2+3x+2
' T+ Va2 +3x+2

5.1.1 Primeira substituicao de Euler

dx

Argumentando como na Subsegao 2.1, para a primeira substitui¢ao: vaz? + bx + ¢ = £v/ax +t; para

a > 0, temos:

2 -2
2 +3r+2=-2Vl+t = a=

3+ 2t

Logo:

2 +3t+2 2 (t2 4+ 3t+2
\/x2+3x+2:$ e dngdt

3+2t (34 2t)?

Retornando a integral:

xr =
T+ V2?2 + 3z +2 t(3+2t)°

e podemos resolver a ultima integral por “fragoes parciais”.

/x—\/x2+3x+2d (3t+4)(2t2+6t+4)dt
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5.1.2 Segunda substituicao de Euler

Argumentando como na Subsecao 2.2, para a segunda substituigdo: vaz? + bx + ¢ = zt + \/c; para

c > 0, temos:

——— 3+ 2tv/2

Logo:

2 —2 (t2v/2 + 3t 2
g LV2EStEV2 (V2 +3t+v2)

21 ¢ (2 - 1)

Voltando a integral:

/x—\/x2+3:c+2d (—t2ﬂ+(2\/§—3)t+(3—\/§)> <—2(t2\/§+3t+\/§)>dt

vt ) \PVE+ (2V2+3)t+ (3+2/2) (12 —1)°

e também podemos resolver por “fracoes parciais”.

5.1.3 Terceira substituicao de Euler

Argumentando como na Subsecdo 2.3, para a terceira substituicdo: az? + bz + c=a (z — ) (v — ),

temos: 22 + 3z +2 = (z +2) (z + 1). Facamos a seguinte substituicio:

2 —2
Va+3z+2=(x+1)t = x=

Logo:

\/x2+3x+2:1_t e dx:idt

_t2 (1 _t2)2

De volta a integral:

/x—\/x2+3x+2dx_/(t2+t—2) (—2t)
c+vVi2+3z+2 ) (BP—t—-2) (1-1¢2)?

O que também podemos resolver por “fragoes parciais”.

dt

5.1.4 Substituicdo proposta em G. Avila [2]
Argumentando como na Secao 3, para a substitui¢gdo proposta em G. Avila [2], temos:

3\ 1
2
+3z+2=(z+2) - =
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3 3
Tomando —/— = <x + ), teremos: x =y — —.

+V1 2 2

Dai, podemos concluir que: dy = dz. Retornando a integral com as novas substituicoes:

r—Va? 43z +2 23/_3_2\/?/2_%
e o e
T+ V43 + 2y —3+2¢/y? -1

0 0)tg (0
Utilizando a substituigao trigonométrica: y = secQ( ) —s dy = M(i@
Logo:
1 sec?(9) 1 tg* (0)
2 2
—_ — = —— — —_ - =
Y7y 1 A

Retornando a integral:

/m—\/mdx:/sec(e)—?)—tg(ﬁ) (sec(ﬁ)tg(9)>d6
T+ Va2 +3z+2 sec(0) —3+tg (0) 2

Com algumas substituigoes é possivel resolver esta integral.

5.1.5 Comparagao

Claramente, a resolucao pelas substituicoes de Euler sao mais convenientes do que a proposta em G.

Avila [2] para a resolugao da integral proposta na Subsegao 5.1.

1
5.2 dz
/(x+2)\/x2+4x+9

5.2.1 Primeira substituicao de Euler

Argumentando como na Subsegao 2.1, para a primeira substitui¢do: vaz? + bx + ¢ = £v/ax +t; para

a > 0, temos:

t2—9
2 +4r+9=-aVi+t = a=

4+ 2t

Logo:

2 2
$2+4x+9:t +4t+9 o dm:% +8t+18dt

442t (44 2t)?

Voltando a integral:

1 2
dr = | —————dt
/(x+2)\/x2+4x+9 /(t2+4t—1)

Novamente, mais uma integral que podemos utilizar o método de “fracdes parciais”.
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5.2.2 Segunda substituicao de Euler

Argumentando como na Subsecao 2.2, para a segunda substituigdo: vaz? + bx + ¢ = zt + \/c; para

c > 0, temos:
4+ 6t
Va2 +4r+9=at—V9 = g= T

2 -1

Logo:

32+ 4t +3 —2(3t2 44t + 3
\/m2+4x+9zg e dx = ( )dt

t2 -1 (12 — 1)

Na integral:

1 -1
do= [ 5——dt
(r+2)Vaz+4x+9 t243t+1

“Fracoes parciais”!

5.2.3 Terceira substituicao de Euler

O polinémio z2 + 4z + 9 ndo admite raizes reais para que possamos utilizar a terceira substituicio de
Euler.

5.2.4 Substituicio proposta em G. Avila [2]

Argumentando como na Secdo 3, para a substitui¢do proposta em G. Avila [2], temos:

P Ar4+9=2+4r+4-44+9=(z+2)°+5

y
+V1

integral com as novas substituigoes:

Tomando = (z+2), teremos: z = y — 2. Dal, podemos concluir que: dy = dz. Retornando a

/ 1 dm—/ dy
(x+2) Va2 +4x+9 y2+5

Utilizando a substituicio trigonométrica: y = v/5tg (0)

dy = V5sec? (0)dd A y* 45 = bsec(6)

Logo:

1
V5 (VBsec (6)) 0= mdyz ﬁ/cossec(ﬁ)daz

1
= %ln |cossec (0) — cotg (8)] + Q

/ V5sec? (0) d sec ()
tg (6)
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Retornando para a varidvel y:

S
V5

VP45 Vb

Y Y

in

+Q

Retornando para a variavel x:

/ 1 da:—iln Va2 +4z+9—-5
(x+2)Va?+4z+9 V5 x+2

+Q

5.2.5 Comparagao

Claramente, a resolugao proposta em G. Avila [2] é mais conveniente que as substitui¢oes de Euler para

a resolugao da integral proposta na Subsecao 5.2.

5.3 /;dx
Vbr —x?2 -5

5.3.1 Primeira substituicao de Euler

Sendo a < 0, nao podemos utilizar a 1* substituigao.

5.3.2 Segunda substituigao de Euler

Sendo ¢ < 0, nao podemos utilizar a 2* substituigao.

5.3.3 Terceira substituicao de Euler

Argumentando como na Subsecdo 2.3, para a terceira substituigao: az? + bz + c=a (z — a) (x — ),

temos: 62 — 22 —5 = — (x — 5) (x — 1). Fagamos a seguinte substituicao:
5+ 2
Vér—a?2—-5=(z-1)t = =xz= t;;rl

Logo:

\Vbxr —x2 -5 = 4t e dx*wdt

2 +1 2+

Voltando a integral e decompondo o integrando em “fragoes parciais”, obtemos:

2
[ T ST
V6r — 2?2 —5 (t2+1) (t2+1) t°+1

A segunda integral é uma primitiva imediata e a primeira delas exige uma substituicao trigonométrica:

4
t=tgld = /72(175:/400529d9:29—|—sen29+Q
(t2+1)



B.G. da Silva e P.N. da Silva Piskunov x Avila 61

Voltando & variavel ¢:

4 2t

Voltando a integral original:

r—1

Vér — 22 —
/#dx:—ﬁarctg vbr =7 =5 —Vbr —22-5+Q
Vbxr — 22 -5

5.3.4 Substitui¢do proposta em G. Avila [2]

Argumentando como na Segao 3, para a substitui¢do proposta em G. Avila [2], temos: 62 — 22 — 5 =

~1(22—62) —5=—1(22 =62 +9—-9) —5=— (z - 3)° + 4.

Tomando — 2 — (z — 3), teremos: & = y + 3. Dal, podemos concluir que: dy = dz. Retornando a

+v/I-1]

integral com as novas substituigoes:

4 — q2

| it
4 — y? 2

dy+3

i B y
/\/mdiﬂ—/\/m +3arcsen(2)+Q

Retornando para a varidvel x:

T z—3
- dr = —+/6x —x2—5+ 3arcsen () +
/ 6x — 22 -5 2 N

Observe que pela substituigdo de Euler, obtivemos:

\/ — 2 _
= —6arctg <6x$_z15 —Vb6x—22-54+0Q

x
B —,
/\/6$—$2—5 v

Para verificar que as duas familias de fungoes acima descrevem o conjunto das primitivas da fungao

\/6:1:+T’ precisamos mostrar que as fungoes
x—3 Vb6xr —x2 -5
darcsen | —— e —b6arctg | ——
2 r—1

diferem por uma constante. Para tanto, basta usarmos as relagbes trigonométricas nos triangulos

retangulos da figura abaixo,

a+i-B=8 B+a=3
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para obter:

1. para x < 3, temos

(x—?)) <\/6x—m2—5>
—a = arcsen | —— e 0 =arctg| —— | .

rz—1

Por outro lado, o tridngulo iséceles da figura nos diz que: g + a = 23. Portanto,

- N —
3arcsen <I’23> = —30[ = 377( —_ Gﬂ = 3?7.[. — 6arctg <6IL'SC5 .

rz—1

2. para x > 3, temos

(x—3> ( 61‘—9&2—5)
o = arcsen | —— e 6 =arctg | —— | .
2 z—1

Por outro lado, o triangulo iséceles da figura nos diz que: § — a = 23. Portanto,

z—3 3m 3r Vér —22—5
sorcn (252) = 3= 3 - 69 = 5 —urc <x_1> |

5.3.5 Comparagao

Neste caso, a resolugdo proposta em G. Avila [2] ou a substituicdo de Euler para a resolucao da inte-
gralproposta na Subsecao 5.3 sdo equivalentes, podendo-se admitir que a proposta em G. Avila [2] seja

ligeiramente mais simples.
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