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Nosso Instituto homenageia, com a presente edi¢do especial1 dos Cadernos do IME — Série
Matemadtica, uma saudosa colega, a professora Neyde Felisberto Martins Ribeiro. Publicamos
um texto que ela estava terminando de burilar com seu proverbial zelo, quando partiu, a 6 de
outubro de 2007.

O texto foi utilizado no IME, em um curso de formacdo continuada para professores do
ensino bdésico e fundamental, para o qual a Professora Neyde foi convidada pelos
organizadores, SBM e Faperj. Serviu de base ainda para disciplinas que ela ofereceu no Curso
de Especializacdo em Ensino e Aprendizagem da Matematica do IME/UERJ, como também
para disciplinas de extensdo do CECIERJ.

A Professora Neyde Felisberto atuou em vdrias frentes no nosso Instituto, junto a licenciatura
e ao bacharelado, a extensdo e a especializac@o, a comissdes de avaliacdo e de atualizagdo de
curriculo, sempre contribuindo com a dedicacido enorme que punha em todas as atividades em
que se envolveu. O presente texto reflete sua preocupagdo com a formagao de professores.

O professor Luis Adauto da Justa Medeiros se junta a ns nesta homenagem, lembrando fatos
tocantes na histéria de vida da professora Neyde. Publicamos ainda as palavras pronunciadas
pelo prof. Carlos A. de Moura para alunos do IME que reconheceram a riqueza da interagdo
que ela lhes proporcionou, prestando a professora Neyde Felisberto um tributo por ocasiao de
sua cerimOnia de formatura.

Os Editores

1 Este é o primeiro nimero da versdo online dos Cadernos do IME - Série Matemdtica
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NEYDE

MENINA/MULHER

A menina morava em uma vila de um bairro operdrio préximo ao Santo Cristo. Havia
vizinhos de boa condicdo financeira, mas seus pais eram simples assalariados. As festas de
fim de ano ja tinham aquela promogdo comercial em torno do Papai Noel. Suas amigas e ela
escreviam cartas ao misterioso velho com seus pedidos de natal. O seu presente era uma
boneca de pano enquanto os de suas amigas eram belas bonecas o que lhe causava certa inveja
infantil. Indagando de sua mae, ela lhe disse que certamente ndo fazia uma carta bem feita.
Muito esperta, proximo ao Natal, combinou com uma amiga para fazerem cartas idénticas,
pedindo uma bela boneca. As cartas seguiram e o Natal chegou. Na manha do dia de festas
novamente se repetiu a facanha do ano anterior - uma bela boneca para a amiga e uma bruxa
de pano para a menina Neyde Felisberto. O tempo correu e foi aos poucos entendendo o que
era o Papai Noel e o que representava.

A menina cresceu e precisava ingressar na escola secundaria para completar sua educacio,
uma das prioridades de seu pai, um competente operdrio de baixa renda. O ingresso a escola
secundaria publica, naquele tempo, era feito por meio de um Exame de Admissdo. Para ter
sucesso seria necessario seguir um curso particular de preparacido, muito caro. Seus pais nio
tinham recursos para esta empreitada. Uma colega vizinha, de pais abastados, fazia um curso
preparatdrio pago. Combinaram que ao chegar do curso a sua colega emprestaria os cadernos,
com as anotacdes feitas nas aulas e os exercicios. Ela copiava, em um caderno seu, fazia os
exercicios e comparava com os da colega orientada pelo professor. Esta atitude se repetia
diariamente. Assim, se preparou para o exame no qual foi aprovada e ingressou no ensino
publico onde completou a escola secundaria daquele tempo. Sua colega, ndo teve sucesso,
mas com a boa situacao financeira de seus pais, ingressou numa escola secundaria particular.

Note-se que jamais passou por sua cabeca tirar vantagens de ser carente, na nomenclatura
atual. Ela possuia dentro de si, aquilo que a natureza propiciou — competéncia, parametro
principal para o ingresso no ensino universitario.



4 Cadernos do IME - Série Matemdtica Vol. 19/ Vol. 1 (2007)

De posse do certificado do curso secundario, estava apta a ingressar na Universidade, o que
fez. Nesta época, ja trabalhava para se manter e ajudar em casa. Ingressou na Universidade
Fluminense onde havia Licenciatura em Matematica, no fim da tarde e inicio da noite, o que
era conveniente para os que trabalhavam.

Da Fluminense, transferiu-se para o IM-UFRIJ, ainda na fase cadtica inicial do IM. Nesta
época, a conheci como minha aluna da graduacdo. Muito irrequieta, e muito inteligente,
chamou minha atenc¢do. Aos sdbados passava a tarde no IM. Levava a Lourdinha e meus
filhos que se divertiam correndo naquela imensiddo de gramados, enquanto eu trabalhava. Ao
terminar a aula, no fim da tarde, lhe dava uma carona e a seus colegas. Lembro-me que ela
ficava no Hospital dos Servidores, proximo a vila onde morava.

Com a criagdo da pods-graduacdo no IM-UFRJ, Guilherme de La Penha, coordenador do
Programa de Engenharia Matematica da COPPE, ofereceu bolsa de estudos para vérios alunos
que desejassem fazer o Mestrado em Engenharia Matemdtica. Um dilema, para ela, seria
aceitar a bolsa com a condicao de largar o emprego. Escolheu a bolsa e iniciou o Mestrado em
Matematica, o que concluiu sem muito trauma.

Nesta época, conversavamos pouco. Hd um episodio que ndo esqueco. Certa vez, indo ao
Maracana para assistir um jogo Botafogo e Vasco, encontrei a Neyde com um colega, o
Roberto. Ela, carregando a cruz de malta e eu visiondrio em busca da estrela solitaria.
Casaram-se e vieram os filhos Aline, Bruno e Flavia. Agora, era Neyde Martins Ribeiro e nédo
mais Neyde Felisberto.

Tive a sorte de ser seu orientador de Doutorado no IM-UFRJ. Trabalhamos bastante e
concluiu de modo eficiente. Ingressou a seguir como professora do IM e, como colegas,
desenvolvemos bons planos de estudo. Ela lecionou vérias disciplinas na pés-graduagdo.
Sempre buscando uma formacgdo profissional sélida, planejou um estigio pés-doutorado no
Departamento de Matematica da Escola Politécnica de Paris. Candidatou-se a bolsa, mas o
comité€ CAPES-CNPq nio concedeu.

Posteriormente, atraida pela administragdo chegou a sub-reitora de Graduacdo da UFRJ. Ao
concluir o mandato, aposentou-se e ingressou na UERJ.

Encontramos-nos durante a organizacdo de um Semindrio Brasileiro de Andlise realizado na
UERYJ, do qual foi coordenadora.

Ultimamente, faldvamos apenas por telefone sobre varios assuntos. No inicio de sua
enfermidade telefonou-me, falou muito comigo e com a minha filha Laura. O tempo foi curto
e faleceu. Deixou um exemplo de superacdo e vitéria sobre obstidculos em que a menina
Neyde Felisberto, do Santo Cristo, se encontra dentro da mulher Neyde Martins Ribeiro, da
UFRJ.

Rio de Janeiro, 9 de outubro de 2007

Luis Adauto da Justa Medeiros



PROLOGO

PROFESSORA, REALMENTE UMA PROFESSORA1

Carlos A. de Moura®

Minhas queridas e meus queridos formandos,

Inicialmente, permitam-me este tratamento afetuoso, apesar de a muitos, a maioria,
nem conhecer de perto. A seguir, minhas desculpas por desobedecer aos canones do
cerimonial, deixando para saudar s6 depois as autoridades acad€micas a mesa, o que faco
agora.

Sucede que minhas palavras neste momento buscam acolher no seio desta celebragdo
a colega Neyde Felisberto: suas idéias, suas opg¢des, o direcionamento que sempre lhe
impulsionou os passos. E ao me dirigir primeiro a vocés, e de uma forma intima e calorosa, eu
sigo 0 modelo que ela adotou em todos os momentos de sua brilhante existéncia — o de
dedicacdo aos jovens, ao novo, aqueles que vao ocupar o espago que, felizmente, ja deixa de
ser todo nosso.

E verdadeiramente emocionado que lhes agradeco o convite que me fizeram. Muitas
ocasides compartilhei com a Neyde, a quem sempre olhei como sendo o exemplo auténtico
da mestra, da professora total.

Adjetivos sdo palavras pouco matemadticas. Convém explicd-los se queremos a
precisdo que estrutura nossa drea do saber. O que quero dizer com “professora total”?

A Neyde imprimiu a todos os seus atos o perfil de professora, no melhor sentido do
termo: muito longe de autoritdria, sabia ser firme; ndo era auto-referente, mas transmitia
importantes conhecimentos, compartilhando suas experiéncias pessoais; sua simplicidade mal
conseguia disfarcar o volume de informacgdes de que ela dispunha para repartir, o que adorava
fazer. Mas ela era total porque era sempre a mestra, nas 24 horas de todos os seus dias. Ela
nunca foi o ser compartimentado — aula € hora de ensinar, no cargo administrativo eu vou
conduzir. Nao, ela os ocupou, a ambos os papéis, sempre como a mestra que era.

Vou descrever para vocés dois fatos com os quais a Neyde lidou, sempre imersa nessa
sua postura.

Algum tempo ap0s iniciar seu mandato como Diretora do Instituto de Matematica da
UFRJ, era nitida a mudanca de atitude dos funciondrios administrativos, antes ausentes e
displicentes. Muitos acreditavam que esse avanco era fruto de alguma verbinha secreta que a
nova diretora teria obtido: com ela estaria conseguindo dobrar o desanimo antes generalizado

! Palavras aos graduandos em Matemdtica pelo IME e FFP, turma 2007-II, em 25/fev/2008
? Professor Titular do IME/UERJ -- e-mail: demoura@ime.uerj.br
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— um disfarcado suborno. Longe disso, ndo seria essa uma iniciativa da Neyde. Como mestra
total, ela havia convidado os colegas da administracdo para lhes oferecer uma aula sobre o
que significa a universidade, o instituto, a formacgdo das novas geracdes, as diferentes funcdes
que cabem a cada um na institui¢do; como € tdo indispensdvel o trabalho de dar aula, quanto
o de fornecer corretamente as informacdes pedidas, o de arquivar a documentacgdo nos locais
corretos, o de manter as salas de aula asseadas, abertas e fechadas na hora devida, com giz e
apagadores disponiveis, com luzes, tomadas, janelas funcionando, de ter as bibliotecas
atualizadas, etc, etc, etc. A metdfora de uma orquestra era impossivel de ser evitada ... Suas
palavras foram reconhecidas, calaram fundo no intimo de cada um, alguns deles depois se
dirigiram a ela para reconhecer: “Ninguém tinha me falado assim antes, dizendo que meu
trabalho tinha qualquer importancia. Eu agora quando venho trabalhar, é com outro astral!”

Essa era a Neyde.

Quando na Pré-reitoria de Graduacdo da UFRJ, teve de enfrentar um problema nos
alojamentos: havia ex-estudantes que continuavam vivendo nos quartos, anos apds seu
desligamento da universidade. Ao tentar convencé-los de que precisavam abandonar o proprio
da universidade, recebeu a ameaca: “Pode entrar na Justica, ela vai nos garantir a
permanéncia.” A Neyde nunca recorreu a luta legal, preferiu continuar argumentando, citando
o numero de pedidos que poderia atender, os dados sociais dos solicitantes, relembrando o
que tinha representado o acolhimento recebido anos antes por aqueles que se tinham tornado
ocupantes ilegais. Essa era a Neyde: sempre queria transmitir conhecimento, passar uma outra
visdo para ser pensada, sempre queria argumentar, trocar idéias. E aprender também, sempre.

E na sala de aula, quem era ela? Alguns mateméticos citam a chamada “Lei dos
Grandes Nimeros”. Eu costumo brincar dizendo que ela era inimiga dessa lei. E que na
correcdo dos testes escritos, a Neyde ignorava quantos alunos tinha a turma. Literalmente, ela
corrigia cada teste como se s6 houvesse aquele. Lia todos os detalhes. Ndo acreditava em
distribuir um gabarito e dizer apenas: “certo” ou “errado”. Entregava de volta o teste como se
tivesse sido ela a examinanda, creio que algumas vezes havia até maior volume escrito por ela
do que no original. Ela comentava cada erro e cada imprecisdo. Mas ndo se imitava a
matemadtica. O aluno € um todo e o aprendizado € um todo. Assim, ela indicava desde os erros
de ortografia aos de sintaxe, chegando a sofisticacdo de mostrar caminhos mais simples,
frases mais claras, e até mesmo como apresentar de uma melhor forma grafica a solugao
exposta.

Formandos queridos, a Neyde era muito feliz porque executava todas as tarefas que
eram seu dever com um prazer enorme: o prazer de estar dedicando a cada atividade uma
parte unica no Universo — a contribuicdo que apenas a sua individualidade podia trazer. Por
isso nds a admiramos e esperamos que seu exemplo ajude vocés nas lutas que encontrardo nos
dias vindouros.

Muito sucesso para vocés!



TRIGONOMETRIA E NUMEROS
COMPLEXOS

NEYDE FELISBERTO MARTINS RIBEIRO



Cadernos do IME - Série Matemdtica Vol. 19/Vol. 1 (2007)



Prefacio.

O texto que apresentamos, dividido em 11 blocos de Aulas, foi organizado a partir das notas
de aula produzidas durante vérios periodos em que lecionamos para professores de
Matemdtica do Estado do Rio de Janeiro, quer no CECIERJ, quer na UERJ, onde
participamos de projeto com o apoio da FAPERJ. Nosso trabalho tem a contribui¢do tanto
dos textos de apoio aos cursos dados nos referidos projetos, quanto das discussdes que as
equipes de Matemdtica travaram nas avaliagdes dos trabalhos que faziam dentro dos referidos
projetos.

Temos convic¢do de que a Trigonometria, do modo como se aprende no periodo pré-
universitdrio, é insuficiente para um professor de matemadtica. Por outro lado, em geral, no
curso universitario admite-se que o estudante domina toda a trigonometria e as funcdes
trigonométricas surgem como exemplos que sdo brevemente trabalhados dentro dos cursos de
Cilculo.

Constatamos que um grande nimero de professores, atuantes nos ensinos fundamental e
médio, teme a abordagem da Trigonometria por falta de seguranca em seus conceitos.
Também evitam exercicios de nimeros complexos, por ndo terem clareza sobre o significado
do objeto matemadtico “ndmero imagindrio” e das opera¢des que o envolvem.

Assim, percebemos uma lacuna de trigonometria e de nimeros complexos na formacdo de
muitos professores de matematica.

Resolvemos organizar a presente disciplina, que trata destes assuntos, objetivando o
entendimento de seus respectivos conceitos. Naturalmente, devido ao cardter elementar do
texto, alguns conceitos (por exemplo, o de medida), ndo s@o abordados com profundidade.
Sempre que possivel, o texto procura acompanhar de exemplos e de exercicios resolvidos os
conceitos apresentados. Estes exercicios t€ém por finalidade a fixacdo dos referidos conceitos.
Também propomos um bom nimero de exercicios com o mesmo objetivo, o qual ndo € o de
induzir o leitor a memorizar “férmulas” e/ou “truques”.

A ordem e o contetido das aulas, segundo os quais apresentamos a disciplina, estdo de acordo
com a filosofia do trabalho que pretendemos realizar. Ao inicio de cada aula comentamos
sobre o seu conteido. Durante e/ou ao final de cada uma propomos exercicios, muitos dos
quais complementam a teoria. Também constituem uma aula, ao final dos tdpicos tanto de
Trigonometria como de Numeros Complexos, alguns exercicios resolvidos e outros por
resolver .

Neyde Felisberto Martins Ribeiro
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Aula 1

Na aula 1 introduzimos as notacbes relativas aos numeros e pares de numeros
reais. Esta aula objetiva definir o sistema de coordenadas cartesianas no plano e as
operagdes usuais entre os pares de numeros reais, bem como as interpretacoes
geomeétricas das respectivas operacgoes entre os vetores do plano. O dominio do seu

conteudo é fundamental para a compreensdo das demais aulas.

1.1.Introducao

Antes de iniciarmos o estudo de Trigonometria € Numeros Complexos, faremos uma
breve revisdo sobre as notagbes que identificam os conjuntos de numeros, os
intervalos, as representacbes geométricas dos numeros reais e dos pares de
nameros reais, quais sejam, a reta e o plano.
Anotemos por N o conjunto dos numeros naturais, por Z o conjunto dos nimeros
inteiros, por Q o conjunto dos racionais 0os quais, unidos com os irracionais, formam
o conjunto R dos numeros reais.

Assim :

N ={0,1,2,3,4,...} € o conjunto dos numeros naturais, Z ={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..} é
0 conjunto dos numeros inteiros, Q = {p/q; p,qe Z ,q # 0} € o conjunto dos

nameros racionais, ou seja, das fracdes, e R é o conjunto dos numeros reais

Em R definimos uma fungédo dita “mdédulo” ou “valor absoluto”. Esta € anotada por :

x, x=20

|.|: R—> R ,talque: x—| x| ondelxl:{
-x, x<0

Exercicio 1.1:
Verifique que:
1.|x|20Vxe R; 2.|x|=0<x=0; 3.|x|=]|-x|; 4 |x+y| < |x|+]|y]

Definimos uma funcao “distancia” entre dois reais x e y, dada por :

d(x, y)=|x=-y]|

OBS:|x|=|x—-0]=d(x,0), isto &, | x| é adistancia de x a zero.

13
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1.2.Representacao Geométrica de R

E usual, entre os matematicos, ao pensarem no conjunto de nimeros reais,
visualiza-lo como uma reta r. Vejamos como esta visualizagdo € estabelecida.
Consideremos uma reta r e nela marquemos, arbitrariamente, um ponto que
chamaremos de 0 (zero) e outro ponto, a sua direita, que chamaremos 1. Ao ponto
situado ao dobro desta distancia e a direita de 1 chamaremos de 2, ao ponto que
dista de zero o mesmo de 1, mas situado a sua esquerda chamaremos —1, etc.
Assim, se a< b, entdo o ponto correspondente a a esta a esquerda do ponto
correspondente a b. Assim sado representados em r os niumeros...+ n, ...+ 2, +1, 0.
Naturalmente, dentro desta logica, o numero racional '2, por exemplo, esta
representado pelo ponto médio do segmento entre 0 e 1, e assim por diante, torna-
se bem natural, portanto, a associacao dos racionais a um pontilhado sobre a reta.
Estamos dizendo que mesmo com todos os racionais representados em r a nossa
reta ndo estd completa, ndo tem “continuidade”. Apelando para a intuigéo,
consideramos que, ao completarmos (fecharmos) o pontilhado, estaremos
acrescentando 0s numeros irracionais.

Desta forma, a intuicdo nos sugere admitir que o0s irracionais se encaixam
completando a reta no esquema que descrevemos no paragrafo anterior, de tal
modo que todo numero real pode ser considerado como um ponto da reta.
Reciprocamente, todo ponto P da reta r estd a uma distancia x de 0 e, se P estiver a
direita de 0 serda identificado com o real x, se estiver a esquerda sera identificado
com o real —x. Assim, estamos identificando os numeros reais com a reta. Por esta
razdo, as vezes, o conjunto R dos numeros reais recebe o nome de reta real e
cada numero real € dito um ponto da reta.

E usual desenharmos, simplesmente :
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1.3.Intervalos

O conjunto { x € R; a < x < b} se anota por (a, b) ou Ja, b[ e € chamado de
intervalo aberto de a a b ou de extremos ae b.

O conjunto { x € R; a < x < b} se anota por [a, b] e é dito intervalo fechado de

extremos a e b. De um modo geral :

[a,b)={xe R;asx<b}; (abl={xe R;a<x<b}; (a,+=)={xe R;x>a};
[@ +0) ={xe R;x>a}; (-0, b)={xe R;x<b}; (-0,b]={xe R;x<b} e
R = (-00, +).

Exemplos:

1.Consideremos o intervalo [2 , 5). O nimero 2 € [2, 5), o numero 3,1 € [2,5) mas
onumero5¢ [2,5)

o
\ 4

Fig. 1.2

2.0 intervalo (-4 , +) é o0 conjunto de todos 0s nimeros reais maiores que -4.

—o : >
4 0 R
Fig. 1.3

1.4.0 Plano — Representacao Geométrica

Consideremos agora o conjunto dos pares de nimeros reais{ (a,b);ac Rebe R}
que anotamos por R? . Para a sua representacdo geométrica, consideremos um
sistema de duas retas que se cortam em angulo reto (sistema de coordenadas
retangulares ou sistema cartesiano). Uma delas sera o eixo “horizontal” (ou eixo

OX = R) e a outra serd o eixo “vertical’ (ou eixo OY = R).
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Cada um dos eixos € o conjunto R dos numeros reais. O seu produto cartesiano
pode ser descrito por pares de numeros reais, do seguinte modo: os pontos a do
eixo real OX sao identificados por (a, 0) e os pontos b do eixo vertical OY por
(0, b), de modo que a interse¢ao dos eixos, a origem O do sistema de coordenadas,
€ o par (0, 0). Qualquer ponto (a , b) podera ser identificado como o vértice do
retangulo cujos outros trés vértices sao :

(0,0),(a,0)e (0, b),como podemos observar na figura abaixo :

R T(@b)

(0,0 (a,0) X=R

| Fig 1.4 i

|
e e e m =

O eixo real OX tem sentido positivo a direita de 0 e negativo a esquerda. O eixo real
QY tem sentido positivo acima de 0 e negativo abaixo de 0.

OBS: Os dois eixos OX e QY dividem o plano em 4 quadrantes. No primeiro
quadrante tem-sea>0 e b>0, nosegundo a<0 e b>0, noterceiro a<0 e

b<0 e no quarto quadrante a>0 e b<0.

Y

2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

Fig 1.5
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Os numeros a e b recebem, respectivamente, os nomes de 12 coordenada e 22
coordenada (ou coordenada x e coordenada y, respectivamente) do ponto
determinado. Desta maneira, o par (a , b) é dito um par ordenado do plano ou do RZ.
Note que (a, b) # (b, a).

Assim, com esta representagao, identificamos os pares de numeros reais com 0
plano e nos referiremos, indistintamente, ao par (a , b) como um par de niumeros
reais (a , b) € R? ou como um ponto P do plano de coordenadas a e b, isto &,

P=(a,b) ou P(a,Db).

OBS: a também ¢ dito abscissa de P e b ordenada de P no sistema XY (ou seja,
XQY).

Exemplos:

1) A reta s, mostrada no grafico abaixo, pode ser descrita pors ={(x, 1); x€ R}

Fig 1.6

2) A reta s, mostrada no gréfico seguinte, pode ser descrita pors ={(-2,y ); y € R}

Fig 1.7
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3) A reta s, mostrada no grafico abaixo, pode ser descritapors={(a, a);ac R}

(a, a)

T """ _AWn

i
—_
1
i
T
—_
(V)
o
w4

Fig 1.8

Obs : O Exemplo 3) acima pode ser traduzidopor s={(x,y);y=x ,xe R} que
o leitor, familiarizado com o conceito basico de funcao, reconhece como o grafico da

reta (bissetriz dos 1° e 3° quadrantes) y =X, x € R, ou seja, da fungao identidade.

1.5. Operacoes no Plano

Os pontos P ( x, y) do plano sao identificados a vetores OP com origem em O
das coordenadas e extremidade em P.

Fig 1.9

Nos referimos a P, indistintamente, como vetor P, ou vetor OP, ou par ordenado

(x,y).
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Podemos interpretar o vetor OP como uma translacdo da origem de x
unidades ao longo de OX e de y unidades ao longo de OY, ou seja, OP define uma
translacao.

A motivagdo fisica para a definicho de soma de pares ordenados e
multiplicacdo de pares ordenados por numeros reais vem do problema de

composicao de forgas na estatica.

Se P é par ordenado do R? de coordenadas (x , y) e t € R, definimos tP
como o par ordenado do R?de coordenadas ( tx , ty), ou seja, tP é:

t(X=Y)=(tX=tY)

y
{2720 it ' tP
: e
Y T°-°-°777"°2 1 1
0 ;( tIX X
Fig 1.10

Obs : Set > 1, tP é resultado de uma dilatacdo do vetor P. Se 0 <t < 1, tP € uma

“contracao” do vetor P e se t < 0 ? Bem, entdo temos uma mudanca de sentido e

uma “dilatacdo” se t < -1 e uma “contracdo” se -1 <t < 0.

Se P (x1, Y1) e Q (X2, y2) sdo pares ordenados do R?, definimos por P + Q o par
ordenado do R? de coordenadas (x1 + X2, Y1 + Y2). Abreviadamente :

(X1, y1) + (X2, Y2) = (X1 + X2, Y1 +Y2)
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Interpretacao vetorial :

(1) O, Pe Q sdo colineares

YitY2 -4 TP+Q
. ‘Q
Yi TP |
0 X1 X2 X1+ X2
| Fig 111}

OBS: Adicionar Q ao P equivale a, partindo de P, “andar x, unidades para a
direita” (se x,>0) e “y» unidades para cima” (se y,>0), ou seja, operamos em OP uma
“translacao” do vetor OQ. Assim a soma (ou adi¢cao) de vetores no plano equivale ao

movimento de translacao no plano.

(i)
Vit Y, proeeemgteitoooooooonas P+ Q
N [T . !
! *._.-OP
y ______ o 1 :
’ . + :Q !
0 x, O0Q x, +x, o

Se O, P e Q nado sao colineares, O, P, Q e P + Q sao vértices de um paralelogramo.
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Exercicios 1,1 :

a) Verifique : i) a soma de vetores no plano é comutativa.
ii) @ soma de vetores no plano é associativa.
iii) a origem, ou seja, o vetor nulo (0, 0) é neutro para a adicao de
vetores no plano.

b) -P é o simétrico de P. Interprete-o0, geometricamente.

Exercicio 1,2 :

Em cada caso obtenha algebricamente o vetor pedido e faga a interpretacéao
geométrica no plano.

iH2(-3,1) (i)%2(2,4) (i) @B,1)+(2,3) (iv)(1,2)+(2,-1)

1.6.Distancia no Plano

Dados dois pontos Py (x1, y1) e P2 (X2, y2) do plano, definimos d(Py, P») ,a
distéancia de Py a P2, como o numero real dado por :

d (P1,P2) = \/(xz —x)2 + (v - y)?

Observemos o gréfico abaixo:

AR
P
2
y2 ____________ |
I
4 I
L 2-yp)

I
P |
y1 fp---Eeaoooe !
: (xp-x1)

I I >

O Xl Xz R

Fig. 1.13
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Note que, do Teorema de Pitdgoras : d? = (x2- x1)2 + (y2- y1)2

Obs : O comprimento de um vetor OP, em geral anotado por OP ou por |OP| é a

distancia de P ao 0. Assim, por exemplo, o comprimento do vetor OP (-5,2) é :
OP =+(-5%+2% =429

Exemplos:
1) Calcule a distancia d(P+,P2) onde P1=(2,1) e P>=(6, -2).

Solucéo:

d=+2-6>+(1+2)° =16+9=5

Fig 1.15
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3) A circunferéncia S' de centro 0 e raio 1 é o conjunto de todos os pontos P(x , y)
do plano cuja distancia & origem é 1. Descreva S' em termos das coordenadas de

seus pontos.

Solucéo :

Tem-s:S'={P(x,y) € R®;d(P,0)=1}={P(x,y)e R®;J(x=0)+(y-0) =1},

ou S'={(x,y)e R%;x*+y*=1}e,emgeral, S"={(x,y)e R®;x®+y?=1r%.

Graficamente:

OBS: 1. Assim, identificamos o conjunto dos pares (x , y) que verificam a equacao :
x? + y? =1, com a circunferéncia S' de centro em 0 e raio 1, que é um caso
particular da circunferéncia S' de centro em 0 e raio r, que é descrita pela equagao

X2+ y2 =12

Exercicio Resolvido:

Determine a(s) coordenada(s) y para que o ponto P pertenca a S', sendo

P(V3/2,y)

Solucao:
Temos que (\/5/2)2+y2=1 S VP=1-% =% 5y =+1/2

Assim: Py = (V372 ,12) e Pa=(/3/2 - 14).
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Graficamente:

(B2 )

P, (3/2,-12 )

De um modo geral, iniumeras e importantes figuras da geometria podem ser
representadas por equacodes relacionando as coordenadas dos pontos P da figura

num sistema de coordenadas. A Geometria Analitica € a parte da Matematica que

estuda estas relacoes.

OBS: Admitiremos que o leitor tem nog¢des sobre comprimento de uma
circunferéncia. Portanto, usaremos o fato de que o comprimento da circunferéncia

de raio 1 é 2rn e que, em geral, o da circunferéncia de raio r é 2nur .



Aula 2

Nesta aula iniciamos, propriamente, o estudo da Trigonometria. Nela conceituamos
0s objetos geométricos angulo e angulo orientado. Definimos seno e cosseno de um
angulo e abordamos as duas mais usadas medidas de angulo: o radiano e o grau,

bem como a relacédo entre ambas.

2.1 INTRODUCAO:

Trigonometria, palavra de origem grega, encerra trés radicais: tri = trés, gonos =
angulos e metron = medir. Ou seja, “trigonometria’ significa “medida dos angulos
de um triangulo”. Embora ja bem conhecida dos babilénios e egipcios, ela foi muito
desenvolvida pelos gregos, que tinham como motivagdo o estudo da astronomia,
bem como a necessidade de maior precisdo para os dados de navegacdo. Nao sé
pelos gregos, mas também o interesse pela trigonometria entre hindus e arabes era
devido a astronomia. A partir do Renascimento, época de expansdo maritima
européia, que exigia conhecimentos de Cartografia, a Trigonometria passou a ser
utilizada em Cartografia e em Topografia. Na verdade, os gregos se iniciaram neste
ramo da Matematica estudando tridngulos sobre a superficie de uma esfera mas,
para tanto, havia necessidade de que fosse desenvolvida uma trigonometria plana,
assunto do nosso texto.

Observamos que, embora a sistematizagao do estudo da Trigonometria, como ramo
destacado da matematica, tenha nascido ha cerca de 120 a.C., ela esta hoje
presente em inUmeros campos das ciéncias exatas, da natureza e tecnoldgicas.
Particularmente, no desenvolvimento de inUmeros problemas de Matemética, Fisica ,
Engenharia e Computagéo, ela assume papel fundamental. Em especial, a Analise
Matematica beneficiou-se com importantes avancos a partir das “Séries de Fourrier”,
que sao séries de funcbes em seno e cosseno, cuja relevancia é por demais
conhecida por todos aqueles que se dedicam as ciéncias que precisam da

Matematica para o seu desenvolvimento.

25
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O mais completo tratado de Trigonometria até o século XVI foi deixado por Rético
(1514-1576) que o fez introduzindo a Trigonometria no tridngulo retangulo. Ainda
hoje, é no tridngulo retangulo que é introduzido o estudo da trigonometria nas
escolas. Para vocé, professor, ndo iniciaremos o estudo da trigonometria no

triangulo retangulo, mas o faremos na préxima aula.

2.2 CONCEITOS BASICOS:

O que € um angulo? Um angulo & a uniao de duas semi-retas que tém o ponto

inicial comum.

~_

O O O

\/

Fig. 2.1

As semi-retas sao ditas lados e o ponto comum & dito vértice do angulo. E usual
anotarmos o angulo por trés de seus pontos: um ponto em cada um dos lados e 0
vértice, este anotado entre os dois outros. Quando nado ha possibilidade de
confusdo, um angulo pode ser anotado por uma unica letra do vértice. Exemplos
AOB ou O.

Fig. 2.2
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Orientando dngulos

O estudo da Geometria prescinde de orientagdo de angulos, mas para o estudo da
trigonometria, precisamos considera-los com uma “orientacdo”. Vamos nos referir
aos angulos AOB segundo uma “orientacdo” de seus lados, que comeca
identificando o primeiro deles ao semi-eixo real positivo OX. O vértice serd O e o
ponto A estara sobre OX. Assim, para a descricdo de um angulo, sera suficiente a
descricao apenas de um lado, qual seja, OB. Um angulo é dito do 1°, do 2° do 3° ou
do 4° quadrante, conforme OB seja semi-reta contida no respectivo quadrante.

B
0 A X
Y
AOB édo 1°
quadrante
Fig 2.3a
A X
O
B
AOB € do 3° quadrante
Fig 2.3b

AOB sera dito positivo se, para fazer OA coincidir com OB, giramos OA no sentido
contrario ao dos ponteiros do relégio e_negativo em caso contrario. Assim, uma
mesma figura pode representar um angulo positivo ou um negativo. Neste caso,

como devemos informar ao nosso leitor a qual deles estamos nos referindo?
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E usual, graficamente, apontarmos o sentido com uma seta, conforme as ilustragdes

seguintes.
%
B B
0 A
t 0
positivo 0 A A
positivo neoativo
Fig2.4

Tracemos agora a circunferéncia de centro em O e raio r = 1 que, daqui por diante,
sera anotada por S' e referida como o circulo trigonométrico. E claro que

qualquer semi-reta t de origem em O s6 cortard S' uma vez.

Fig 2.5
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Anotando por A o ponto (1,0) da semi-reta ou semi-eixo OX, nosso angulo orientado
estara descrito por um ponto P de S', ou seja, por P(a,b) tal que a’+b’=1.

Ver figuras abaixo:

X

Fig2.6

X

Fig 2.7
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Obs: Daqui por diante omitiremos “orientado”, pois todo angulo sera orientado.

2.3. O seno e 0 cosseno de um angulo

Para o nosso angulo AOP, em que P(a,b) esta sobre S', independente de ser AOP

positivo ou negativo, definimos:
O cossenode AOP é a e osenode AOP é b e anotamos :
cos(AOP) =a e sen(AOP)=b
Naturalmente, sendo P um ponto de S' suas coordenadas a e b s6 podem variar no

intervalo [-1,1], ou seja,

-1<cos(AOP)< 1 e -1< sen(AOP)<1

Exercicios 2.1:

Em cada caso, certifique-se de que P é ponto sobre S' e determine o cosseno e o
seno do angulo AOP :
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2.4. MEDIDAS DE ANGULO. A EQUACAO FUNDAMENTAL DA
TRIGONOMETRIA.

Medida do angulo em radiano

“Nao havia, no periodo pré-helénico, o conceito de medida de angulo.
Encontramos, pela primeira vez, com os gregos um estudo sistematico de relagdes
entre angulos (ou arcos) num circulo e os comprimentos das cordas que o0s
subentendem. As propriedades das cordas, como medidas de angulos centrais ou
inscritos em circulos eram conhecidas dos gregos do tempo de Hipdécrates ( -140
a.C). E provavel que Eudoxo tenha usado razdes e medidas de angulos para

determinar o tamanho da Terra e as distancias relativas do Sol e da Lua”.

Bem, ja sabemos definir cosseno e seno para um angulo, mas queremos definir
cosseno e seno para um numero real x qualquer. Como fazer isto? Basta associar
a este x um angulo. Para tanto, apelaremos para a intuicdo pois, a rigor,
precisariamos do conceito matematico de “comprimento de arco”, que foge ao
carater elementar do texto. Assim, intuiremos como comprimento de um arco a
medida do fio flexivel (mas ndo deformavel ) que foi ajustado ao arco e depois
esticado.

Exempilo:

Da Geometria Euclidiana, sabemos que 2n é o comprimento da circunferéncia

(completa) S'. Assim, por exemplo, se x = T o ponto P a ser associado sera

aquele cujo arco AP, percorrido no sentido positivo, tenha comprimento &, ou seja,
P=(-1,0),
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que é o extremo da semi-circunferéncia que se inicia em A = (1,0). O angulo AOP é
dito de meia volta ou raso (Fig.2.8a), bem como ,

se X= % P =(0,1) e o angulo AOP é dito reto (Fig 2.8b)

P E(O,l)

e
LT T TN X =2
/ ! N
4 \
’ ! \
/ 1 \
1 1 \
: X !
'\\ i ;A (1,0)
Fig2.8 :
(b)

Exemplo 2:

P . /2 . , .
Se x € 0 numero real . o ponto P associado sera aquele cujo arco AP,

percorrido no sentido negativo, tem comprimento |¥ | = %, ou seja, o ponto P

estard, também, sobre a bissetriz do 4° quadrante (isto €, sobre a reta y = -x) e sera

V2 -2
(55— ) (fig2.9)

,,,,,
.

e E

.
~

—_——t e ————



N.F.M. Ribeiro Trigonometria e Niimeros Complexos — Aula 2 33

De um modo geral, dado um numero real xeR qualquer, associaremos a ele um
ponto P de S' assim:

P sera o ponto sobre S' tal que | x| seja o comprimento do arco do circulo que
comeca em (1,0) e que se dirige ao ponto P, no sentido positivo, se x>0 e no

sentido negativo, se x<O0.

Dizemos que o angulo central AOP associado ao nimero real x tem (por medida)

x radianos, abreviadamente, x rd.

Muitas vezes, por simplicidade omitimos “radianos” e, ao nos referirmos ao angulo
de x radianos, dizemos simplesmente “angulo x”. O numero real x € dito a medida
em radianos do angulo AOP. Assim, de acordo com os Exemplos, o_angulo raso

tem por medida =« rd e o angulo reto tem por medida w/2 rd

Observamos que se x > 2 , para obtermos o ponto P associado a x daremos mais
de uma volta em S' no sentido positivo e, se x < -2n , vale o analogo no sentido

negativo.

Fig.2.10

Observamos ainda que, se 0 < x < 2w, x € 0o comprimento do arco AP, ao ponto P

ficam associados infinitos nimeros reais, todos da forma:

X +2km,com k=0, +1, -1, +2, -2, +3,.......

Dizemos que “os angulos que tém (x + 2km) radianos” ou por simplicidade, “os

angulos (x + 2km)” sao céngruos ou que estas sdo as varias determinacdes do
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angulo AOP, ou do arco AP, ou ainda do angulo x. Sempre que 0<x<2m,x &
dito a determinacao principal do angulo AOP (ou do arco AP). Dada uma
determinacdo de um angulo, a obtencao de tal x é também referida como reducao

a primeira volta.
Obs: Das definigdes de seno e cosseno, resulta que:

(*) sen(x+ 2krm) = sen(x) e cos(x+ 2kn) = cos(x), Vk e Z

Obs: E comum usar o sinal = para indicar que os angulos (ou arcos) sdo
cOngruos. Assim, quando escrevemos o = [, estamos dizendo que a - tem

por medida um numero inteiro de voltas.
Exercicios 2.2

a) Se x = 2n/5, determine o quadrante de x , bem como dois angulos céngruos
com X, sendo um positivo e outro negativo.
b) Dé, em cada caso, o quadrante e a determinagao principal do angulo dado:
i) 1230m; ii) -345n; iii))15m/2 ; iv) —32n /5

Em resumo, das definicbes e observacdes estabelecidas obtemos que, dado um

numero real x, associamos a ele um angulo que dizemos de x radianos ou xrd.

Com este entendimento, definimos o cosseno de x ( cosx ) como a abscissaa do
ponto P associado a x e como seno de x (senx) a ordenada b do ponto P,
isto e,
P = (cosx, senx).
Observamos que, assim definidas, seno e cosseno sao fungdes reais definidas para
todo numero real x e vale :
-1 <cos(x)< 1 e -1<sen(x)<At e

(*) sen(x+ 2km) = sen(x) e cos(x+ 2km) =cos(x), Vxe ReVvke Z
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As identidades (*) nos dizem que as fungbes seno e coseno sdo periddicas com
periodo 2m, isto é, se conhecemos o comportamento dessas fungdes no intervalo
[0,2n] passamos a conhecé-las em todo o conjunto dos reais.

Naturalmente, como todo P = (a,b) em S verifica: a’+b®=1, temos que

(1) vx eR, cos?(x) + sen®(x) = 1

(1) é dita a Equacdo Fundamental da Trigonometria.

EXEMPLOS:

1)Se x é o numero real =, entdo o ponto P associado a ® tem coordenadas (-1,0),
logocos(w)=-1esen(n)=0 esexé w2,Péo(0,1),logo cos(w2)=0 e
sen(n/2) =1 (Fig(2.11))

a~)

(0.1)

(0.1)

(-1,0) P (1,0) A (1,0)

Fig 2.11
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Se x = % entdo o ponto P de S' é atingido ao se chegar & metade do arco de S'

contido no 1° quadrante, portanto P também estd sobre a reta bissetriz deste

quadrante, logo a abscissa a e a ordenada b de P s&o iguais e ndo negativas, o que

V2

significa que: a=b>0 e a’+b®=1, logo 2a°=1, portanto b=a -

Assim, cos(%)

V3

Atencao: Na figura acima y :g ao invés de -

Exercicio 2.3:
Obtenha, por procedimento analogo ao do Exemplo acima, seno e cosseno dos
angulos cujas medidas (em radiano) sao:

T 3z Y4 RY/3 -7 -3z
X=0, X==—, X=—"—, X=T, X=—, X= —, X=2%, X=—, X=——,
2 4 4 2 4 2
57z -1z
X=—", X=—
2 2

O . 7 R4 . ~

Vocé ja percebeu que, além de 0, > T, - e 2w, Cujo seno e cosseno sao de

imediata identificacdo, também nado ha dificuldade em obter seno e cosseno dos
V2V s g ~ .

arcos <13 e de seus simétricos em relacao aos demais quadrantes.

Costumamos nos referir a esses arcos como arcos classicos.
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Medida do anqulo em Grau

No estudo de funcbes, a medida mais usada é o radiano, mas no estudo de
Geometria a medida mais usada é o grau. Vamos agora estabelecer a medida de

um angulo em grau.

Consideremos o numero inteiro 180. (Por que este nimero 1807 Bem, nao se tem
absoluta certeza sobre o “porqué” da escolha de tal nimero, mas historicamente, ha

indicios bem significativos, conforme os relatados em (*) abaixo).

Ao angulo de = rd, ou seja, de meia volta, associamos este numero inteiro 180 e
passamos a dizer que este angulo tem 180 graus ou, abreviadamente, 180°. Feita

esta associagédo, uma regra de trés simples nos da as equivaléncias abaixo:

mtrd 180°
1rd 180
1
xrd X. 180
s

Em particular, o angulo reto mede %rd=90° e o de volta inteira, 2nrd = 360°

De acordo com o que definimos, sdo céngruos os angulos cujas medidas em graus

diferem de k360°. Em particular, sdo congruos os angulos de 0 graus e o de 360°

Assim, se dividimos a circunferéncia em 360 arcos congruentes, cada arco

subentende um angulo de 1°. Em problemas de precisdo, trabalhamos com fragao
do grau, que é dividido em 60 partes iguais, cada uma das quais € dita “um minuto”
e anotada por 1°, o qual, por sua vez, € dividido em 60 partes iguais, cada qual dita
“‘um segundo”, e anotada por 1”.

Assim, por exemplo, 2° 3'10” sdo (2x60x60 + 3x60 + 10) segundos, isto é 7390” .
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(*) Nao se sabe bem quando penetrou na Matematica o uso sistemético do circulo
de 360° , mas parece dever-se (em grande parte) a Hiparco, através de sua tabela
de cordas. E possivel que Hiparco tenha se inspirado em Hipsicles que,
anteriormente, tinha dividido o dia em 360 partes, talvez sugerido pela astronomia

babilbnica.
Obs: Em trabalhos técnicos, podemos obter a medida em graus de um angulo,

fazendo uso do transferidor, objeto em forma de semi-circulo, graduado em 180

partes iguais, cada uma das quais nos fornece 1°.

Exercicios Resolvidos :

Em cada caso, obteve-se a medida de um angulo AOB. Se esta medida for em grau,

converta-a para radiano e reciprocamente :

a) 15°
Ora, 1° = z rd, logo 15° =15 Z yrd = (X )d
<180) g (180) (12)
b) Zrd
5
Também, 11d =2 logo Zrd = (Z)(13%) - 3e°
5 5 V4
¢) 300
5 1 1 T T
Bem, 300"=5=(—)°=(—)°=(—)(—)rd = (—)rd
(60) (12) (12)(180) (2160)
d)750°

750° = 750(—2-) rd = (47 +Z)rd
180 6
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EXERCICIOS 2.4:

1) Obtivemos as medidas em graus de alguns angulos. Converta-as para radianos:

a)20°  b)40° ¢)160° d)(-80)°  e)(—120)° f)1280° g)10°18’

2) Obtivemos as medidas em radianos de alguns angulos. Converta-as para graus:
4_7: 4 T .7

Y/ r 27 3z
a)— b)— c¢)— d— e fy10 — h)— )=
)3 )6 )9 )2 )3 )10z g)15 )36 )5

3) Determine sen(6 ) e cos(6) se 6 tem por medida:

a) 180° b)45° c)-135° d)-750° e) 3630° f)660° g)% h)%z i) -102%

O radiano e a circunferéncia de raio r

Até agora nos referimos somente a circunferéncia (orientada) S',ou seja ao circulo
trigonomeétrico, mas podemos trabalhar os mesmos conceitos com a circunferéncia

deraiorou S

S—~a

/>

Fig. 2.13
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Lembramos que os conceitos de semelhanca da Geometria nos dao que duas
circunferéncias sao figuras semelhantes, logo S' e uma circunferéncia de raior, S",
sdo semelhantes e a razdo de semelhanga é r. Como consequéncia, o angulo que
determina sobre S' um arco de comprimento 0 , determina sobre 8" um arco de

comprimento 6r (Fig.2.14).

Assim, em S" um angulo central de 6 radianos subentende um arco cujo o
comprimento é 6 vezes o raio, portanto, «r € o comprimento do arco subentendido
pelo dngulo raso, na circunferéncia de raio r .Estamos dizendo, por exemplo, que se
o comprimento de um certo arco AP de uma circunferéncia de raio r € s entdo o

angulo por ele subentendido tem:

(*) =rd

7

Obs: i) A expressao (*) acima nos diz que a medida de um arco em radiano é
aquela obtida quando tomamos o raio da circunferéncia como unidade. Em
particular, quando se trata de S', se o comprimento do arco AP é 6, entdo o angulo
por ele subtendido tem

? rd , ou seja, O rd.

i) Se s =r, 0 arco AP ou angulo AOP tem 1 radiano. Estamos dizendo que 1
radiano € a medida do angulo que subentende um arco cujo comprimento € igual

ao do raio do circulo (Fig.2.15)
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______
- b

e
~ -
________

iif) Note que a medida radiano ndo depende da medida de comprimento usada. Por

exemplo,
scm sm  skm s . . s ,
——= —= ——=—, dito simplesmente —radianos.
rem rm  rkm r r
Exempilo:

Se o0 arco AP de uma circunferéncia de raio 2 cm tem por comprimento /3 cm
(estamos supondo o cm como unidade de comprimento), entdo o angulo central
AOP mede (n/3) /2 rd, ou seja, n/6 rd

\
\
Lom e e d e e
I
'
1
]
[
wn
)

/ z@medeﬁcmz 3,14 cm= 1,46 cm
3 3

L
o
o
=
o
=
=

—_————bL oo
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A tangente de x

Agora, que esperamos ter deixado clara a associagdao entre um numero real x e o
ponto P de S' a ele associado, bem como definido o0 seno e o cosseno deste x,

definimos uma nova fungao que é a tangente de x (tg(x)), deste modo:

(2) tg(x) = sen(x)/cos(x) , se cos(x) #0

Exemplo:

Sesen(x)=1 e cos (x)=+3/2 entdo tg(x)= 2 +3/2 =1/\3 =3/3

Interpretacdo Geométrica da Tangente:

Seja 6 um angulo qualquer. Na figura (Fig 2.17) ilustramos com um 6 do 1°
quadrante. Consideremos a reta tangente ao ponto A(1,0) em S'. E claro que esta
reta é perpendicular ao eixo OX. Prolonguemos o segundo lado do angulo 6 (o
primeiro € OA) até encontrar a ja referida reta tangente e anotemos por T o ponto
de intersecdo deste lado com esta reta, por B a intersecédo deste lado com S' e por
H o pé da perpendicular baixada de B até OX (ou seja, a coordenada x de B). Os
tridangulos retangulos OAT e OHB sao semelhantes ( pois tém os trés angulos

iguais). Desta semelhanca e das definicdes de seno e de cosseno, resulta :

sen(@) AT

cos(§) OA’

sen(6)
cos(6)

mas OA= 1, pois o circulotemraio 1 e =1g(0), portanto 1g(6) = AT.
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Fig. 2.17

Obs: A reta por A e T é dita o0 “eixo da tangente”. Damos ao eixo da tangente um
sentindo positivo acima de A e negativo abaixo de A. Note que se o arco é do 2° ou
do 4° quadrante, teremos

cos (6 ) esen (6) com sinais contrarios, logo tg ( 6 ) < 0; se o0 arco € do 12 ou 3°
quadrante

cos (6 ) e sen(B) ttm o mesmo sinal, logo tg (6 ) > 0, logo a orientacao de sinal

dada ao nosso eixo da tangente esta coerente.

EXERCICIO 2.5:

i) Explore as simetrias entre as coordenadas dos pontos do plano, em relagdo aos
primeiro e segundo quadrantes, para completar : seno , cosseno e tangente (quando
esta existir) dos arcos classicos desses dois quadrantes, cujas medidas em radiano
Séo :
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Para obtengdo de uma util tabela, complete o exercicio acrescentando os valores
destas fungdes para 0 e m.

i) Faca o analogo ao item i) agora para os arcos classicos ( 0 < x < 2mw) do terceiro e

os do quarto quadrantes.

iii) Faca o mesmo exercicio para os arcos simétricos (0> x > - 2n) dos arcos de i) e

de ii), ou seja, para A etc...

iv) Obtenha ,em cada caso e sempre que possivel, tg (x) para os arcos cujas

medidas"’ so:

237w 357

=27 315°, 2 7060°, 25, 40
4 2

Tﬂ’ - 3465°, 35550, %

Quando necessario vocé fara uso do Teorema Pitagoras e do fato de que a soma
dos angulos de um triangulo é nrd ou 180°.
) quando ndo ha mencao & medida, trata-se de rd

Obs: Os gregos calcularam muitos valores para seno, cosseno e tangente dispondo-
0s em tabuas trigonométricas que os matematicos posteriormente melhoraram e
ampliaram. Apresentamos uma tdbua de valores trigonométricos (com aproximacéo
até a terceira casa decimal) para cada angulo 6 cuja medida em graus € um numero

inteiro entre 1 e 89..

Ver Tabela na proxima pagina:
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Tabela Trigonométrica

45

Angulo sen Cos tg Angulo sen cos tg

1° 0,017 1,000 0,017 46° 0,719 0,695 1,036
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072
3° 0,052 0,999 0,052 48° 0,743 0,669 1,111
4° 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,996 0,087 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235
7° 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0,141 53° 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1,428
11° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0,276 0,961 0,287 61° 0,875 0,485 1,804
17° 0,292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0,951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0,326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356
23° 0,391 0,921 0,424 68° 0,927 0,375 2,475
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,747
26° 0,438 0,899 0,488 71° 0,946 0,326 2,904
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,271
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,011
32° 0,530 0,848 0,625 77° 0,974 0,225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0,208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671
36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7,115
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 11,430
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290
45° 0,707 0,707 1,000
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Converta de grau para radiano e, reciprocamente, as medidas:

a) 452 ; b) 210° ; 067030 i d) - (41°15) s e) Trd ;
f)%rd, g)—%[rd Coh) T

2. Determine o comprimento do arco correspondente a um angulo central de 602,
a) Numa circunferéncia de raio 1cm.

b) Numa circunferéncia de raio 3cm.

3. Determine, em radianos, a medida do angulo central correspondente a um arco de

comprimento 15¢cm, numa circunferéncia de raio 3cm.

4. O ponteiro dos minutos de um relégio de parede mede 12cm. Quantos centimetros

sua extremidade percorre em 25 minutos?

5. Escreva a expressao geral dos arcos congruentes a:

a) 60°; b)120%  c) 300% d)sjﬂrd; e)z?ﬂrd; f)%rd

)

6. Explicite a 12 determinagao, ou seja, o0 menor valor nao negativo céngruo ao arco de:

a)850% b) 93% c)—420% d) 97’%1; e) 2%’%1; f)-”Tﬂrd.
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7. Escreva a expressao geral dos arcos congruentes a:

257 rd ; d) - %Tﬂ rd

a)800°  ; b) 16802 : ¢

8. Considere a figura abaixo e determine a expressao geral em radianos dos arcos de

extremidade M1 e M2

9. Com apoio da tabela de valores trigopnométricos ao final da aula 2, determine seno,

cosseno e tangente dos arcos cujas medidas séo:

a) 1009 ; b) 230°; c) 107%; d)355°%; e) —; f)-——
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Aula 3.

A aula 3 tem por objetivo abordar, criticamente, o desenvolvimento do tema
trigonometria do modo como ele é apresentado na grande maioria dos textos do
Ensino Médio. Nestes textos, conforme historicamente ocorreu, a trigonometria é
iniciada no triangulo retangulo, onde se definem seno, cosseno e tangente de
angulos agudos, com base na semelhanga de triangulos. Nesta aula também
faremos assim e vocé vera que estas definigdes coincidem com a que vocé ja viu na
aula 2. Nos referidos textos, estas funcbes e suas propriedades, até entédo
estabelecidas s6 para angulos agudos, sdo estendidas, posteriormente, a quaisquer
nameros reais. Optamos, nesta aula, por fazer um “passeio” por estes livros,
comentando a seqiiéncia, em geral, seguida por eles, mas sem os detalhes, posto
que continuamos provando, rigorosamente, todas as importantes identidades e

relacdes, nas aulas que se seguem.

3.1 O Seno, O Cosseno, A Tangente e Os Triangulos Retdnqulos.

A maioria dos textos e, em particular os livros do ensino médio, iniciam o estudo da
trigonometria no triangulo retangulo, definindo seno , cosseno e tangente, através

das relacdes entre os lados deste triangulo.

Historicamente, as fungbes seno e cosseno foram definidas para angulos agudos de
um tridngulo retdngulo e s6 posteriormente, estendidas para angulos quaisquer.
Observamos que a construgdo geométrica dessas fungdes so6 foi possivel depois de
estudadas as semelhancas de triangulos. Naturalmente, os critérios de semelhanca
estudados nos ensinos fundamental e/ou médio nunca sdo bem justificados. Até
mesmo no ensino superior eles sdao, em geral, incompletos, o que dificulta a

compreensao das relacdes trigopnométricas.

Deste modo, admitimos apenas que o estudante conhece o0s conceitos de
semelhanga de triangulos, suficiente para uma trigonometria no tridngulo retangulo,
a qual, por trabalhar apenas com os angulos agudos deste tridngulo ( ou seja, com

0 < 6<90°), prescinde de orientagio.

49
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Consideremos o triangulo retangulo AOB como na figura:

Fig. 3.1

Por simplicidade, anotamos o angulo AOB por 6 e o indicamos como na Fig3.1
acima.

Consideremos os pontos quaisquer By, By Bs.... sobre a semi-reta OB e,
respectivamente A; A, As...sobre a semi-reta OA tais que AB// A1B1// A:Bo//
AsBs//...

ns

A semelhanca dos triangulos retadngulos (com o mesmo angulo agudo 6) AOB,

A;0OBy, A,OB, ,A30Bs; ... nos diz que:

AB AB,  AB, AsBy
OB OB, OB, OB,
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. . AB . . .
Ou seja, arazao OB € 0 mesmo numero, ou seja, € constante : independe do

tridangulo OA;B;, mas s6 depende do angulo 0 . Este numero (esta constante) é
chamado de seno de 0. Tal definicdo coincide com a que demos na aula 2, pois se
fazemos OA coincidir com OX, interceptando a semi-reta OB com S, obtemos o
ponto P(x,y) (que faz o “papel’de um B; talque OB;=1, ABi=y e OAi=x), e

verificamos que:

o 7
B
s By 1
B 2
By
A
—————— [
ALA Ay Ay AgAs - - An

Fig. 3.3

%: %: y = sen(0), ou seja, o cateto AB, dividido pela hipotenusa

OB, é 0 sen ().

Analogamente é constante o quociente do cateto OA; (adjacentes ao angulo 6)
dividido pela respectiva hipotenusa OB; qualquer que seja o i. Tal constante é o

cos(0) . Observe da Fig 3.3 que em particular :

% _r =c0s(0)
OB 1



52 Cadernos do IME - Série Matemdtica Vol. 19/Vol. 1 (2007)

Continuando com as propriedades da semelhanga dos triangulos, temos que :

_sen(d) 'y AB AB _

1g(6 = —
5(®) cos(d) x OA O0A

Assim, este numero tg (6) ndo depende dos pontos Ay, Ao, ...., By, By, ... mas sim do

angulo 6 e ele é dito a inclinacao da reta OB.

Podemos resumir o que expusemos até agora dizendo que, em geral, se b e ¢ sédo
catetos de um tridangulo retangulo e a é a hipotenusa, como na figura (onde b é

oposto ao angulo 0) ficam bem definidos:

b
0
c
Fig 3.4
. b
sen () = C4fer0omoposto _ D o, p-asend
hipotenusa a
cos (6) = catet'0~ad]acente _c ouc-acos® e
hipotenusa a
e b b . teto - t
g (0) = senf b . c _ b ouseja, tg (o) = cateto 01'9050
cos@ a a c cateto - adjacente

De acordo com as identidades acima, poderiamos ter dado inicio ao estudo da
trigonometria no triangulo retangulo (e é usual faze-lo no ensino médio) definindo

seno, cosseno e tangente do angulo agudo, através destas identidades. Como ja
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observamos, historicamente, assim foram definidas estas relagbes que viriam a ser
estendidas para as atuais fungdes trigonométricas.

Obs: Sendo a soma dos angulos internos de um triangulo 180°, a soma dos dois
angulos agudos do triangulo retangulo € 90°. Eles sao ditos complementares e da

nossa definicao, resulta que

sen (90-0) =< - cos 0 e cos (90-6) = b =sen 0.
a a

Estamos dizendo que o cosseno de um arco é o seno do seu complemento e que o

seno do arco é o cosseno do seu complemento.

A relagéo sen? (0) + cos? (6) = 1, poderia, entdo, ser provada usando as relagdes

obtidas e o Teorema de Pitagoras:

sen %(8). + cos? (0) = (g)z +(§J2 =[b26;"2]=(2—2}= L

que é a Ildentidade ( ou Equagdo) Fundamental da Trigonometria, ou seja, a nossa
identidade (1) da aula 2.

Observamos que, até o momento em que sd estamos no triangulo retangulo,
podemos apenas afirmar que 0 < sen (6) <1 e 0 < cos (8) < 1, pois tais funcées
foram definidas (nesta aula 3) como numeros que representam quocientes das
medidas dos catetos de um triangulo retangulo pela hipotenusa, portanto séao

numeros entre 0 e 1.

Exemplo:  Seja ABC triangulo retangulo com AB = 3, AC =4 e BC = 5. Tem-se
que % € 0 seno de ACB = cosseno de ABC, bem como % € 0 cosseno de

ACB = seno de ABC (Fig 3.5)
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Fig. 3.5
Exemplo: Um avido levanta v6o em um ponto O e sobe fazendo um &angulo
constante de 15° com a horizontal. A que altura estard e que distancia tera
percorrido quando sobrevoar uma torre situada a 2 km do ponto de partida?

(Considere sen (15°) = 0,26, cos (15°) = 0,97 e tg (15%) = 0,27)

Solucéo:

15°

O 2km = 2000 m B

Fig 3.6
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De acordo com os dados, a altura sera a medida do cateto oposto ao angulo de 15°
no tridngulo retangulo OAB, cujo cateto adjacente ao angulo mede 2 km = 2000m,
bem como a distancia percorrida pelo avido ao sobrevoar a torre € a medida da
hipotenusa OA de OAB, conforme indicado na figura acima.

Assim, temos:

ig (159 = 2B U seja, AB = 2000x0,27 = 540 m,
2000

Bem como:
o 540 : ) o
sen (159) = on ou seja, OA = 540 +sen (159 =

=540 +0,26 =2.076,92m

portanto o avido estara a uma altura de 540m e tera percorrido 2.076,92m ao

sobrevoar a torre.

Bem, continuando com nossa apresentacdo nos termos do ensino fundamental,
apés a definicdo das fungcbes seno, cosseno e tangente para angulos agudos, o
passo seguinte é defini-las para angulos ndo necessariamente agudos. De que

modo?

Podemos entdo, considerar um sistema de eixos cartesianos de origem O e o circulo
trigonométrico S' , a cujo arco associamos o nimero 360, dizendo que S' tem por
medida 360°. Estamos dizendo que o arco que comeca em A e, acompanhando o
sentido dos ponteiros do relégio, retorna ao ponto A, tem por medida 360°. Ao
dividirmos o circulo em quatro quadrantes, sempre que AOB é agudo, o arco AB é
do primeiro quadrante, pois a medida de AOB em graus esté entre 0° e 902, portanto
AOB ¢ angulo de um triangulo retangulo, como na figura abaixo. Para tal angulo ja
estdo definidos: seno, cosseno e tangente.
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Fig 3.7

Suponhamos agora que o angulo AOB ndo é agudo, ou seja, a extremidade B nédo
esta no primeiro quadrante. Estamos dizendo que AB é um arco de S' que comeca
em A e cuja extremidade B ndo esta no 1° quadrante. Sua medida esta entre 0 e
360, ou de modo abreviado, omitindo a palavra medida: 0 < AOB < 360, mas nao

verifica O < AOB < 90. Consideremos primeiro os casos particulares em que:

1. A =B, isto é, 0 angulo AOB tem 02 ou 360° ; definimos
sen (0% = sen (360%) =0 e cos (0% = cos (360°) = 1.

2. AOBtem 90°; definimos sen (909 =1 e cos (909) = 0.

3. AOB tem 180° ; definimos sen (180%) =0 e cos (1809) = -1.

4. AOB tem 2702 ; definimos sen (270%) = -1 e co (2709) = 0.

Retornemos ao caso geral ndo agudo, separando 0s casos:

e A extremidade B esta no segundo quadrante:
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: Fig. 3.8

Neste caso, a medida de AOB é maior que 90 e menor que 180°. Tal angulo é dito
obtuso: 90<AOB<180.

B
180-AOB

]
>4

Mas entdo, o angulo (180-AOB) é agudo. Definimos sen (AOB) como o seno do
angulo (180-A0OB) e cos (AOB) como o simétrico do cosseno do angulo (180-AOB)
ou seja,

cos (AOB) = - cos (180-A0B).

Acompanhe na figura, convencendo-se de que esta € uma definicdo bem natural.

Sen (180 - AOB)

-Cos (180 — AOB)

Fig 3.10
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e A extremidade B esta no 3° quadrante:

Neste caso, AOB mede mais de 1802 e menos de 2702, logo é igual a 180°
mais 6, onde 6 é angulo agudo. A reta que passa por B e O, ao interceptar S'

em B’, por ser AOB’ = 6, sugere a definigéo:

PN N

sen (AOB) =-sen (6) e cos (AOB) = - cos ().

i) A extremidade B esta no 4° quadrante:

Neste caso, AOB, mede mais de 2702 e menos de 3602, logo mede (360 - 6)° onde
® é 0<6<90. De novo, uma simples observagao na figura sugere definir:
sen (AOB) =-sen (8) e cos ( AOB) = cos (6).

Fig. 3.12

Observamos que, em qualquer situacao, os valores absolutos de seno e cosseno
estao determinados pelos valores de seno e cosseno dos angulos agudos, ou seja,
dos angulos do primeiro quadrante.
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Até aqui, estao definidos seno e cosseno para angulos 0° < 6 < 360°. O passo
seguinte é definir as referidas funcdes para qualquer numero real x (ou seja, para

qualquer angulo cuja medida em graus seja x°), de modo que elas sejam periddicas.

Naturalmente, todo numero real x pode ser escrito como: x = 360.K + 6,

onde ke Ze 0<60<360. Como seno e cosseno ja estao definidas para tal 9,

definimos:

sen(x) =sen(360.k + B) =sen (6) e  cos (x) =cos (360.k + 6) = cos (0)

Com as definicoes e identidades até aqui estabelecidas, vocé ja podera destacar as

principais conclusoes:

e As fungbes seno e cosseno sao periodicas, de periodo 360, posto que
sen (360.k + 6) = sen (0) e cos (360.k + 6) = cos (0)

e sen®(8) +cos® () = 1

e sen (90-6) = cos (6) e cos (90-08) = sen (0), ou seja,

0 seno de um arco é o cosseno do seu complemento e o cosseno de

um arco é o seno de seu complemento.
e sen (180-6) =sen (B) e cos (180-6) = -cos (0), ou seja,

0 seno de um arco é o seno de seu suplemento € o cosseno de um

arco € simétrico ao cosseno do seu suplemento

e Fixando-se o intervalo (0, 180), observamos que tanto a fungao seno
como a cosseno sao positivas em (0, 90) e que em (90, 180) seno é
positiva e cosseno é negativa.

Vocé ja pode, através de exercicios, deduzir os valores de seno e cosseno dos
angulos

6=60, 6=45 e 6 =230, porexemplo.
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Obs 1: O que desenvolvemos nesta aula com a medida dos angulos em graus,
poderiamos té-lo feito com a medida em radiano.

Obs 2: Observamos, na introducao desta aula, que fariamos um “passeio” pelos
livros do curriculo fundamental. Este “passeio” remeteria, a partir deste instante e em
quase todos os referidos livros, a demonstrar a “Lei dos Cossenos” € a “Lei dos
Senos”, impondo restricbes sobre as medidas dos angulos. As demonstracées que

damos para estas leis sao validas para medidas quaisquer e estdo na aula 5.
Obs 3: Em seguida, seguiria como Corolario o seno da soma de dois arcos 61 e 65,

“positivos e com 61 + 62 < 1807, qual seja: sen ( 61 + 62 ) = sen(B) cos(B2) +

sen(0y) cos(0+)

Fazemos na nossa aula 5 esta demonstragéo (com todo cuidado) e mostramos que
esta identidade ¢é valida para quaisquer valores reais, ou seja, independente de ser
(61 + 62)< 180. Naturalmente, nos textos onde é demonstrada a identidade com a

restricdo acima, € uma outra etapa a da extensdo para quaisquer outros valores.

Bem, a partir deste ponto, poderiam ser deduzidas todas as identidades
trigonomeétricas, em especial, a do cosseno da soma. Faremos todas as
demonstracdes das ja referidas identidades e leis sem restricdo as medidas dos

angulos, a partir da préxima aula.

Facam os exercicios propostos abaixo:
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EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Considere o triangulo retdngulo abaixo e com o auxilio da tabela ao final da aula 2,

Determine x:

\40°

B A

2. Determine seno, cosseno e tangente do angulo B da figura abaixo:

C

2Vs3

3. Calcule sen 602, cos 60° e tg 60° a partir do tridagulo retangulo destacado da

figura abaixo:

60°

€2
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Aula 4

Na aula 4, mais do que a obtencdo das principais identidades trigonométricas,
objetivamos agrupa-las de maneira natural, chamando a atenc¢ao para o fato de que
“fundamentais”, no sentido literal, sdo apenas 2 identidades, a (1) que vocé ja

conhece e a (4) que demonstraremos nesta aula. Estas identidades, junto com a
definicao (2) (que é a de tg(x), dada na aula 2) e as definicées (3) que daremos logo
no inicio desta aula, constituem o amago das relagbes ou identidades
trigonométricas. Todas as demais (dezenas de) identidades que ocupam inumeras
paginas dos textos de trigonometria (dentre as quais incluimos 16 importantes
identidades que provaremos, além daquelas deixadas como exercicios), sao
facilmente derivaveis das referidas duas (a (1) e a (4)) e das defini¢des (2) e (3).

4.1 RELACOES ENTRE AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A partir das funcdes seno e cosseno, definimos a funcdo tangente e agora apenas
nomearemos as suas respectivas reciprocas: cossecante , secante e cotangente,

ou seja:

(8) cosec(6) =1/sen(B), sec(6) = 1/cos(6) e cot(B) = 1/tg(6) = cos(B)/sen(6)

Reiteramos que, literalmente falando, apenas as expressoes (1), (2), (3) e mais uma
outra (4) que estudaremos mais adiante, mereceriam a qualificagdo de identidades
fundamentais, pois todas as demais identidades, que expressam as principais
propriedades das fungdes trigopnométricas e constituem-se no @mago das relagbes
trigonométricas, sao facilmente derivaveis destas quatro. Por esta razdo, podemos

agrupa-las, de maneira natural, objetivando facil memorizacéo.
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O primeiro grupo estabelece o efeito da substituicdo de 6 por - 6. Tendo em vista

as definicdes dadas e a figura seguinte, temos imediatamente que:

______________________________________________

Fig 4.1

.
e
]
.

(5) sen(-6) =-sen(0) (6) cos (-6) = cos(0) (7) tg (-6) = -tg(0)

O préximo grupo consiste em duas versdées equivalentes da equacédo (1) quais

sejam:
(8) tg® () + 1 = sec? (8) (9) 1+ cotg?® (6) = cosec? (0)

Observarmos que (8) é obtida dividindo-se a identidade (1), por cos?(6), se
cos(0) = 0.

Assim:

sen2(9) e 1

cos? )] cos? (@)

Analogamente a (9) é obtida de (1), dividindo-a por sen?(6).

Para os dois proximos grupos, iniciamos provando uma identidade (4), a qual nos
referimos como merecedora de ser dita fundamental, qual seja:

(4) cos (6 - @) =cos (6) cos (¢) + sen (6) sen (o)
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Prova:
Consideremos os angulos 6 e ¢ , bem como seus respectivos pontos em S':
P(cos(8), sen(8)) e Q(cos(9), sen(y)) .

Nossa demonstracao consiste em obter duas expressodes distintas para a distancia
entre os ponto P e Q e depois igualar estas expressoes.

P(cos0, seg@l 1.

T 27 *9\—\—:‘ Q(cos@, seng)

1

R
\

1

1

\
1
T
1

l
’
v ’

Fig 4.2

A primeira expressao para a distancia entre os pontos P e Q é dada por:

d2 = (cos (6) —cos (9) )2+ (sen (B) —sen (9) )2 =

cos? () + cos? (p) — 2 cos (0) cos (p) + sen?(B) + sen 2 (@) — 2sen (0) sen () =
1+1—-2(cos(6) cos () + sen (8) sen (¢) ) =

2—2 (cos (0) cos (9) + sen (6) sen (o) ) ou seja:

d2=2-2 (cos (6).cos (¢) + sen (6).sen (¢) ).

Agora, o objetivo da “mudanca de eixos” que segue € obter uma outra expressao

para d? a qual, comparada com a que acabamos de obter, resultara na referida
identidade (4).
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Para tanto, mudamos nosso sistema de eixos: anotamos por OX’ 0 novo eixo
obtido rodando OX do angulo ¢ (Fig 4. 3 (a)). Assim, OQ coincide com OX’
P(cos(Q-P).sen(@-P))

Y' Yl

- Q(1,0)

% no sistema X'Y'

\ e

(a) (b)
Fig. 4.3

No sistema X'OY’, o ponto Q tem coordenadas (1,0) e o ponto P tem
coordenadas ( cos (6-¢), sen (6-¢) ), mas a distancia € a mesma, logo:
d2=(1-cos(@-9) )2+ (0—sen(d-0o))?
ou
d?=1+cos?(6-9)—2cos(0-9)+sen?(B-¢)=2-2cos (0-9)
Igualando as duas expressdes obtidas para d? resulta que:
2—2(cos (0) cos (9) +sen (6)sen(p))=2-2cos (6-9)
ou

(4) cos (0 - ¢) = cos (0) cos (9) + sen (6) sen (o)

Para obtermos o cosseno da soma de dois arcos, basta substituir ¢ por -¢ em (4):
cos (0 + @) = cos (0) cos (-¢) + sen (6) sen (-¢) ou seja,

(10) cos (8 + @) = cos (B) cos (o) - sen (8) sen (o)
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Quanto a relacdo entre os cossenos de arcos complementares ou

suplementares basta fazer, respectivamente, em (4) 6 =§ oub=m:

(f

cos (% - @) = COS 5 )cos (@) + sen (g) sen (o) = sen () ou seja

(*) cos (% - @) =sen (¢) e, analogamente, cos (- @) = - cos(9)
Trocando ¢ por ( % -¢) da1? identidade (*) acima, vem:
7 Tz .
sen(— - @) =cos(— - — = CO0S
(5 - @)=cos(Z - Z+9)=cos () ()

Em outras palavras, dizemos em (**) que o cosseno de um arco é o seno de seu

complemento e em (*) que o0 seno de um arco é o cosseno de seu complemento.

Agora o seno da soma de dois arcos resulta de (*) quando substituimos ¢ por 6 + ¢ :
T V2
sen (6 + ¢) = cos (E—(6+(p) ) = cos( ( 5—9 ) - ) mas, por (4)
cos ( ( % -0)-9)) = cos(%—e) cos( @) + sen ( %—6 ) sen( @)
Levando em conta (*) e (**), finalmente vem:
(11) sen (6 + ¢) = sen (0) cos () + cos (6) sen (o)

Fazendo em (11) -¢ emlugarde ¢ temos que:

sen (0 - @) = sen (0) cos (-¢) + cos (6) sen (-¢) ou seja:

(12) sen (6 - @ ) = sen (0) cos () — cos () sen (o)

Em particular, se 6 =7, resulta de (12) que
sen (m - @) = sen (9),

isto €, 0 seno de um arco € o seno do seu suplemento.
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Para a tangente, teremos:

sen(0 + @) _ sen(6) cos(@) + cos(8)sen(@)
cos(@+ @)  cos(8)cos(@) — sen(0)sen(p)

tg (6 + ¢) =

de modo que, dividindo numerador e denominador do 2° membro por

cos(0)cos(y), resulta:

sen(0) N sen(0)

cos(d)  cos(p) _ 1g(8) +13(p)

| sen(@) sen(9) 1-1g(0).18(@)’
cos(6) cos(@)

(13) tg(®+9) =

e fazendo em (13) - ¢ em lugar de ¢ obtemos:

18(8) —1g(¢)

14) tg(0-¢)=
04 180-0)= 4 @@

Podemos resumir as identidades obtidas nos quadros:

sen (8 + ¢) = sen (0) cos (9) + cos (6) sen (o)
cos (8 + ¢) = cos (0) cos (¢) —sen (8) sen (¢)
sen (0 - @) = sen (0) cos (9) — cos (6) sen (o)
cos (6 - ¢) = cos (0) cos (9) + sen (0) sen (o)

) = 18(0) +18() g (6-¢) = 18(0) ~18(p)

tg (6 +
1-1g(O)tg (@) 1+1g(0)1g(9)

Para o arco duplo 26, bastafazer ¢=6 em (11) obtendo:

(15) sen (26) =2 sen (0) cos (0)
e, em (10):
(16)  cos (20) = cos? (6) — sen? (0)
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Para as expressdes do angulo metade basta observar que sendo

(1) sen?(0) + cos? () =1 e

(16) cos? () — sen? (6) = cos (26),
somando as duas identidades, membro a membro, vem:

2cos?2(0)=1+cos2(0) ou

(17) cos?(0) = HL;(M e subtraindo, vem

2sen?2(®)=1-cos2(6) ou

1—cos(26)

(18) sen? (0) = 5

Exercicio 4.1:

1) Deduza férmulas para sen( 36 ) em termos de sen ( 6 ) e para cos( 36 ) em
termos de cos(6)

2) Deduza uma férmula para cos( 46 ) em termos de cos( 6)

3) Deduza uma férmula para sen( 46 ) em termos de sen( 0 ) e cos( 6)

5) Calcule sen(15 ), onde 15 é a medida em graus do angulo, usando :

(a) 15 = 45 — 30 (b)15=(%).30

6) Mostre que:

(19) sen(e)sen((p)=%[cos(9-<p)—cos(9+<p)]

(20) cos(e)cos(cp)=%[cos(e-(p)+cos(9+q>)]
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(21) sen(e)cos((p)=%[sen(9+(p)+sen(6-(p)]

7) Usando as identidades (17 ) e ( 18 ), do exercicio 5) , obtenha as identidades

para o arco metade:

(22) COSZ( g )= 1+c§s(6’)
(23) sen? (g )= I_CES(G)

8) Um arco a do primeiro quadrante é tal que sen(a) = 1/5. Determine:

cos(a), sen(2a), sen(a/2), cos(a/2), tg(a), tg(2a)



Aula 5

Esta aula tem por objetivo abordar as duas mais importantes relagées entre os lados
e 0s angulos de um tridngulo. As relacbes de ambas sdo tdo importantes na
trigonometria, que receberam até a denominacdo de “Lei”: “Lei dos Cossenos” e

“Lei dos Senos”.

5.1 ALEIDOS COSSENOS E A LEI DOS SENOS

As leis do seno e do cosseno tém importantes aplicagdes como, por exemplo, medir
distancia entre um ponto acessivel A e um ponto inacessivel B. E o caso de pontos

A e B em margens opostas de um rio.

e |niciamos com a Lei dos Cossenos. Essa Lei € um instrumento util numa

variedade de situagcdes em Matematica e Fisica. Ela da o valor do terceiro lado de
um triangulo ABC em termos de dois lados dados a € b e do angulo 6 por eles

formado.

c? = a2 + b2 - 2abcos (0)

™~

Fig 5.1
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De fato, a prova fica bem simples se colocamos o tridngulo no plano XY, fazendo

b < OX (C = O) e com B no semi-plano em que y é positivo, como ilustramos na
figura abaixo, e aplicamos a formula da distdncia d entre os vertices A e B do
triangulo. Observe que as coordenadas de B sdo obtidas levando-se em conta os

catetos do tridngulo retangulo de hipotenusa a e angulos agudos B e C.

Y

A
[
|
[

B(acose,aéene)
|

4

b A(b0) X

O quadrado de ¢ é o quadrado da distancia entre A e B, assim:

c? = (acos(8) — b)? + (a sen(0) — 0)2 = a2(cos?(8) + sen?()) + b? - 2abcos(®) =

= a?+ b2 - 2abcos(6)

OBS :
1) Quando o angulo ACB é reto, isto é, quando 6 = ©/2, ou seja, o triangulo é

retdnqgulo, teremos cos (6) = cos (n/2) = 0 e a Lei dos Cossenos se reduz ao

Teorema de Pitdgoras, pois teremos :

c?=a?+ b2
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Exercicio resolvido :

Acabamos de demostrar a Lei dos cossenos usando o sistema de coordenadas no
plano. Mostre esta lei usando as relagbes métricas num triangulo retangulo.

Solucgéo :
Consideremos um AABC.

Separamos os casos : O A tem os trés angulos agudos;

O A tem um angulo obtuso;

O A tem um angulo reto.

12Caso: O A tem os trés angulos agudos:

B

N

b
Fig. 5.3

Seja BH =h. Do A retangulo BHC, vem que : a2 =h? + (b —AH )2, mas do
A retangulo BHA  temos que:
h?= ¢® - AH?, logo

a®=c2- AH?2 +b2-20AH + AH? =c2+ b2-2bAH

mas AH =ccos A, logo a’ = b? + ¢® — 2bc cosA
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2° Caso : O A tem um angulo obtuso.

De modo anélogo, temos
a2=h2+ (AH +b)’ ou seja,
a®=c2- AH?+ AH? + b2+2mb,

mas AH =c.cos (n-A) =-c.cos(A),

Assim, a2=c2+b2- 2 bc cosA

Fig (5.4)
3° Caso : O A tem um angulo reto.

A é reto = cos A=0. Por Pitagoras temos que: B

a2="b?+c?,logo:

a2 =c2+ b2- 2 bc cosA c

Fig (5.5)
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¢ A Lei dos Senos

Em geral, nos livros do Ensino Médio, a demonstracao da Lei dos senos é feita por
semelhanca de tridngulos e apela para as alturas do triangulo, aplicando as
identidades trigonométricas convenientes e destacando os trés casos: tridngulo
acutangulo, retangulo e obtusangulo. Nesta demonstracdo, em geral, ndo é
determinada a constante de proporcionalidade entre cada lado e o seno do angulo
correspondente. Faremos adiante, como exercicio resolvido, este jeito de
demonstragao.

Optamos por fazer, inicialmente, a demonstracdo desta lei, abaixo enunciada, e
sem fazer uso de coordenadas, objetivando contribuir com mais uma alternativa de

demonstracao.

“Seja ABC um triangulo de lados a, b e ¢ e r o raio da circunferéncia a ele
circunscrita.

a b c op

Entao: = = =
sen(A) sen(B) sen(C)

Demonstracéo :

Consideremos a circunferéncia S" circunscrita ao triangulo ABC e D o ponto

de S diametralmente oposto a B (Fig5.6 b).

C

(a) (b)

Vamos provar apenas que =
sen(A)
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Se o ponto D coincide com C, C =D, o angulo A (BAC) esta inscrito numa
semicircunferéncia e, portanto, A = 90°, sen (A) = 1 e o lado a é o diametro, logo a

férmula é verdadeira neste caso.

Se D # C entdo os angulos A e D sao iguais (por subentenderem o mesmo arco

CB, como na Fig 5.6 (b)) ou suplementares (como na Fig.5.6 (c) .
A

c =

Fig. 5.6 (¢)

Em qualquer caso (A = D ou A =180°- D), Ae D tém o mesmo seno. Mas o
triangulo DCB é retangulo de hipotenusa DB, portanto :

sen (A):sen(b):B_—C=i, logo —% -
DB 2r sen(A)
Analogamente, =2r e € -
sen(B) sen(C)
Exemplo :

Demonstre a “Lei dos senos” usando relagdes métricas no triangulo retéangulo.

Solucéo:

Consideremos um triangulo (qualquer) ABC, como na figura :
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A

Fig. 5.7

Tragando por A a altura h relativa ao lado BC e considerando os dois tridngulos
retdngulos tais que h é cateto comum, resulta do que ficou estabelecido na aula 2
que :

csen B=h=bsen (C), assim:

. c _ b
sen(C) - sen(B)

Por outro lado, se por B, tragcamos a altura h’ relativa ao lado AC, teremos:

csen(n-A)=h’=asenC ou csenA=h'=asenC
(pois sen (w - A) = sen A),

c _a
sen(C) - sen(A)

Juntando (*) com (**) resulta:

a b ¢
sen(A) B sen(B) B sen(C)

Obs: llustramos a demonstracdo com um triangulo acutangulo, mas ela poderia ter

sido ilustrada com um tridngulo obtusangulo. Verifigue, anotando o angulo obtuso
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por B e lembrando que sen (180 - o) = sen(a). E claro que a demonstracdo também
continua valida se o tridngulo é retangulo pois ndo exigimos, em instante algum, que

todos os angulos fossem agudos. No caso de retangulo (anotando o angulo reto por

B) a altura h = cateto c.

Exercicios resolvidos :

1. A partir da area S de um triangulo ABC, obtenha a Lei dos senos (Fig 5.7).

Solucéo:
S = B_ZCh = % mas h=bsen(C)=S= w, ou seja:

2S = ab sen (C).

Analogamente, 2S =acsen (B) e 2S=bcsen(A), logo:

ac sen (B) = bc sen (A) =absen (C)
Dividindo-se esta identidade por abc, vem que:

sen(B) _ sen(A) _ sen(C)
b a ¢

2. Um observador, num ponto A de uma planicie observa um ponto C de modo que
AC forma com a planicie um angulo de 30°. A uma distancia de 500 metros de A,
um observador B observa o0 mesmo ponto tal que BC forma com a planicie um
angulo de 120°. Determine a distancia do ponto C ao observador A

Solucéo :

De acordo com o enunciado, os ponto A, Be C formam um tridngulo ilustrado na

figura abaixo:
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O angulo C mede 180 — (30 + 120) = 30 graus. Pela lei dos senos aplicada ao
triangulo ABC, temos:

b c

= ou L=5ﬂ:>bx1/2= 500 x
sen(120)  sen(30) 3 / 1/2
2

m

V3
2

— b=500%x~/3m = 500x1,75m = 875m ou seja,

a distancia do ponto C ao observador A é de, aproximadamente, 875m.

Exercicio Proposto
( Unicamp-SP) Para medir a largura AC de um rio um homem usou o seguinte

procedimento: marcou um ponto B de onde podia ver na margem oposta o

coqueiro C, de modo que o angulo ABC fosse de 60° ; determinou o ponto D no

prolongamento de CA de forma que o angulo CBD fosse de 90°. Medindo

79

AD = 40m, calculou a largura do rio. Determine essa largura e explique o raciocinio.

Ver figura abaixo:

Cv
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Aula 6

Esta aula aborda os graficos das funcdes trigonométricas e de suas inversas.

Construimos alguns deles e comentamos sobre outros.

6.1 GRAFICOS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

O objetivo aqui é tragar um esbogo do gréafico das principais fungdes trigopnométricas.

Observamos que o esboc¢o é tdo mais facilitado quanto mais informacdes temos da

funcdo. Assim, por exemplo, importa saber seu dominio e se ela é par (ou impar), se

é periédica, se é limitada, seu comportamento perto de pontos onde ela nao esta

definida, dentre outras informacoes.

Iniciamos fazendo esta andlise para a funcao seno e sugerindo ao leitor que faga o

analogo para o cosseno.

Grafico de sen(x)

O Dominio da func¢ao seno é o conjunto R dos numeros reais.

Ja observamos que a funcdo seno € perioddica e seu periodo é 2.
Assim, basta esbogar seu grafico num intervalo de comprimento igual
ao periodo (2w) e teremos o esbogo do gréafico para todo x € R.
Observamos também que seno é fungao impar, pois sen (-x) = - sen (x)
Sabemos da definicdo de seno que ela é funcdo limitada, sendo

—1 < sen(x) <1, qualquer que seja x € R.

Em cada um dos quatro quadrantes, buscamos ilustrar o
comportamento dos valores de sen (x). Os pontos onde a funcao
assume valores maximos e minimos, bem como aqueles onde ela corta

0s eixos coordenados sao importantes e devem ser assinalados.

81
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No 12 quadrante (Fig.6.1), isto é, para 0 < x < w/2, 0 seno cresce desde 0 (quando

x=0) até 1 (quando x = 1/2).

A partir de /2 até © ela continua positiva, mas decrescendo e torna-se zero em
(Fig 6.2).

Entre m e 3n/2 0 seno é negativo e “cresce” em valor absoluto, isto é, decresce em
R, até atingir seu valor minimo —1 quando x é igual a 3w/2 (Fig.6.3). A partir de 3w/2
até 2 ele “decresce” em valor absoluto e é negativo, logo cresce em R de —1 até 0,

valor atingido quando x =2n  (Fig.6.4)

Fig. 6.1 Fig. 6.2 Fig. 6.3 Fig. 6.4

Todos estes dados obtidos nos fazem crer que o esboc¢o abaixo (Fig 6.5) € uma boa

representacao, no plano, do grafico de y = sen(x).

<
o
PR
T
1
1

Fig. 6.5
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Exercicio 6.1

Esboce o grafico de cos(x) procedendo de modo analogo ao que fizemos para o
sen(x).

Grafico da Tangente.

sen(x T
() tem caracteristicas bem

Observamos que a funcao tangente, isto €, y =
cos(x)

distintas das funcdes seno e cosseno. Uma delas é que (como ja vimos) ela nao
esta definida para todo x e R, pois ndo esta definida nos nimeros x = kn + m/2,

comk e Z,onde cos (x) = 0.

Verifique que seu periodo também (ao contrario do seno e do cosseno) néo € 2rn e

sen(—x) _ — sen(x) _

sim . Temos que tg é funcéo impar, pois tg(-x) = - tg(x)

cos(—x) cos(x)

Outra caracteristica bem distinta é o fato de que tg ndo é limitada, pois a medida que
X se aproxima de m/2, sen (x) se aproxima de 1 e cos (x) se aproxima de 0, o que
en(x)

cos(x)

nos da os quocientes “‘cada vez maiores” em valor absoluto. Estamos

querendo dizer que tg(x) toma valores arbitrariamente “grandes” quando x se

2

aproxima de m/2. Naturalmente, sempre que x estd “muito perto” de m/2 mas é
menor que w2, tanto seno como cosseno sao positivos e este quociente sera
“grande”, mas positivo. Mas se x é “um pouquinho” maior que /2, 0 seno ainda é
positivo, mas o cosseno é negativo de modo que tal quociente € um numero

negativo.
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Resumimos estas explicacdes dizendo que tg (x) tende a “+«” se x se aproxima de

7/2 por valores menores que /2 ou

@

e que tende a

1im tg(x) = - o

T
x>
2

- «” 8@ X se aproxima de w/2 por valores maiores que m/2 ou ainda

Comportamento inteiramente analogo se da quando x esta préximo de 3n/2 (isto é, a

esquerda de 3m/2 ou a direita de 3n/2).

Para se ter idéia do comportamento da tangente perto de /2 e 3n/2 é interessante
buscar na tabela os valores de seno e do cosseno de arcos “bem préximos” destes,
isto é, arcos “um pouco maiores” e “um pouco menores” que estes e fazer o

sen(x)

quociente .
cos(x)

Apelando para a interpretacdo geométrica da tangente, também rapidamente
seremos convencidos destes fatos. Observe que a medida que x se aproxima de /2
0 segmento AT vai crescendo ilimitadamente.

Ver figura abaixo:
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412

AT

O analogo se da quando x se aproxima de 3m/2.

Partindo dos sinais de seno e de cosseno nos quatro quadrantes, obtemos os sinais
da tangente nos quatro quadrantes. Lembrando ainda que tg(0) = tg (n) =
0, pois sen(0) = sen(n) = 0, temos informacdes bem razoaveis para arriscarmos o

tracado do grafico de y = tg (x) no plano XY, com x € [0,2x].

Usando o fato de que ela tem periodo & (porque?), construimos o esbog¢o em todo o

conjunto dos reais:

y=tgx

-37t/f7t -7 0 mft 37T

Dominio: X # £ Ty, £ 3mp,......
Imagem: -0 <y < o0
Periodo:

RS

Fig 6.7
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Observe que qualquer numero real (“por maior que seja” ou “por menor que seja”) é
tangente de algum x entre -w/2 e w2, isto é, de algum x € (-n2, w?2).
Geometricamente, estamos dizendo que toda reta paralela ao eixo OX corta o
grafico da tg(x) . Istoé, “Se M e R, existe x e(-n2, n/2) tal que M = tg(x).” O que
estamos dizendo € que a fungédo tangente de x € sobrejetiva, isto é, o conjunto

imagem é o conjunto R dos nimeros reais .

y=tg(x)

1
ol

____________qh____________
o

\

o p—_———

—_— e g — — — — ——— — ————

Fig. 6.8

Observamos ainda que tg n&o é uma fungado injetiva pois, por exemplo, tal
M = tg(x) também é igual a tg(x+kr) com k € Z. Assim, existem infinitos arcos que
tém M como tangente. E claro que, se nos restringirmos ao intervalo (-n/2, m/2) ,
0 numero (arco) x cuja tangente € M € s6 um, ou seja, em (-w/2, n/2) ela é
injetiva. Naturalmente, as funcbes periddicas ndo sdo injetivas, posto que VX,

f(x+p) = f(x), onde p é o periodo.

Os graficos das fungbes cossecante, secante e cotangente podem ser esbocadas

através dos mesmos procedimentos e analises feitas para as fungdes sen, cos e tg.

Vamos ilustrar com a analise para o esboco do grafico de cossec(x):

e cossec(x) =

ndo esta definida nos x onde sen(x) = 0, logo nao esta
sen(x)

definidaem x=km, ke Z;
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e Sendo o numero real sen(x) entre —1 e 1, isto é, -1 <sen(x)< 1; sen(x) # 0,

seu inverso satisfard a desigualdade >1 ou <-1

sen(x) sen(x) sen(x)

isto &, cossec(x)=>10uU cossec(x) <—1;

e 0 sinal de cossec(x) € o mesmo de sen(x);

e Quando x é tal que sen(x) se aproxima de zero, isto é, tal que x — K,

cossec (x) tende a “+« ou - «”, respectivamente, se sen (x) > 0 ou

sen (x) 2 0. Experimente alguns valores de x para k = 1.

Exercicio 6.2: Analise para k=0, k=2,...

e Sendo sen(x) periddica (de periodo 2m) cossec também sera periddica de
periodo 2n. Naturalmente, ela ndo esta definida em zero, ndo esta definida

em T nem em 2.

2U1t

<q
EX0)

Fig 6.9

Assim, analisaremos seu grafico em (0,m) U (w,2m) que constitui um periodo
completo.
Em (0, m), sen(x) > 0 = cossec(x) > 0 e 0o “maior” valor do seno € assumido

quando x = /2 e este valor é 1, logo 0 “menor” valor de cossec é assumido em

/2 e este valor é

=1, assim em (0, m), cossec(x)>1. Ja analisamos o
sen(x)

que ocorre quando X — m ou x—0. Em (m,2m), sen(x) <0= cossec(x)<0 € 0

“menor” valor de seno é assumido quando x = (37m)/2 e este valor € —1, logo o

maior valor de cossec é assumido em x = (3rn)/2 e este valoré ———=-1.

J& analisamos o0 que ocorre quando X — T ouU X — 2T.
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Assim, podemos arriscar o gréafico de cossec ( x ) em R:

y = COSSeC X
1
T 3n
-4 -3m 2n 3m, @ 0 T, T 2n 3n 47
-1
p=2m periodo p=2m1 p=2m
Fig 6.10
Exercicio 6.3 : Faca analise similar para a sec(x)= , bem como para a
cos(x)
1
cotg(x)=——-.
18(x)

Obs:As regras para deslocamento, ampliagdo, reducéo e reflexao do grafico de uma
funcéo, aplicam-se, naturalmente, as funcdes trigonométricas. O diagrama a seguir

vai relembra-lo dos parametros de controle correspondentes.

Ampliagdo ou redugdo vertical; deslocamento
reflexdo em torno do eixo OX horizontal

y =a.f(b(x+c)) +d

b

Ampliacdo ou reducio horizontal;
reflexdo em torno do eixo OY

deslocamento
vertical
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Na aula 8 (grupo de exercicios resolvidos) consideramos dois graficos que ilustram o

diagrama acima.

6.2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS:

Consideremos sen: [0, ©/2] — [0,1], ou seja, a fungdo seno apenas no 1° quadrante.

Temos por exemplo, que sen(0) =0, sen(n/6) = 1/2, sen(mw/4) = \/5/

sen(n/3) = \/5/ sen(n/2) =1.

Assim, se perguntamos qual é:

1. o arco cujo seno é 0?7 Resp: 0

2. 0 arco cujo seno € 1/2? Resp: n/6

3. 0 arco cujo seno é \/54? Resp: n/4

4. o arco cujo seno é ‘/54 ? Resp: /3

5. o arco cujo seno é 1? Resp: n/2

Ou seja, se sen(x) =y, X é 0 arco cujo seno € y, anotamos assim: x = arcsen(y) e

dizemos que arcoseno ¢€ a fungéo inversa do seno, abreviadamente arcsen.

Naturalmente, as respostas (1,2,3,4) ndao poderiam ser dadas se o intervalo
considerado, ao invés de ser [0, w/2] fosse [0, 2m], posto que, por exemplo,
arcsen(1/2) poderia ser n/6, mas também poderia ter como resposta 5n/6 pois

5n/6= © - /6 , 0 que contraria a definigho de uma fun¢do. Por definicdo, uma

funcéo associa a cada ponto de seu dominio um unico valor.
Assim, uma dada funcdo s6 tem inversa se for injetiva. O seno nao é injetiva em
[0,27], logo ndo tem “inversa” em [0,2x], mas se a restringirmos a um intervalo em

que ela é injetiva, teremos sua inversa arcsen bem definida.

Ver figuras abaixo:
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Dominio: -1 £x <1

y Imagem: -m/2 <y <m/2
y =sen X
y
"7 1
_% E X % _____ | y = arc sen x
| ™ !
| 714 K 1 X
Dominio: [-#/2, ®/2) ] =0
Imagem: [-1, 1] A
Fg 6.11(a) Fig 6.11(b)

Assim, se considerarmos (Fig 6.11(a)) sen: [-n/2, /2] — [-1,1], que leva:

X — sen(x) =y, teremos:

(Fig 6.11(b)) arcsen:[-1,1] — [-n/2, n/2], levay — x= arcsen(y).

Verifique que: cos : [0, ] — [-1,1] = arccos: [-1,1] = [0, «]
X — Yy = C0S(X) y — x = arccos(y)
e tg: (-n/2, m/2) - R = arctg: R—(-n/2, n/2)
X =y = tg(x) y — x = arctg(y)

estao bem definidas.

Exercicio 6.4: Determine x em cada caso
J3
a) x=arcsen(1/2) Db)x =arcsen(0) c)x =arctg(1) d) x = arccos -

e) x = arctg(-+/3)
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A

(aby 7

br---e 3
[
[
|

apP—-—-- ———-‘(bsa)
[ I
[ I
| |
| 1

>
a b
OBS: Da definicdo de f~' , isto é, da inversa de uma fungéo f, tem-se que se um

par ordenado (a,b) pertence ao grafico de f, o par (b, a) pertence ao gréafico de /.
Assim, se “a reta y = x fosse um espelho”, o grafico de f'seria o “refletido de f

nesse espelho”. Use esta observagdo e compare os graficos das fungdes f~'

seguintes com os graficos das respectivas funcdes f. Nao esqueca de considerar 0s

eix0s nos quais vocé esta representando os dominios e as imagens.

Veja na pagina seguinte as figuras com os esbocos dos graficos das fungdes:

(a) arc cos(x) ; (b) arc sen(x) ; (c) arc tg(x) ; (d) arc sec (x) ; (e) arc cosec(x) ;

(f) arc cotg(x)

Exercicio: Justifiqgue todos esses graficos com os mesmos procedimentos que

usamos para a construcao dos graficos de seno, cossecante,....
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A
y y
A A
y = arc cos(x) y = arc sen(x) y = arc tg(x)
T
2y G .
2 I
1
|
1
-1 ! -2 -1
» X ¢ é » X
1 | 0 1 0 1 2
1
1
1
l__4-&% == ) S
2 -
2
(2) (®) ©
Dominio: -1 = x <1 Dominio: -1 = x =<1 Dominio: R
Imagem: 0 Sy <T Imagem: -TU/2 <y < /2 Imagem: -Tt/2 <y < T0/2
y
A
———oT0
1 A
1
| y = arc sec(x) y = arc cossec (X)
|
[
1 2 T
———————————— F——— @ —— e —m——— e —— — — -
| | 2 |
I | I
1 | I
| | |
1 I 1
Py » X -l $ »
o g A A d - Ll
-1 0 1 | 0 1
I
1
1
S G
2
(d) (e)
Dominio: x < -lou x =1 Dominio: x < -l ou x =1
Imagem: 0 sy < T,y # /2 Imagem: -T2 <y < T2,y #0
y
A
T
________________ e m e -
y = arc cotg (x)
I
2
P» X
0
®
Dominio: R

Imagem: 0 <y <TC



Aula 7

A aula 7 tem por objetivo discutir situagdes em que precisamos determinar um arco x
quando se conhece uma relagado envolvendo fungdes trigonométricas de x. Dito de
outro modo, ela aborda equacgdbes e inequagdes trigonométricas.

7.1 Equacdes Trigonométricas

Ja trabalhamos com muitas identidades trigonométricas, isto é, identidades
envolvendo fungdes trigonométricas como, por exemplo, sen®(x) + cos®(x) = 1,
valida para todo x real. Na algebra também, uma igualdade como

x? +2x + 1 =(x +1)® valida para todo niimero real é dita uma identidade, mas se
queremos determinar um x real tal que x? — 12x = - 36, estamos diante de uma

equacao. Estamos diante de uma equacéo trigonométrica se a variavel x é o arco a

ser determinado e do qual se conhece uma relacdo envolvendo funcoes

trigonométricas de x, como, por exemplo, /3 sen(x) + cos(x) = 1.

FreqUentemente, encontramos tais equagdes sob formas que dividiriamos em 2
grupos.

1°Grupo: Fixado um nimero real a ou fixado um arco «, freqlientemente
precisamos determinar x , respectivamente, em equagdes do tipo i) ou ii):
i)sen(x)=a; cos(x)=a; tg(x)=a

i) sen(x) =sen(); cos(x)=cos(a); tg(x)=rtg(a); sen(x)=cos(x)

De certa forma, ja tratamos de equagbes deste tipo no nosso texto. Nao deixe de
fazer a correspondente figurinha, ao iniciar o problema. Figura ndo serve como
demonstracdo mas, tanto em geometria quanto em trigonometria, a figura é
importante e auxilia muito a perceber as solugbes. Em particular ela é “quase

imprescindivel” quando se trata de equacgdes trigopnométricas.

93
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Obs: Nesta aula k e n serdo sempre numeros inteiros, isto é, k;ne Z

Exemplos:

i) 2cos(x) =—1=> cos(x) = —% = arccos(— %j =X

2m
3 v

Na 12 volta positiva, x = (27)/3 ou x =(4m)/3 = a solugdo x da equagéo pertence ao

conjunto:

{xe %;x:%ukmux:%”um} ou ainda {xe %;x:(2k+1)ﬂi%}

ii) sen(x) =sen(x); cos(x)=cos(); tg(x)=tg(x); sen(x)=cos(x)
Vamos analisar, simplesmente, observando o circulo trigonométrico. Naturalmente,
no caso sen(x) = sen(a teremos que X e « sao arcos cujas extremidades

determinam a mesma coordenada y sobre S' , conforme ilustra a primeira figura

abaixo. Assim :

x=a+2kxou

sen(x) = sen(@) = {x =(T—-a)+2kz (*)

Fig. 7.2
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Analogamente, se cos(x) = cos(«) :

x=a+2kxou

cos(x) = cos(a) = {x =Q2r-a)+2kn

ouainda: x =ta+2kx

v

Quando tg(x) = tg(a), teremos que: rg(x)=tg(a@) = x=a+kr, ¢%+n7r

v

T+ o

Fig. 7.4

Observamos que nas equagdes do tipo sen(x)=cos(«) é possivel substituir cos(c)

por sen(%—(lj , que resulta na equacgao: sen(x) = sen[%—aj a qual recai no tipo (*).
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2°.Grupo: Consideremos aqui equagbes que, apds convenientes transformacgoes

em suas formas através de artificios, identidades, definicoes, etc, resultam em

expressoes tratadas no 1° grupo. llustramos abaixo algumas solugdes tipicas:

1)
sen(3x)+ sen(x) =0

= sen(3x) = —sen(x) e sendo sen funcdo impar, vem :

kx
3x=—x+2kmou 4x =2kr ou o 2 ou
sen(3x) = sen(—x) = = =
3x=[m—(—x)]+2kx 2x=2kw+1x V4
x=krw+ E

O conjunto dos x que satisfazem a equagéo é:

S = {xe R.x= k% oux= k7l'+%} mas este conjunto é exatamente S = {x e R;x = kﬁ}k e’

2) 2cos’(x)—3cos(x)+1=0

Seja cos(x)=t=2t"-3t+1=0=>1=

4

3+9-8 3+l {1
4 = ==

Assim, cos(x)=1 e cos(x)=1/2 sao as raizes da equagao dada.

cos(x) =1
Agora: cos(x) = %

pertencem ao 1°grupo e as solugdes sao:

cos(x) = 1= x = 2kmecos(x) = V) = x:2k7ri§:> S ={xe %;x=2k7zoux=2mi§}

3) Consideremos a equacao a qual nos referimos no inicio desta aula :
\/g sen(x)+cos(x) =1

Observamos que para equacao da forma :
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asen(x) + bcos(x) = ¢, com & + b*#0,

um interessante artificio é dividir a equagcdo por r=+a’+b’, resultando em

2 2
ﬁsen(x)+écos(x)=£ e sendo [ﬁj +(9] =1, tomamos « tal que sen(a)=— €
r r r

r r

~ | Q

b ~
cos(ar) = —, para transformar a equacao em:
r

sen() sen(x) + cos(ex) cos(x) = < ou seja: cos(x—) = < ,
r r

que ja abordamos no 12 grupo.

No nosso exemplo, teriamos: r=+3+1=2,c=1. Logo: sen(c) =~3/2, cos(a) = 2,

(que recai

portanto o = m/3 .Assim,0 x que procuramos é tal que Cos(x—%) :%

no grupo 1) e obteremos como conjunto solugao

{xeN ; x = 2km ou x =2Kkn + 27/3}.

Obs1) : Para resolver este mesmo problema, poderiamos ter optado por escrever a
equacao na forma:
\/§sen(x) =1 — cos(x)
e elevado a identidade ao quadrado, qual seja:
3sen?(x) = 1 + cos?(x) — 2cos (x), ou ainda,
3(1 - cos?(x)) =1 + cos?(x) - 2 cos(x), ou seja, 3-3cos’(x) =1 + cos?(x) - 2 cos(x),
que resulta em:
4 cos?(x) - 2cos(x)- 2 = 0 ou 2 cos?(x) - cos(x)- 1 =0
tipo ja exemplificado no item 2) anterior.
Entretanto € necessario um especial cuidado. Ao elevarmos a identidade ao
quadrado, introduzimos solugbes que ndo sdo, necessariamente, da equacao

original. Deste modo, € necessério que as solugbes encontradas apds este
procedimento sejam testadas na equacgao original.
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Obs2):Pode ser uma boa alternativa, para resolver equacgdes trigonométricas, a
substituicdo das referidas fungbes por expressdes em fungdo de uma nova variavel
i, onde

t =tg(x/2).

Neste caso, sem maior dificuldade (este € um exercicio resolvido na aula 8) vocé
pode verificar que:

2 -t 2
sen(x) = ﬁ , COS(X) = 1+i2 e tg(x) = 1—tt2 )

Notemos que nossa equagao trigonométrica fica transformada numa equacgao onde
s6 temos expressodes racionais na variavel t. Apos obtermos t, recaimos no grupo 1,
pois tg(x/2) =t.

Também na aula 8 vocé encontrard exercicio resolvido no qual fazemos a
interpretacao geométrica do parametro t = tg(x/2).

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Resolva as equagoes (isto €, obtenha todas as solugdes).

a)senx=%. b)3tg(x+§)=—x/§

2. Resolva: a) cos2x = cos(x - %) em[0,2xn];

b) 2cos®x + 3 cos x+1 =0
3. Resolva as inequagcées em [0, 2w .

a)sen(x+§)<—% b)tgx+1<0
4. Resolva,em[0,2r]osistema: senx > %

e tgx > 1



Aula 8

Nesta aula vocé é convidado a resolver exercicios de Trigonometria. N&ao nos
preocupamos em ordena-los de acordo com a seqUéncia das 7 aulas anteriores,
nem mesmo quanto ao grau de dificuldade. Vocé encontrard exercicios muito
elementares e outros mais elaborados, dentre os quais algumas questdes de
conceituados vestibulares, bem como algumas de avaliagbes em cursos de
especializacdo para professores de Matematica. Esta aula consta de Exercicios
Resolvidos e Exercicios Propostos, para os quais seria interessante vocé tentar

solucdes diferentes das apresentadas.

Exercicios Resolvidos

1. Transforme 1 radiano em graus e 1 grau em radianos. Em seguida obtenha 18°30’

em radiano.
Solucéo:
a)nrd ——180°, logo
1rd ——x°. Resulta que %: 180 entao x= 189
x V4

Se tomarmos para © um valor aproximado com duas casas decimais exatas
(3,14), teremos um valor aproximado para x, qual seja :

= @ = 57,3° ou ainda 57° e % .60’ =18 isto é, x=57°18, ou

3,14
1rd = 57°18’.
b)180° —— =wrd
1 ——xrd, portanto @=£ ou x= —.
1 X 180

Tomando &t = 3,14, teremos x= 0,017, istoé: 1°= 0,017 rd.

c) Ora, 182 30’ correspondem a 18 .60’ + 30’ = 1080’ + 30'= 1110’

0,017

Pelo item b), 60’= 1° = 0,017 rd, portanto 1'= 60’ logo 1110’=1110 . 0017 _

_111x17 1887
~6x1000 6000

= 0,3145 rd.

Assim, 18°30’ = 0,3145 rd.

99
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2. O ponteiro dos minutos de um relégio mede 10 cm. Qual é a distancia que sua
extremidade percorre em 15 min?

Solucéo:

Ora, em 15 min a extremidade percorre 2 da semi-circunferéncia do reldgio, ou seja
T

—rd.

2

, 7 : A : .
O comprimento do arco 5 rd de uma circunferéncia de raio 10 cm é, em

centimetros, 10 x % = 5n = 15,7. Assim, a distancia percorrida pela

extremidade do ponteiro é de aproximadamente 15,7 cm.

. ~ R 197 -
3. Determine a expresséao geral dos arcos céngruos ao arco de o rd e explicite o

arco negativo do intervalo [-2r , 0] congruo a 1977[.

Solucéo:

197 3z . ~ R 197 |
Tem-se : el 47 + i Assim, a expressao geral dos arcos congruos a e é

x=2kn+3—ﬂ
4
Parak = -1, x = -21 + 3 _ D8 5w TS [-27 , 0]
4 4 4 4

4. Com auxilio da tabela ao final da aula 2 determine seno e cosseno de:
a) -227° b) IZT” rd

Solucéo:
O arco cuja medida é -227° é congruo com 360° - 227° = 133°, portanto tem-se:

sen (133°) = sen (180°- 133°) = sen (47°) = 0,731
e cos (133°) = -cos (47°) =-0,687

5. Obtenha cos (2985°) recorrendo apenas ao c0SsSeno €/ou seno de arcos
classicos.

Solucéo:

Tem-se que 2985° = 8x360° + 105°, logo o arco de 2985° é cdngruo com o arco de
105° = 60° + 45°.
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Assim,  cos (2985°) = cos (105°) = cos (60° + 45°) =
= C0s (60°). cos (45°) - sen (60°). sen (45°) =

1 V2 3 2 \/El_ﬁ):ﬁ(l—\/?)zﬁ(l—\/?)_

- M2 N2 ONE_ Ney

272 272 22 277 2 2 4

6. Determine sen (2x) sabendo que tg (x) + cotg (x) = 3.

Solucao:
sen(x) cos(x) .
sen (2x) = 2sen (x)cos (x) e + =3, ou seja,
cos(x) sen(x)
2 2
sen” (x)+cos”(x) _3 ou ainda 1 _ E,
cos(x).sen(x) sen(x)cos(x) 1

dai sen (x)cos (x) = % logo 2sen (x)cos (x) = %

Portanto, sen (2x) =§ .

7. Considere o triangulo retangulo abaixo e “resolva-o”(isto é, determine x, a e B).

B

Fig 8.1

Solucéo:

N | =

Tem-se que x°=16 + 16x 3= 16 + 48 = 64. Dai x = 8. Entdo sen (a) = g =
logo o =30° portanto, B =90° - 30° = 60°.
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8. “Este exercicio tem por objetivo (dentre outros) chamar atencdo para o fato de
que quando vocé afirma (como em (*)) uma identidade baseando-se nas relagdes
métricas de um tridngulo, ela s6 tem sentido se estes numeros forem possiveis
medidas no triangulo (no caso 0< x <1,pois x = 0,x = 1 ndo tem triangulo, bem como
X < 0 ndo pode ser medida de cateto). Assim, para afirma-la em um conjunto mais
amplo devemos fazer as consideragdes pertinentes.”

A figura a seguir estabelece a identidade

(*) :arc sen (x) + arc cos (x) = % para0<x<1.

arc cos (x)

o

Fig 8.2

a) Verifique, por célculo direto, que esta identidade é verdadeira também para x = 0,
x=1 e x=-1.

b) Para afirma-la em todo o intervalo [-1 , 1], resta o intervalo (-1, 0). Estabelega a
identidade em (-1, 0), usando (*) ( sugestao : comece fazendo x = - a em (*) ).

Solucéo:
a)x=0 sen (0) =0 = 0 = arc sen (0)
T /4 T T
{ cos (E) =0=> 5= arc cos (0) = arc sen (0) + arc cos (0) =0 + 2=
x=1 sen (£)=1:>£=arcsen(1)
2 2
cos (0)=1=0=arccos (1) = arc sen (1) + arc cos (1) =% +0= %

X = -1 sen (- %): -1 = —% = arc sen (-1)

cos (n) =-1 => n=arccos (-1) = arcsen (-1) + arccos (-1) =

T V1
=-=4+7T==
2 2
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b) Vamos estabelecer a identidade em (-1 , 0), usando (*).

Seja xe (-1,0)=-1<x<0 (ndo posso usardireto (*) pois esta esta afirmada
para O0<x<1)

Seja a=-X, logo 0<a<1, portanto arc sen (a) + arc cos (a) = % por (*), ou seja:

T
arc sen (-x) + arc cos (-x) = X

mas arc sen (-x) =-arcsen (x) e arccos (-x) = w - arc cos (x), dai:

—arc sen (X) + - arc cos (x) =n/2 ou - /2 = arc sen (x) + arc cos (x),

. 7
isto é: arc sen (x) + arc cos (x) = 5 com-1<x<0.

Assim, Vx e [-1, 1], arc sen (x) + arc cos (X) = %

9. Obtenha sen (x), cos (x) e tg (x) em funcéo da tangente do arco metade (isto €,
de tg(>) ).
2

Solucéo:
Usando a expressao do arco duplo vem:

2sen().cos(Y)
2 Dividindo-se numerador

sen (x) = 2sen (= ).cos (=) =
2 cos’ (g) + sen? (g)

. sl ~ X
e denominador desta Ultima expresséo por 0032(5 ), vem que

218 ()
sen (x) = —2x
1+tg2(5)

28 _gen2 o2t
cos (2) sen (2) _ (+0032(§))= 1-1g (2) |
2%y 4 sen? (X 2%
cos (2)+sen (2) 1+1g (2)

cos (x) = cosz(g) —sen?(Z) =
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2,X X
Gomo tg (x) = ZZZE;C; _ 1+tg2()2c) _ ztg—(zzl
1) 1-18°C)
1+tg2(g)

10. Interprete geometricamente, t = tg (% )-

Solucéo:

Vamos anotar tg (%) =1, substitui-la nas expressdes em 1) e interpretar t

geometricamente.

2% 1-¢2 2t
5 Cos (X) =

sen (X) =

1+1¢

Fig 8.3

Obs: A substituicao tg (%) =t é dita uma parametrizagéo (racional) do circulo S'.
Ela € muito 0til na solugao de diversos problemas de geometria, de fisica, de calculo

integral e diferencial, dentre outros.
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11. Esboce o grafico da fungao y indicando as interpretacdes das constantes A, B,

C e D, supondo-as positivas.

y=A sen[%[(x—C)} D

Solucdo: A curva é uma sendide, emque |Al=A (pois A é positivo) é a
amplitude, |B|=B é o periodo, C é o deslocamento horizontale D é o
deslocamento vertical.

Ver figura abaixo:

A
y=Asen(2_7t (x-C))+D

D + A 1 Deslocamento B

horizontal

©

Amplitude

(&) Este eixo ¢ a

retay =D

Deslocamento
vertical

)

l

D+A

Esta distancia ¢
o periodo (B)

—_—

\ 4

Fig 8.4
12. Determine as solugdes de cos (x - %) = ?
Solucéo:
a . ~ r 1z . L . . \/5
Na 17 determinagdo tem-se que ¢ & — 580 0s Unicos arcos cujo cosseno & —-.
Assim:
x-Z=Z,i2%n  ou x—£=“—7z+2kn
3 6 3 6

Da 12 identidade, vem : x = % + % + 2km, logo x = §+ 2knt e da 2* identidade,

vem X = 1%7[+ 2km que é cdngruo com % + 2kn ( note que 13?7[ =27 + % )-

Assim : S={XG9{;X=§+2knoux=%+2kn}
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13. Resolva a equacao : tg (2x) =tg ( X - % )

Solucéo:
T T V4
tg<2X)=tg(X‘§)3 2X=X-§+k7€, ke Z= X=-§+kﬂ::>

=S={xe Sﬁ;x=-§+kn} ou ainda S={xe <Jt;x=2§+kn,ke Z}

14. Resolva : 2sen®(x) — 7sen (x) — 4 = 0.
Solucao:
Fazendo sen (x) = t, tem-se : 2t* — 7t — 4 = 0, cujas solugdes sdo t = % et=4.

Ora, 4 ndao pode ser sen (x), portanto a Unica solugcao possivel é

senx=-%, portanto x € congruo com -30°=330° ou

com 180° + 30° = 210°.

Assim xe S={xe R; x=360° +330°0u x =360k +210° , ke Z}

15. Determine as solugdes basicas (isto €, no intervalo [0, 2r) ) de:
2sen?(x) + 7sen (x) + 3> 0.
Solucao:
Anotando y = sen x, 0 problema consiste no estudo da inequagdo 2y® + 7y +3 >0,

associada a equacdo 2y? +7y +3 = 0, cujas raizes sdo assim obtidas:

—7x~449-24 —-7-~49-24 1
yi=—— eya=——— —— Ouy=-_ ¢ yo=-3

A parabola z=2y2+7y+3étalquezZOseyz—% ou y<-3ez<o0 se—Sst—%
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A

-3\/1/2

Fig 8.5

Mas, paray = sen(x), tem-se -1<y<1,dai ye 3 (-o,-3JU[-1/24)t N [-11], dai
y =sen(x) € [-1/2,1] , logo x = arco cujo seno é maior ou igual a -1/2 e x € [0, 2x)

~ L ~ 7 11 . .
por ser solugdo basica, entdo 0<x < % ou ?ﬂs X £ 2m, istoé,

Xe {07—”} u{ll—ﬂgﬂj
6 6

16. Resolva a equacgao: sen(x) - \/Ecos(x) =1

Solucéo:
Seja r=1%(-43)2=1+3=4. Entdo Se’l(x) —gcos(x) :i_
Seja a tal que cos(a ) = i e sen(a) = —g =

= cos(a )sen(x) + sen(a )cos(x) =1/4 ou seja,

sen(a+x) =1/4 = o +x =arc sen(1/4), logo,
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V3

x = arc sen(1/4) — arc sen(—T)

Obs: Vocé pode consultar uma calculadora e obter um valor aproximado para x.

17. Resolva a equacéo:
c0s(x) + cos(3x) + cos(2x) =0
Solucéo:

Iniciamos agrupando a soma cos(x) + cos(3x) , e considerando que :

(cos(@) +cos(B))= 2. cos( a ; p ).COS(#)

(Esta identidade é um exercicio proposto).
Assim, a equacao nos diz que:

x+3x x—3x

].cos [

2cos | ] + cos (2x) = 0 = 2cos (2x).cos (-x) + cos (2x) =0 =

= c0s(2x).(2cos(x) +1) =0 = cos (2x) =0 = 2x = kn + % =>X= %z+ % (1)
1 2z

ou 2 cos(x) +1 =0 = cos(x) = - = X= ?+ 2km (2)

ou X = —2?”+ 2km (3)

( n
Nocaso (1) | k=0=x= 1
k=1=x= 377[ Todos pertencem ao intervalo [0 , 27],
k=2=x= 577[ k<0 resultara em x fora deste intervalo.
k=3=x= iz
4
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2r ~
Nocaso (2), k=0 = x = serve, mas k # 0 nao serve

Nocaso (38), k=1= x= 4?7[ serve, mas Kk # 1 ndo serve.

37 5 T 27n 4x

Assim, S={£,—,—,—,—,—}
447 44733

18. Determine sen(2arc sen(x)).
Solugéo:
Seja y =arcsen(x), ou seja sen(y)=x, mas entdo

sen(2arc sen(x)) = sen(2y) = 2sen(y)cos(y).
Sendo x =sen(y), tem-se que cos(y) = ++1-x> e dai

sen(2arc sen(x)) = = 2x V1-x?

19. Seja k uma constante, determine (justificando) sen (x) e cos (x) tal que:

k sen (x) + cos (x) =k

Solucao:
Seja ksen (x) +cos (x) =k (1)

Uma solugao ébvia é cos (x) =0 e sen (x) =1, valida Vk e R. Outra é
cos (x) =0 e sen (x)=-1, somente valida para k = 0.
Assim, vamos buscar solugdes tais que cos (x) # 0, (logo sen (x) #+1 e k#0) (*)
Multiplicando a equacgao por (1 + sen (x) ) # 0, por (*) resulta que:

(1 +sen (x) ) cos (x) =k (1 —sen?(x) ) = k cos? (x).
Sendo cos (x) # 0, podemos dividir esta ultima equagéo por cos (x) :

_ 1+ sen(x)

1 +sen (x) =k cos (x) = cos (x) ,poisk=0  (2)
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Comparando com (1), resulta que:

Isen(d) _\ _k sen (x) = 1+sen(x)=k®—k%®sen (x) ou
k2 -
sen (x)(1 + k%) =k? -1 = sen (x) = 5— 0 que, levado em (2) fornece:
k= +1
1+k2 -1
cos (x) = KL _ K 1k® -1 2k* 2k
k k(k>+1) k(k2+1) k2 +1
- k2 -1
Assim, cos (x) = 5 e sen(x) = TR Vke R, k0.
k™ +1 k= +1

Obs : Se k = 0, pela nossa 3% linha, a solugdo acima também ¢ valida.Logo, a
solugéo acima vale Vk € R. Assim, temos duas solugbes possiveis :

cosx=0 e senx=1 ou

2k k2 -1 .
cos (X) = 5 e sen (x) = — ambas validas Vke R.
k™ +1 k™ +1

Exercicios Propostos

1. Obtenha sen (10w +Xx) + cos ( 9%z),sabendoque sen (X) = %

sen(x+ 1)+ cos(E + x) 7
2. (FMJ-SP) A expressao , haqualx # — + km, ke Z,
18(7 — x) 2

€ equivalente a :

a)—cotg x ; b)—2cos x ; c)0; d)2cosx; e)cotgx

3. Usando as férmulas de adicao determine:

a)sen165? ; b)cos300%; «c)sen225° ; d)cos195? ; e)sen 345°
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4. Determine o dominio da funcao f(x) = cotg ( x +% )

5. Dé o dominio de f(x) = 1-2sen(x) e de g(x) = 1/cos(4x—%) :

6. a) Sabendo que senx+cosx=0,2 ,determine sen( 2x).

T .
b) Sabendo que senx=m e cosx=n, com0 < X< X determine

tg (%+x) e cotg (%+x) em funcdo de men.

7. ( Fuvest-SP) Calcule a medida de x indicada na figura abaixo

o 60° ]
: 100 |

Fig 8.7

8. ( Mack — SP) Calcule a medida do segmento AB na figura abaixo, sabendo que
BCDE € um retangulo:

A
D 30° off
50
60° [+
C B

Fig 8.8
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9. Para determinar a distancia entre dois pontos A e B situados alem de um rio,
marcaram-se dois pontos C e D aquém do rio e mediram-se os angulos ACB =35°¢,

BCD =209, ADC = 18?2, ADB = 4192 e a distancia CD = 320m. Calcule a distancia AB.

Fig 8.9

10. ( UNEB-BA) Seja o ponto M, no interior do ABCD, conforme a figura abaixo.

A D

§30° <]

Fig 8.10

Se MH =4+/3cm, 0 perimetro do quadrado, em centimetros, é:

a) 64. b) 64+/3. c) 128. d) 128+/3.  e) 256.

11. ( PUC-MG) No triangulo da figura, B> C e tg B = %.
C

Fig 8.11
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O valor do seno do angulo C é:

a) b)

1
.

12. De um ponto A um agrimensor enxerga o topo T de um morro, segundo um
angulo de 45°. Ao se aproximar 50m do morro ele passa a ver o topo T segundo um
angulo de 60°. Determine a altura do morro.

45° 60°

Fig 8.12

13. Para calcular a distancia entre duas arvores situadas nas margens opostas de
um rio, nos pontos A e B, um observador que se encontra junto a B afasta-se 20m
da margem, na direcao da reta AB, até o ponto C e depois caminha em linha reta até
o ponto D, a 40m de C, do qual ainda pode ver as arvores. Tendo verificado que os
angulos DCA e ADC medem, respectivamente, 152 e 120°, que valor ele

encontrou para a distancia entre as arvores, se usou a aproximagao J6 =247

14. Esboce o graficode y = % sen(mx-m) + e interprete as constantes % en

1
2
15. Resolva as equacdes (isto é, obtenha todas as solugoes).

a)cos (x) = ——. b)cosx=sen2§

16. Decida se a equagao /1—sen(x) + COS X = 42 tem solucao no

. T . . .
intervalo [ 5,75]. Caso afirmativo determine-a.

17. ( UNIFAP) Determine a(s) solugdo(cdes) de cos’6 + sen®-1=0 no
intervalo [0, 2w ].
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18. Resolva:
a) senx—cosx=0em [ 0,2n].
b) cos 5x—cos3x=0em [ 0, 2xn].

c)23en3x=x/§, xe[0,n].

V4
d)tg4x=tg(2x-z) xe [0,m]
e) tg® x = tg x

19. Resolva as inequagdées em [0, 21t ].

a)tgx>1 b) 2 sen x +42 >0

c) 2cos® x +cosx—1<0  d) |senx|sg

20. Determine o conjunto solugdo dainequacdao 1-2cosx>0 para
xe [0,2n].

21. Determine, em [ 0, 27 ], 0 conjunto solugdo da inequacdo: 2 sen®x > sen x
22. Resolva as equagoes:
a) 1g ( 7%) = tg ( 3%) b) sen’ (x) + cos* ( X) =%

c) tgx +tg2x =tg 3x d) arc tg (XTH) + arc tg (I_Tx) = %

23. Determine:

) —arc tg (L) c) arc tg ( -x) + arc tg (x)

1
a) tg (arc sen b) 4 arctg (=
) tg ( X) ) g(5 539

24. Resolva a inequagdo: cos X + V3 senx <1



Aula 9

Na aula 9 introduzimos os numeros complexos. Temos convicgdo de que a maneira
como este tema é abordado na quase totalidade dos livros do ensino médio, ele
reduz-se a algo, literalmente, “imaginario”. Por esta razdo, abordamos o tema
explorando a apresentacdo dos complexos e suas operagdes, do ponto de vista
geométrico, interpretando as operagdes entre os complexos como “movimentos” no

plano, o que é bem “real”.

Os Numeros Complexos :

9.1 Introducao

Como nasceram os numeros complexos? Eles nasceram no curso das descobertas
das féormulas para resolucao de equacdes do terceiro e quarto graus, na primeira
metade do século XVI. Os matematicos da época trabalhavam com o complexo de
forma envergonhada, desculpando-se por “fingirem” que existia tal entidade, pois
nao fazia sentido o quadrado de um numero ser um numero negativo. Qual o
significado e que explicacdo se daria para objeto tdo estranho, mas tdo util na
resolucdo de insolluveis problemas de Matematica que ndo tinham solugcdo no
corpo dos reais?

Apenas no final do século XVIII, o noruegués Wessel atinou para uma explicacao
simples e, simultaneamente, fantastica. As operacdes com complexos sdo as
transformagdes geométricas dos vetores do plano, dentre as quais vocé ja viu
algumas na nossa aula 1, quais sejam: translacao, dilatagdo, contragcdao, bem como
outras como a rotagao, além das composicoes dessas transformagoes.

Entretanto, foi na primeira metade do século XIX que o grande matematico Gauss
fechou a questdo, dando clareza e formalizando, rigorosamente, toda estrutura que
passou a constituir o perfeito Corpo dos Numeros Complexos, o qual contém, num

certo sentido a ser precisado, o Corpo dos Numeros Reais.

115
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9.2 Os Numeros Complexos

Os complexos formam um sistema de nuimeros que estende os numeros reais.
De que modo isto se da? Em que sentido “estende” os reais?
Vamos considerar os pontos (vetores) do plano com a operacédo de soma definida na
Introducdo da aula 1 e, em seguida, definir uma multiplicacdo entre estes pontos
(vetores) do plano. Definida esta multiplicagédo, passaremos a chamar tal sistema (o
conjunto dos vetores do plano com as referidas operacdes) de Numeros
Complexos e o0 anotaremos por C .
Nao h& nada de novo em relagdo a operacédo de adicdo, pois se u = (X1,y1) €
vV = (X2, y2) estdo em C, teremos a adicado usual entre os vetores do plano, que vocé
ja conhece da aula 1, qual seja:

U+V=(X1+Xe,Y1+Y2).
A novidade aqui é a definicdo da operacdo de multiplicagdo u.v , que daremos
adiante.

9.3 Médulo

O médulo ou comprimento de um complexo z = (x, y) € o numero real

lz|= x*+y?
A
7=V x* +y?
y _____ Z
|
3/
|
|
! '
0 X

Fig. 9.1
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Exemplo :

Sejamu,v ewoscomplexos:u=(2,-3);v=(-2,00 e w= (-1, 2).
Entao,

U+v=(0,-3), u+w=(1,-1), |ul = V449 = V13, Ju+w| = 2

Exempilo:

Dados, graficamente, u e v na Fig. 9.2 represente, geometricamente, o0s

complexos u+vVv ; u—-v ; 2u ; Y2v (Fig. 9.3)

A
v A
utv
// \\
vel N
=~ \\
u --.\\\ \\
> \\ ~ -._\:\ 21.1
1/2v
N
LN
\\
0 \\ \\ >
Fig. 9.2 N N
N N
~ N
Mo u-v
. ~ 4
Fig. 9.3 N 4
w’
Y

Obs: Ja observamos na aula 1 que somar um par ordenado z = (X, y) com o par
ordenado (3, 1) equivale , geometricamente, a operar em z uma translagéo do
vetor (3,1). Estamos dizendo que somar um complexo z=(x,y) com o complexo
(8, 1) equivale a operar no complexo z uma translagéo do complexo (3, 1).

Ver abaixo, Fig. 9.4 (a) e (b)
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A A
N S| S Iz+(3,1)
! Y= = Bt Ly
I A :
I "
| WARERSERS A |
I I
"y I >
x 3 X x+3
(a) (b)
Fig. 9.4

Em geral, a soma equivale a uma translacdo e a multiplicagdo, como veremos

adiante, equivale a uma rotagao.

Obs: Se u e v ndo sao colineares, os complexos 0, u,v € u+Vv sao vértices de
um paralelogramo e u + v é uma diagonal (Fig.9.4.(c)). A Fig. 9.4(d) ilustra um

caso em que u e v sao colineares.

=
-
-
-
-

(c) (d)

Fig. 9.4

Exercicio 9.1:

Sejamu = (2, 4) ev = (-3, 1). Interprete, geometricamente :

a)u+v, b)u-v, c) 2u, d)2v, e) -wv.
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~ , .1 . L
Obs: Se z=#0, entdo ﬁ isto é, H z tem mesmo sentido e direcdo de z e
z b4

modulo 1. Ele é dito o unitario de z (Fig.9.5)

A
V4
""
2|’ o
w___medida=1
Fig. 9.5

Exercicio Resolvido:

Represente, geometricamente, todos os complexos unitarios de C.
Solucao:

z = (a, b) tem modulo 1, isto €, VaZ+b> =1 ou a’+b?=1 se e somente se z

esta sobre o circulo trigonométrico S'.

e ~,
- -,
Od s

~ &
. -
"""""""
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Assim,se |z| =1entdo z= (cos(0), sen(0)), para algum 0 <6 < 2m.

A
T corfsend)
S' -\ "," ", d i \\\‘
"" I"‘ E “‘\
r3 ’ [} *
! : 5
H / : v
L}
-" A0
v - >
i cos(Q) i
\ 1 H
% r

-

~ -

______
----------

Tal 6 é dito argumento de z. Bem, deste modo, todo angulo &+2kz é também

um argumentode z. Mas se 0<60<2z entdo 6 é dito argumento principal de z.

Podemos dizer que |i =(cos(@d),sen(d)),isto é,
Z

z=|z| (cos(8),sen(d))

dita expressao trigonométrica ou forma trigonométrica ou forma polar do
complexo z.

Exercicio Resolvido:

Sejaz = (3, 3) . Escreva a forma trigonométrica de z .

Lj ou ainda

Solucdo: |z = V9+9=418=3V2. Assim, (3,3)= 3\/5( >

-
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(3,3) = 3&(%%} , isto é, z =|z| (cos(45%) , sen(45°) ), conforme ilustra a

figura abaixo .

y
A
3= === 72=(3.3)
|
|
I
I
450 | -
"" 3
"" 0
Fig. 9.8

Exercicio 9.2:

Escreva os complexos abaixo na forma trigonométrica e calcule um argumento de z :
a)z=(1,-1) b)z=(2,00 ¢c)z=(0,-3) d)z=(1/3,0) e)z=(-3,4) f)z=(3,-4)

9.4 A Multiplicacéao de Complexos.

Finalmente, definiremos a multiplicacdo nos complexos.
Sezi=(a,b)ez =(c,d) definimos o produto de z; por zz como o complexo

Z1.Z> cujas coordenadas sao:

z1.Zzz=(ac—bd, ad + bc)

Exemplo :

(1,2).(-3,4)=(-3-8,4-6)=(-11, -2)
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Exercicio 9.3:
Verifique que :
1) zw=w.z e z(W+uU)=zw + z.uU

) 1 <2

ol el ol

2) i) |z1.22 =|z4l.|22 ii)

Mas qual a motivacao para tal “definicdo”? Como identificar a ja referida rotagdo com
a multiplicacao?
Acompanhemos o que segue:

Vamos iniciar com os Complexos de médulo 1, isto &, com os que estdo sobre S,

ou seja, sobre o circulo trigonométrico.

Sejam z; e z, tais complexos. Entdo z1 = (cos(a), sen(a)) e z» = (cos(P), sen(p)).

Fig. 9.9
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zy define umarotacdo o de OA e z, define umarotagao B de OA.
O que ocorre com o complexo z1.zo ?
Apliguemos a nossa definicdo de multiplicagdo de z; por z».
Tem-se :
z1.Z2 = (cos(a), sen(a)).(cos(B), sen(B)) =
= (cos(a)cos(PB)-sen(a).sen(PB) , cos(a)sen(B) + sen(a)cos(P)) =

= (cos(a +B), sen(a +B) ),

ou seja, acabamos de mostrar que o complexo z1.z, é o complexo de S' que define

uma rotagao (o +f) de OA.

Assim, poderiamos ter “definido geometricamente” z1.zz; como o vetor do circulo

trigonométrico obtido somando as rotacdes de z; e de z, isto € , definido pela

rotacdo (o +fB) , qual seja, o complexo zy.zo = (cos(a +f), sen(a +fB) ) .

Exempilo:
(V24 V24 ) (-1, 0) = (cos(45°) , sen(45°) ).( cos(180°), sen(180°) ) =

= (cos(225°) , sen(225°)) = (-\EA, ﬁé )

(10}

-
Yy
e
ool
5
,

~. ¢"
"""""""
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Exercicio 9.4 :

Determine ( ﬁ/ , - A). (0, 1)

i) usando a definicao algébrica
ii) apoiado na interpretacao geométrica.

Solugéo :
)=V - 101 = (0=(12), V3 w0y = ()4, V)

ii) (cos(330), sen(330) ) . ( cos(90), sen(90) ) = ( cos(420), sen(420) ) =
= (cos(60) , sen(60) ) (Fig. 9.11)

60° = 420°

-30°=330°

o Jue
r =
g

~ .
.~ -
______
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Definicdo: O conjugado de um complexo z, anotado por z é o complexo

Exercicio Resolvido:

Seja z = (a, b) # (0, 0). Obtenha o produto Xz

2| *

Solucéo:

Sejaz =(a,b),entdo [212= a®+b? e — = (?’—b)z oL
|z| a +b

( a’ b* ab ab

+ , - =(1,0), portanto
a’+b* a’+b* a*+b? a2+b2j ( bP

izz = (1,0), ou seja, —
K z

Estamos dizendo que L W , sempre que z # (0,0).
z Z

L C 1
€ o inverso multiplicativo de z e anotado por —

125
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Exempilo:

Oinversode (-2,3) é 273 _ (_2 =3

J . 1 (—2 —3)
—,— | ouseja, =|—,—|.
449 13713 (-2,3) 13713

Exercicio 9.5:

Determine os inversos de (1,2), de (-3,1) ede (1, -1).

Definicao:
. . Z 1
Definimos o quociente — como z. —, se w # (0,0).
w w
, b 1 w W
Assim, —= z.— = ——=—"—
w w |w| ww

Obs: Sabemos que |w|’= w. w , logo dividir z por w equivale a multiplicar

numerador (z) e denominador (w) pelo conjugado w de w.

Exercicio Resolvido:

Determine (1’3)
(-3.4)
Solucéo:

13) (13.(-3-4)  (9-13) (9 —13}
~ 257 25

(-3,4)  (-34).(-3,-4) 25 257 25
Exercicio 9.6:

(5.1
(3’_1)

Determine
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Questao importante: Como justificar a afirmacao de que os complexos "estendem"”

os reais se, ao falarmos em C ,estamos sempre pensando em dois nimeros reais
ordenados ( pares ordenados) e quando nos referimos a R temos em mente
apenas um numero real? Entdo em que sentido, RcC ?

Resposta: Seja R o conjunto dos numeros reais. Na aula 1 interpretamos R,
geometricamente, como uma reta ou eixo (que passamos a chamar de eixo real ou

reta real) onde cada ponto representa um numero real :

Quando criamos um outro eixo real ( que passamos a anotar por QY) , perpendicular
ao eixo real R ( o qual passamos a anotar por OX), o que estamos fazendo é imergir
0 nosso eixo real OX no plano. Assim, cada ponto (niumero real x ) do Nnosso eixo

OX agora passa a ser um par ordenado onde a segunda coordenada € zero.

A

(x,0)

l 1 1
1 1

0,0)
(-230) ('1:0) (130) (230) (330)

Nos desenhos, por simplicidade de notacdo, omitimos a 2% coordenada (que
sabemos ser 0 ) e escrevemos 1 em lugar de (1,0), -3 em lugar de ( -3, 0), x em
lugar de ( x, 0), etc..

O que estamos fazendo € identificando um eixo contido no plano com os numeros

reais.

P <

—» X
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Ou seja, a cada numero real a de R associamos o par ordenado (a , 0) , isto é,
consideramos o eixo real OX . Temos que o eixo real OX < C, isto &, o conjunto
OX={(a,0);ac R} cC. Sejam z; ez, € OX quaisquer e apliguemosa z; e

Z, as operagdes de adicdo e multiplicacdo definidas para os elementos de C.

Teremos que se z; € z; estdo em OX, tem-se

zy =(a,0) e z» =(c,0),

logo, pelas definicoes de adicao e multiplicacao dadas em C obteremos:

Z1 + zo= (a+c,0) e zy.zo = (ac,0),logo zi +z, € zy.z, também sao elementos de
OX.

Acabamos de mostrar que, se identificamos os pares de numeros reais (x,0) com 0s
nameros reais X, as operagdes de adicdo e de multiplicacdo coincidem com a
adicao e a multiplicacado (respectivamente, a+c e ac, que ja conheciamos) entre os
reais. Assim, identificamos o par (a,0) com o numero real a. Neste sentido, o eixo
real OX passa a ser identificado com o conjunto R dos reais , dai dizemos que

R < C, pois OX c C. Por esta razao, tratamos o complexo (a,0) simplesmente
como 0 numero real a e escrevemos, por abuso de notacdo, (a,0) = a.

Em particular, de acordo com o que acabamos de dizer, o complexo (-1,0) sera

identificado ao real - 1 e, neste sentido, dizemos que o complexo (-1,0) =-1 (*).

Um complexo muito especial:

O complexo (0,1) é anotado por i e dito unidade imaginaria.

Exercicio Resolvido:

Represente no plano os especiais complexos : (1, 0), (0,1) ( ou i) e (- 1,0). Dé seus

respectivos argumentos e formas polares( trigonométricas).
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Solucéo:

arg(1,0)= 0; (1,0) = (cos(0), sen(0))
arg(0,1) = 90; (0,1) = (cos(90), sen(90) )
arg(-1,0) =180; (-1, 0) = ( cos(180), sen(180) )

"""""
......

L0)} 0 {1.0)

.....
~~~~~~
________

Exercicio Resolvido:

a) Obtenha i.i, ou seja, i 2.

b) Interprete, geometricamente o particular produto do item a)

Solucéo:

a) Tem-se: i =1i.i = (0,1).(0,1) =(0-1,0+0)= (-1,0) , ou seja, de acordo

com o que estabelecemos em (*) acima, i?=-1
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c) Interpretacdo geométrica do particular produto do item a):

A
i=(0,1)
. x\‘ /_ S
; 180°
i '\90" i
(-1.0)=i2 0 (1,0
Fig. 9.14

Multiplicar i por i significa aplicar em i uma rotagao de 90° (pois 90° é o argumento
de i). Mas i é resultado de uma rotacdo de 90° do vetor (1,0). Portanto, i =i . i
trata-se de uma dupla rotagdo de 90° do vetor (1,0) ou , equivalentemente, de

uma rotacéo de 180° ( 90° + 90° )do vetor (1,0).

A forma algébrica de um complexo.

Se z € um complexo qualquer, isto € , se z = (a,b), com a e beR, podemos

escrever
z=(ab)=(a,0)+(0b)=a(1,0)+b(0,1)=a.1+ b.i= a+bi

dita a forma algébrica do complexo z.
O real a é dito a parte real do complexo z (Re(z)) e o real b é dito a parte

imagindria de z (Im(z)).
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Representacao geométrica:

Im(z)
A

1Y S z=a+Dbi

> Re(2)

A 4

Fig. 9.15

A forma algébrica é muito util operacionalmente pois, tanto para a soma quanto para

o produto de complexos, ela sugere que operemos como se estivéssemos operando
em R os polinbmios do primeiro grau na variavel x, onde i faz "o papel" do x, tal que

x%=-1.
Assim, se zy =(a, b) ez, =(c, d) entdo, na forma algébrica , escrevemos:
zy =a+bi, z2=c+di, logo zi+z, = (a+c) + (c+d) i e

z1.22 = (a+bi).(c+di)=ac+adi+bci+bdi® = (ac-bd) + (ad + bc) i

Exempilo:
Z1=2—3i 622=5+i.

Tem-se:z=2-3i ez;=5+1.
Zi+ 20 =(2-3)+ 5+i)=(2+5)+(-3+1)i=7-2i e

2122 = (2-30).(5+i)=25+2—3.5 3= 10 + 2i 15 + 3= 13— 13]

Exercicios 9.7:
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. . - 1 -
a).Determine, na forma algébrica, -z, z , |z| , —, z.z .
Z

b) Em que subconjuntode C, z = z ?

Exercicio Resolvido:

Determine :

a) A forma algébrica de um complexo unitario qualquer. D& um exemplo.
b) As formas trigonomeétrica e algébrica de um complexo z # 0 qualquer.

Solucéo:

a) Se |z =1, entdo z = (cos(0) , sen(B) ), logo, a forma algébrica de z é
z = cos(0) + i sen(6), abreviadamente, z = cis(0)

NG

Um exemplo é:z = -t %i = c0s(30°) +isen(30°) = ou z = cis(30°)

b) Se z # 0 é qualquer, entao ﬁ: ( cos(8), sen(®) ) ou z = |z| ( cos(B) , sen(v) ),
z
isto &

Z = |z] (cos(B) + isen(0)) , ou z = |z| cis(0)

Exercicio 9.8 :
I. Descreva, geometricamente, o conjunto dos complexos z tais que:
a)Re(z) >2, b)|z-i <8, ¢c)Im(z)=>-1 d)|z| =2

Il. Escreva de uma outra maneira os complexos dados abaixo:
a) 3cis45°, b) —4cis30°, c) 5cis3n/2 , d) —2cist, €)2-3i ,f)—1+2i, g)1—i



Aula 10

Objetivamos, nesta aula, deixar claras as operacoes para obtencao da poténcia n de

um complexo z (formula de De Moivre), bem como para a raiz n-ésima de um

complexoz: z" e vz, respectivamente. Fazemos também as interpretacdes

geomeétricas das raizes da unidade.

A poténcia n de um complexo :

Conforme ja observamos, para obter o produto de um complexo z por w é suficiente
multiplicar os médulos de z e de w e somar seus argumentos. Assim, se z € um
complexo, z= |z|(cos(0)+isen(6)) o produto de z por z ou seja,

72 = | z [*( cos(26)+ isen(20 ) ).
Também, z°® = 7%z = |z [’( cos(36)+ isen(36) ) e , de um modo geral,

z" =] z| " (cos(nB)+ isen(nd) )

Exemplos:
z = 3cis(45°) , entdo z° = 27cis(135°)

De um modo geral, temos:

(]1z|cos(®)+i]z|sen(®))"= | z]|"(cos(nB)+ isen(nd)),

dita a formula de De Moivre.
Exercicio 10.1:

Obtenha : a) (1-2i)°, b) (4-3)%°, «¢) (-1 +)', d)i'® )i, )i

133
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Exercicio Resolvido :

Obtenha cos(26) usando a férmula De Moivre.

Solugéo:

cos(26)+isen(26) = (cos(0)+isen(6))? = cos*(8)+i°sen?(0) + 2icos(8)sen(p) =

= cos?(0) — sen?() + 2icos(8)sen(6)

Igualando as partes real e imaginaria, resulta que :
cos(26) = cos?(8) — sen®(B) e sen(26) = 2sen(6)cos(6)

A raiz n-ésima de um complexo

Dado um complexo w, achar uma raiz n-ésima de w consiste em achar um z tal que
z'=w (*)

Vamos supor w = 0, pois se w = 0 a Unica raiz n-ézima de wéz=0.

Sendo assim, vamos escrever w = | w [cis(B) e z = | z |cis(p), onde | w | e 6 séo

dados e |z| e ¢ sao as incégnitas. Assim, (*) fica:
|z|"cis (n @) =|w|cis (8)

resultando que :

lz|"=lw| = |z|= gw e

cis(ng) = cis(0) ou cos(ne) =cos(6) e sen (ne) =sen(o) .

Das identidades de cosseno e seno entre os arcos ng e 6 segue que

ng =0+ 2kr, logo ¢ = (8 + 2km)/n , com ke Z.
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Mas paraque 0 <@< 2né necessarioque0 < k< n-1.
Paracadak=0,1,2,3...,n-1,

Z =,M (cos((6 + 2km)/n) +i sen((6 + 2km)/n))

é umaraizde wde médulo =

W

Exercicio Resolvido:

N
2

Determinar as raizes cubicas do complexo unitario w = 5+

Solucéo:

Temos que w = cos(60° + k360°) + isen(60° + k360°), com keZ. Portanto, pela
férmula De Moivre, zc= cos 60° +k360° + isen 60° +k360° , comkeZ é tal
que 3 3

(z)°=w, ou
seja , zx € uma raiz cubica de w, para todo keZ . Vamos explicitar estas raizes:

Sek=0 entdo z;=cos(20°) +isen(20°),

Se k=1 entédo cos(140°) + i sen(140°),

Sek=2 entdo z»=co0s(260°) +isen(260°),

Se k=3 entdo zz=cos(20° +360°) + i sen(20° +360°) =

Paramos em k =3 pois z3 = zo. Naturalmente :z4 = zi, z5 = 2z, etc.. e as raizes
estdo se repetindo, inclusive quando atribuimos valores negativos ao inteiro k.
Portanto, temos de fato 3 raizes distintas de w, correspondentes aos angulos de 20°
140° e 260°. Observamos, ao dispormos os complexos z sobre S', que estas raizes
z, dividem S' em 3 arcos iguais.
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Fig. 10.1

Observamos ainda que o exemplo acima € um caso particular do caso geral
segundo o qual se
W = cos(0 + 2kn) + isen(6 + 2km),
entdo as raizes n-ésimas de w sdo os complexos da forma:
zx = cos((0 + 2km)/n) + i sen((6 + 2km)/n) ou

zxk=cos(O0/n+k.(2n/n)) + i sen (B/n+k.(2n/n))

expressao que deixa claro que os argumentos estdo numa P.A. de razdo 2n/n e
onde o primeiro termo é 6/n.
As raizes distintas sdo dadas pelos inteiros k=0, 1, 2, ....... , n-1.

Parak>n e k<-1 asraizes coincidirao com uma destas n raizes.

Obs: Em particular, a divisdo da circunferéncia S' em n partes iguais, equivale a

determinacao das raizes n-ésimas do complexo 1. Observe que sendo
1 = cos(0) + i sen(0),
as raizes n-ésimas da unidade podem ser escritas por:

*) 1" = cos(2kn/n) +isen(2kn/n), k=0,1,2, ..., n-1.
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Anotemos por u a raiz correspondente a k =1, isto &,
u = cos(2n/n) +isen(2n/n).

Assim, no plano complexo, as raizes n-ésimas da unidade sdo os vértices do
poligono regular de n lados, inscrito no circulo S' ( isto &, no conjunto dos w tais que
| w|=1) e com vértice no ponto z =1.

Veja figura (a) para n = 3 e figura (b) para n = 6.

y y
L I N Wz, ------------------ W
i wi il
i ! H :
w2 T e I RS W
(@) Fig. 10.2 (b)
Assim, se z1 € uma raiz n-ésima qualquer de z, entao
Z1, Z1U, z1u2, Z1U3, ......... s Z1Uk, ..... , Z1Un_1

sdo raizes n-ésimas de z, pois multiplicar z; por u* corresponde a aumentar de

2kn/n o argumento de z;
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Expl: n =8 e z4 = raiz (indice 8) 8-ésima de z.

Os numeros complexos sao importante instrumento para resolugéo de problemas de

geometria que envolvem rotagoes.

Exercicio 10.2:

a) Determine as 5 raizes da unidade

b) Os pontos A(1,2) e B(3,5) sao vértices de um tridngulo equilatero ABC.

Determine o vértice C, através de uma rotagéao de AB.

Os dois exercicios resolvidos que seguem tém por objetivo desenvolver um pouco

mais esta particular e importante raiz de um complexo, qual seja, a raiz quadrada.

Exercicio Resolvido:

a) Seja w complexo de argumento 6. Explicite as raizes quadradas de w.
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Solucéo:

Tem-se Z2=w = |w Icis(f) = z = \/M cis(6/2 + kw), comk=00u k=1.
Para k =0, obtemos z; = ,/|w| cis(6/2) e

para k =1 obtemos z, = \/M cis(6/2 + n) = - \/M Ccis(6/2) = - z4

+

Resulta que as raizes quadradas de w sdo * /|w| cis(6/2).

b) Determine as raizes quadradas de w = 4 — 3i

Solucéo:
Tem-se: z,= 4-3i = 5(4/5-3/51) =5cis (-36,87°) =
z=* /5 cis(- 36,87°/5) = * /5 cis(- 18,43°) = * (2,121320 - 0,707107),

ou seja :
zi =z (2,121320-1i0,707107) e z» = - (2,121320-i0,707107)

Bem, no caso particular da raiz quadrada, poderiamos ter apelado para

procedimento mais simples, qual seja:
Sendo z o complexo raiz quadrada de 4 -3i, temos que z = a + bi é tal que:
z2=4-3i ou (a+bi)? = 4-3i,isto é,
a?+2abi—b? = 4—-3i ouainda, (a®-b? + 2abi =4 — 3i
Igualando-se a parte real e a imaginaria dos complexos, vem que:

a>~-b=4

e 2ab= -3.
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Assim chegamos a um sistema de duas equagdes e duas incognitas , cujas solugdes
nos darao as partes real e imaginaria das raizes procuradas.
Tirando o valor de b na 2% equagéo e substituindo na 1% equagéo vem:

43* - 16a®-9=0, logoa®=9/2.

Resulta que z=i(3/\/5 - i1/42 )= *(2,121320 -1 0,707107)
Exercicio 10.3:

Determine as raizes quadradas de:
a) 12 — 5i b) 1+i c)i d) -10



Aulaii

Nesta aula vocé é convidado a resolver exercicios de Numeros Complexos. Nao nos
preocupamos em ordena-los de acordo com a seqliiéncia das aulas anteriores, nem
mesmo quanto ao grau de dificuldade. Vocé encontrara exercicios muito
elementares e outros mais elaborados, dentre os quais algumas questdes de
conceituados vestibulares, bem como algumas de avaliagbes em cursos de
especializacao para professores de Matematica. Esta aula consta de Exercicios
Resolvidos e Exercicios Propostos, para os quais seria interessante vocé tentar
solucdes diferentes das apresentadas .

Exercicios Resolvidos

1. Represente no plano e calcule 0 modulo dos complexos:

a)z=(1,-2) b)v=(-3,0) o) w = (;@J
Solucéo:
A ;
; > R
2F--=Y, 3
(a) (b)
1z]= J1+(=2)% = /5 Iv|=+/9+0 =3

Olwl= /22 +(3/2)% =1

141
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2. Escreva z=(+/3,1) ou z=+3 +i naforma trigonométrica.

Solucgéo :

1z]=J(W3)?+1P=Va =2 =5 == (*/_%’IL £

4
sendo a forma trigonométricade z=|z|(cos (8), sen (6) =

= (cos (30°), sen (30°)) =

l\)lv—‘

tem-se (+/3 , 1) = 2( cos (30°) , sen (30°) ).

3. Determine o produto abaixo algebricamente e geometricamente:

Solucéo:

a) Algebricamente :

() ()b

. . . 3 4
Equivalentemente se preferimos escrever z; = \/E+\/§| Zo= s + 5| ,
o} produto fica :

2125 = W W R S [ S S
J_ \/_ (5+5 52 5V2 52 52
3 4 4 . 3. =7 1

RV R AR A

b) Geometricamente :

1 34 ~
(cos(1352), sen(135%)) e (=,—)=(cos(53°7’),sen(53° 7)), entdo
\/—\/— (135%) ())(55)(( ), sen( ))
o] complexo resultante do produto:
1 1 3 4
( ) = (cos(135°% + 53?2 7’),sen(135% +53° 7’ )) =
AN
-7 1
=(cos(188°7’),sen(188°7) )= (—=, —
(cos( ), sen( )) (5\/5 5\/5)

Obs :Esta ultima igualdade foi obtida na calculadora.
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4. Determine o argumentode i (1+1i):
a) recorrendo a soma dos argumentos;
b) diretamente, apds multiplicagao.

c) Represente, graficamente, o complexo i ( 1+ ).

Solucéo:
a)argi= % e para o argumento de w = (1 +i) & suficiente obter | w | =2, logo

. T T
W= \/_(\/— \/_jou w = \/_ (cos 4)+|sen(z)),logo argw_z.

Resulta que o argumentode z = i (1 +i) = % + % = 377[.

b)i(1+i)=i+if=i—1=-1+1i, logo

z = ﬁ[—i — | = logo argumento de z = 3—”.
V22 4i 4

li(1+)| = V2

5. Use a férmula de Moivre para obter a expressao de cos (26) em fungéo de 6.
Solucéo:

cos (26) + i sen (26) = ( cos (8) + i sen (8) ) = cos? (0) + i° sen? (B) + 2cos (B)sen (B) i

= (cos® (0) - sen” (8) ) + i.2cos (B)sen (6).
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Assim, igualando-se as partes real e imaginaria de ambos os lados da igualdade,
vem :

cos (26) = cos? (8) - sen® (0) e sen (20) = 2sen (6) . cos (6).
Obtivemos, portanto, cosseno e seno do arco duplo. De um modo geral, obtemos

cos (n6) e sen (nB) a partir da “Férmula de Moivre”.

6. Seja z um complexo qualquer € 6 0 argumento de z. Escreva z e i naforma
polar, multiplique-os algebricamente e represente, graficamente, o produto iz.

Solucéo:

z=|z|(cos (8) +isen (0)), e i=(cos(§)+isen (%))

(Z

Entéoiz:(cos(%)ﬂsen 2)).|z|(c:os(9)+isen(6))=

=|z|(isen (%).cos (6) + isen (%) .sen (0)) =

=|z|(icos (0)-sen (B)) =|z]|(-sen (B) +icos(6))=

= | z[cos (8 +§) +isen (8 +%)].

7. Da definigdo de quociente £ de dois complexos, qual seja, L_ww_=w
w

w |W| ww
concluimos que a divisao de z por w equivale a multiplicar numerador e

denominador por w.
Use este fato para :

a) dividir 2 + 3i por 3 — 2i;

. ~ Z . Ly
b) obter, diretamente, a expressao de — na forma trigonométrica.
w
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Solucéo:

5+3i  (5+3)(3+2i) 15+10i+9i-6 9+19z 9 Qi
3-2i (3-2i)(3+2i) 9+4 13 13 13

b)z=|z|(cosb;+isenb;) € w=|w]|(cosO,+isenBy) =

Z _ﬂ (cos @) +isen))(cos @y —isenby)

W (cos 6, +isend;)(cos &, —isen6,)

‘Z‘ cos @) cos & —isenb, cos) +isen 6?1 cosB, +senbsent _

‘W‘ cos? 6, +sen’6,

|| || [cos (61-62)+isen (01-6o)].
Wi
8. Seja z=2(cos (X 4 )+ isen (4 )). Determine Z'.

Solucao:
z’ = [2(cos (%) +isen (%)]7 = 2'(cos (%) +isen (777[) ) =

=128(cos(777[)+isen(%[))— 128 g—li = 64+2-6442]

9. Determine (1 —i)'"°

Solucao:
. 1 2 -1
Se z=1-i =|z|=/2 = cosf=—="" ¢ senfh=——
V22 V2
9=%, logo 1—i=+2 (cos(%z)nsen(%[)),assim

(1 =) = (272" cos (73”) +isen (73”) )

Resultaque  (1-i)" = 2%cos (3577[) +isen (3577[)], mas

3w _3x dr_ . O
2 2 2

logo  (1-1)"=2%cos (37”) +isen (37”)] _250—1i)=-32i.

3z 357, . 3z
+ —=16n+— =8.2n +7, ou seja,T é congruo com >

145

)
== portanto
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10. Determinar as raizes cubicas de w = - i.

Solucéo:

Tem-se w=0—-i,logo |w|=1earg (w)=-3§,poiscos(e)=%=o

e sen () = _T1=-1.

Resulta que w = 1[cos (377[) +isen (3?7[)]

A férmula de Moivre para as raizes n-ézimas de um numero complexo w € dada
por:

W = W [cos (9+5k7z ) +isen (9+5k7z )N )

De (*) vem :
3—7Z+2k7z 3—7Z+2k7r
wk=3\/f[cos ZT +isenzT ], comk=0,1e 2.
kY4
3z 7« 74—2” 1
Assim : quando k=0,¢=—=—, quando k=1,¢ = =— 8
6 2 3 6
3—7z+47z 1z
quando k=2,¢ = 2 T T e Resulta que
T, . 7 :
Wo=1[cos (=) +isen(=)] =1,
o=1[ (2)+ (2)]
. Tz =3 1. =31
wy = 1[(cos (— ) +isen (—)] = i(-—)=—— - —I e
1=1[(cos (—) + ()]2+(2)2
wa = 1[(cos (1% ) +isen (1F)] = §+i(—l)=+?—%i

Ou seja, as raizes clbicas de —i tém médulo 1, logo estdo sobre S'.
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Observamos que % = 3?” logo %ﬂ , 7?7[ e %dividem S' em 3(trés) arcos

R . 4 . . A
congruos de medida o rd. Assim, z,, zy € zo s&o vertices de um triangulo

equilatero.
Observamos ainda que se fizermos k = 3, teremos z3 = zp, k =4 teremos z4 = z1 €

k =5 teremos z5 = 7, efc...

11. Resolva, em C, a equagdo x*—1—i=0.

Solucéo:

Esta equacéo equivale a determinar x tal que x* = 1 + i, ou seja, precisamos
determinar as raizes quartas do complexo z =1 +1i.

z=1+1i,logo de acordo com nossa notacao:a=1,b=1.

1z]=VIZ+12 =2

1 \/5 T
cos () = —= — =0=arg(z)= — ; 0<o<2
0)= == 9(2)=" ™
sen(@):%:%
Portanto:

7= ﬁ(cos(%)ﬂsen(%))
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Aplicando a segunda férmula de Moivre, temos:

o = 4] c0s (25271 4 isen (2X2E 1

n n
T T
Z 42k —+2kw
ox = Y42 [cos(“T)Hsen(4 )]
Lanpyw- Ty okn

(ok=§/5[cos(4T)+isen(4 )]

Como n =4, entdo k poderdser0,1,2e 3. Assim:

eparak=0:

£+2k7£ x

4 - 4_71
4 4 16

eparak=1:

§+27[ o

4~ _4_97
4 4 16

eparak=2:

* i 17z

4 _ 4 _ 177
4 4 16

eparak=3:

£+67[ 257

4 _ 4 _ 257
4 4 16

Observe que os argumentos %?—Z , 117_67[ , 215_6][ formam uma PA de razéao 8—”.

As raizes quartas de z sdo dadas por :

wo:%(cos(%)ﬂsen(%)) 0h=§/§(cos(ll7—6ﬂ)+isen(%))
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m1=§/§(cos(?—z)+isen(?—2)) g = §/E(COS(215_6”)“3%(215_67[))

Geometricamente, as quatro raizes quartas estdo sobre uma circunferéncia de raio

.. , a 8 . ,
§/2 e dividem a circunferéncia em quatro arcos congruentes a E rd, isto é,

V4 -
congruentes a Erd formando um quadrado de vértices Py, P1, P> e P3, como na

figura abaixo.

RS R
istoé,S onder=V 2

Exercicios Propostos

1. Represente no plano e calcule 0 médulo dos complexos:

Au=(3,2)  bv=(0,8) ow=(-21) @2
2 2 2
2. Explique, geometricamente, porque..

lz+w]| < |z|+|W]

3. Calcule e represente, geometricamente, no plano:

2)2(-1,2) D) (-3 )(4.2) 6)-1(2,-3)
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4. Represente, geometricamente, o conjunto de todos os complexos z cujo médulo

éigual a 1. (isto &, o conjunto dos pares z= (a,b)tais que |z| = Va®+b> =1,

ou seja, tais que a’+b? =1)

. . . ) Z
5. Seja z complexo diferente de zero. Determine o0 médulo do complexo u = |—
z

6. Sendoﬁ=(cose,sene),determineeparaz=(2,1)eparaz=(2,0).
z

Faca as respectivas figuras.

7. Para cada um dos complexos abaixo, escreva-o na forma trigonométrica

a)(-1,1) b)(-3,4 ¢ (-1,¥3) d)(-3,0) €)(0,-2)

8. Calcule os produtos algebricamente ( de acordo com a defini¢cao ) e

geometricamente
11 V31, N2 42
a)(—ﬁ,ﬁ)-('LO) b)(—T,E)-(T,T)

9. Determine os inversos dos complexos seguintes. Faga o desenho no plano e
para certificar-se de que, de fato, um é o inverso do outro, multiplique-os
para obter a unidade de C, ouseja,(1,0).

a)(3,-2) b) (-1,1) c)(5,0) d)(0,2)

10. Determine o quociente @23

(=14)

11. Usando a forma algébrica de z =a + bi, escreva:

a)—z 0z ol d) % e) zz
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12. Escreva na forma algébrica o complexo z = 10 ( cos %[ + isen 7?7[)

13. Calcule z+w, z—-w e se z=2-5i ew=1+3i

w

14. Considere um ponto arbitrario z do plano. Vocé esta diante de um complexo z.
Agora interprete, geometricamente, os seguintes complexos:

a) 2z b) iz c) —iz d) 22 e) z=(1,1)ouseja,z= (1+1i)

15. (FUVEST 2003) Nos itens abaixo, z denota um numero complexo.
Suponha z #i.

z+1i
1+iz

a) Para que valoresde z tem-se =27

. . +i ,
b) Determine todos os valores de z para os quais € um nuamero real.

1+iz

16. ( UNICAMP 2003) Considere a fungdo quadratica f (x) = X + X cos (a) — sen (a)
~ 3z
a) Resolva a equagéo f (x) =0 paraa = >

o, 1 N3
b) Encontre os valores de a para os quais 0 numero complexo —+—i € raiz

da equacaof(x)+1=0

17. ( UNEP 2001) Considere os niumeros complexos z1 =2 +i € zo = X + 2i, em que
X € um numero real . Determine:

a) O ndamero complexo z1.z em fungdo de x

b) Os valores de x tais que, Re (z1.z2) < Im (z4.z2), onde Re denota a parte
real e Im a parte imaginaria do nUmero complexo.
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18. ( UFRS 2001) Considere a figura, onde u e v sdo numeros complexos.

A 1m(2)
U cemmfmmmea,
e o N
v? : » Re(z)
1 .
Sev=u+ — ,entdo u vale:
u
. 1.1 NERRNE] V2 A2 1 3
a)-1+i b) —+i— C) —+i— d) ——+i— ) ——+i—
2 2 2 2 2 2 2 2
19. Dado o complexo z=-4-i, escreva-onaforma z=]|z|cis 8 ( se necessario,
use a calculadora).

20. Os complexos zi1, z» e zz sao vértices de um triangulo equilatero. Deduza a

expressdo de zz emfuncdode z; e z» e use esta expressao para calcular
z3 quando z1=5+4i e z,=3-3i.

21. Calcule o mo6dulo, um argumento, a parte real e a parte imaginaria do
complexo (1—i)"

22. Determine o argumento de cada um dos complexos:
-2
a

Z= b) z= i
VN V2=

23. Dados os complexos z =6 ( cos 5—ﬂ+isen5—7z) e w=3(cos £+isen—)
determine:

Zw, w2

bl

w
e _
<

<
w
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24. Determine as raizes quartas dos complexos em a) e b) e faca as respectivas
representacdbes geométricas.

a)—1 —/3 i b) —i

25. Resolva, em C, as equagées:

a)x*-8=0 b)x*+1=0 c) 2x°— 64 =0 d) x® +729
26. Sejam z e w complexos ndo nulos. Mostre que z e w sdo colineares com a

origem se e sO se a parte imaginaria de zw é nula.

27. Mostre que dois complexos ndo nulos z e w s&o perpendiculares se e somente

se a parte realde zw énula.
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Tabela Trigonométrica
Angulo sen cos tg Angulo sen cos tg
1° 0,017 1,000 0,017 46° 0,719 0,695 1,036
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072
3° 0,052 0,999 0,052 48° 0,743 0,669 1,111
4° 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,996 0,087 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235
7° 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0,141 53° 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1,428
11° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0,276 0,961 0,287 61° 0,875 0,485 1,804
17° 0,292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0,951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0,326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356
23° 0,391 0,921 0,424 68° 0,927 0,375 2,475
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,747
26° 0,438 0,899 0,488 71° 0,946 0,326 2,904
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,271
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,011
32° 0,530 0,848 0,625 77° 0,974 0,225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0,208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671
36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7,115
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 11,430
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290
45° 0,707 0,707 1,000
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