k-CAMPOS DE VETORES SOBRE VARIEDADES®
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Resumo

O indice de um k-campo continuo de vetores tangentes com um nimero finito de singularidades

é apresentado como sendo um elemento de um grupo de homotopia de uma variedade de Stiefel.

1 Introducao

Em [10], apresentamos a nogao de um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente indepen-
dentes, ou um k-referencial, definido sobre uma variedade diferenciavel. O maior ntiimero inteiro positivo
k para o qual a variedade admite um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente independentes
ou um k-referencial é chamado de Span da variedade. Caso a variedade nao admita um k-referencial,
ainda podemos perguntar se ela admite um k-campo continuo de vetores tangentes com um niimero
finito de singularidades, também chamado, por simplicidade, de um k-campo finitamente singular. Pelo
teorema de Poincaré-Hopf, todo campo continuo de vetores tangentes definido sobre a esfera S? tem pelo
menos uma singularidade. Assim, o Span(S?) = 0; isto ¢, S? ndo admite um I-referencial. No entanto, é
possivel definir, nao apenas um 1l-campo, mas também um 2-campo continuo de vetores tangentes, com
uma Gnica singularidade, sobre S2.

O objetivo deste artigo é o de introduzir a noc¢ado de indice de um k-campo finitamente singular e
resultados relacionados. Nao iremos detalhar as demonstrages, que poderdo ser encontradas em [11].
Visamos, assim, facilitar a leitura daqueles que desejem iniciar sua aprendizagem sobre esse assunto. O
indice de um k-campo finitamente singular é a obstrucédo a existéncia de um k-referencial (ou um k-campo
sem singularidades) sobre a variedade. Em outras palavras, quando o indice de um k-campo finitamente
singular definido sobre uma variedade é nulo, podemos estender esse campo a variedade toda, removendo
as singularidades. Definiremos o indice como um elemento de um grupo de homotopia de uma variedade
de Stiefel. Assim é desejavel, para uma boa compreensao do texto, nogoes sobre grupos de homotopia.

Varias questoes podem ser levantadas a respeito do indice de um k-campo finitamente singular:

e Quando é possivel definir um k-campo finitamente singular sobre uma variedade dada?

e Como achar o indice de um k-campo finitamente singular?

e Para variedades orientaveis, quando é que o indice nao depende da orientacao fixada na variedade?

e Como definir o indice de um k-campo finitamente singular, quando a variedade nao for orientavel?

* Palavras chave: span, indice de um k-campo com finitas singularidades, variedades de Stiefel
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e Quando é que o indice nao depende do k-campo finitamente singular definido sobre a variedade?

e Dada uma variedade compacta, orientada, quais elementos de um determinado grupo de homotopia
de uma variedade de Stiefel podem ser realizados como indice de algum k-campo finitamente

singular definido sobre a variedade?

As tentativas para responder a essas perguntas tém resultado em importantes trabalhos na area de
Topologia Algébrica, como o famoso Teorema de Poincaré - Hopf. Este teorema afirma que o indice de um
campo continuo de vetores tangentes com singularidades isoladas (ou zeros isolados), definido sobre uma
variedade diferenciavel, compacta, orientavel, é independente do campo; pois, é a caracteristica de Euler
da variedade e, portanto, um invariante topolégico. O teorema também é valido para variedades com
bordo; mas, neste caso, é preciso que se faga uma hipotese sobre o campo ao longo do bordo da variedade.
Alguns problemas sobre k-campos de vetores tangentes ainda se encontram em aberto, dependendo da
variedade fixada e do valor do ntimero inteiro k. Portanto, ainda hoje, esse assunto é uma fonte que
problemas interessantes, se constituindo em uma linha de pesquisa. Finalizamos este artigo, expondo

um breve historico sobre o desenvolvimento da teoria de k-campos com finitas singularidades.

2 Indice Local de um k-Campo

Em todo este artigo, sempre que nos referirmos a uma variedade, ela serd conexa e diferenciavel de classe

Ccr,r>1.

Defini¢ao 2.1 (k-campo) Sejam M uma variedade de dimensio n e k € N, tal que 1 <k <n. Um
k-campo continuo de vetores tangentes sobre a variedade M é uma k-upla v = (v1,va, - ,vg), onde cada
vi, 1 <1<k éum campo continuo de vetores tangentes de M ; isto €, cada v; € uma se¢do do fibrado
tangente de M. Quando o conjunto formado pelos campos v;, 1 < i < k, € linearmente independente,
0 k-campo é chamado de um k-referencial. Designaremos um k-campo continuo de vetores tangentes,

simplesmente, por um k-campo.
Defini¢ao 2.2 (conjunto das singularidades) O conjunto:
Sw) ={x e M, tal que vy (x),ve(x), - ,vi(x) sdo LD}

é denominado de conjunto das singularidades do k-campo v = (v1,va, -+ ,v;). Quando S(v) = 0 o

k-campo € um k-referencial. Quando S(v) for finito, o k-campo é dito finitamente singular.

Exemplo 2.1 O conjunto das singularidades de um k-campo nao precisa ser finito. Consideremos em
R? 0 2-campo v = (v1,v2), onde vi(z,y) = (0,1) e va(z,y) = (sen(x - /2),cos(x - 7/2)). Ao longo
de cada reta vertical x = 2j, j € Z , temos v2(27,y) = (sen(jn),cos(jm)). Logo, v2(24,y) = (0,1) ou

v2(27,y) = (0, —1). Assim, o conjunto das singularidades S(v) é constituido dessas retas verticais. As
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figuras 1 e 2 mostram, separadamente, 0s campos v1 € v, que compéem o 2-campo v. A figura 3 mostra

0s campos vy e vy sobrepostos, para —1 < x < 1, formando o 2-campo v.
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Figura 1: campo v; Figura 2: campo vy Figura 3: 2-campo v

Exemplo 2.2 Consideremos S* = {(z,y,2) € R3, tal que 2*> + y?> + 22 = 1} e 0 2-campo v = (v1,v2)

definido sobre a esfera S?:
vi(z,y,2)=(1—2—22 —z-y, 2(1-2))

’UQ(:anvZ) = (_‘T Y, 1 _Z_y27 y(l _Z))

A dinica singularidade desse campo € o polo norte N = (0,0, 1).

Daqui por diante, faremos a hipotese do conjunto das singularidades de um k-campo ser constituido
somente de singularidades isoladas; pois, o estudo desses casos ja é bastante complexo. A fim de defi-
nirmos o indice local de um k-campo e verificar algumas de suas propriedades, necessitamos relembrar o
que vem a ser uma variedade de Stiefel e observar que existem algumas involucoes, que sao definidas de

modo natural, sobre essas variedades.

Definigao 2.3 (variedade de Stiefel) Seja k € N1 < k < n. A variedade de Stiefel nao compacta,
denotada por Vi, (R™), consiste de todas as k-uplas de vetores ou k-referenciais v = (v1,va, -+ , V%) que

sao linearmente independentes em R"™.

Definigao 2.4 (variedade de Stiefel compacta) Seja k € N, 1 < k < n. Chamamos de variedade de

Stiefel compacta ao conjunto de todos os k-referenciais ortonormais em R™:
VE(R™) = {(v1,v2,--- ,vx) € R", tal que (v;,vj) = d;5}.

Observagao 2.1 Apesar das variedades de Stiefel Vi,(R™) e V,°(R™) ndo serem homeomorfas, usando o
processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt, é possivel construir uma homotopia entre elas. Portanto

0s seus grupos de homotopias sao isomorfos.
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Exemplo 2.3 A variedade de Stiefel V1 (R™) tem o mesmo tipo de homotopia que a esfera S"~'. A
variedade V,,(R™) tem o mesmo tipo de homotopia que o grupo de Lie O(n).

Cada elemento da variedade de Stiefel V,(R™) ou da variedade V,°(R™) admite uma representagdo ma-

tricial da forma:

Defini¢ao 2.5 (involugao na variedade de Stiefel) Para cada j € N, 1 < j <n defina a aplica¢io
i Vi(R™) — Vi(R™) como sendo aquela que troca o sinal da j-ésima linha da representag¢io matricial

de v = (vi, - ,vp) € Vi(R™); isto é:

V11 V12 o Uik V11 V12 o Uik
127 ('Ul; V2, ;Uk) = Wj Vi1 Vj2 ot Ujk = —Vj1  —Vj2 - —Ujk
Un1 Un2 - Unk Un1 Un2 e Unk

A aplicagdo pj, 1 < j < k é uma involugdo, uma vez que p;? = id. Além disso, para quaisquer que
sejam 7 e j, as aplicagdes u; e p; sdo homotopicas [11]. Portanto, todas elas pertencem a uma mesma

classe de homotopia, que denotaremos por fi.

Exemplo 2.4 Consideremos k = 1. Como Vi(R™) tem o mesmo tipo de homotopia que S"~ ' , . €
Tn_1(S™7Y), sendo este grupo de homotopia isomorfo a Z. O isomorfismo leva a classe de homotopia

1 no grau de uma reflexdo em S™'. Logo, p, = —1.

Defini¢ao 2.6 (indice local de um k-campo) Considerernos M uma variedade, sem bordo, de di-
mensao n, um k-campo, v = (v1,--- ,vy), definido sobre M e p € S(v) uma singularidade isolada do
k-campo v. Seja (U, ) uma carta local de M satisfazendo as condigies:

Sw)NU = {p}, vlp) =0, o(U) D D", onde D™ = {x € R",||z| < 1}. O #ndice local do k-
campo v, na singularidade p, em relagao a carta local (U, p), é a classe de homotopia da aplicagdo

fp:S"t — Vi (R™), definida por:

Fo(@) = (dpp-1(a) (V1 (07 (@), 5 dpi1(a) (vr (07" (2))))-

Assim, o indice local do k-campo v, na singularidade p, € um elemento do grupo de homotopia m, 1 (Vj(R™)).
Usamos a notagio: ind$ (v) = [fy] € mp—1(Vi(R™)). A figura 4 ilustra a defini¢do do indice local de um
k-campo, na singularidade isolada p, para k = 2. O ponto z € S' e z = ¢~ !(z) € M. A aplicagio
de = dp, : T,M — R? ¢ a diferencial da carta ¢, em z. A diferencial dy leva os campos L. I. v1(2)
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e v2(2), que pertencem ao plano tangente de M , em z, no 2-referencial (dg(vi(2)),dp(v2(2))) de R? .
Portanto, neste caso, f, : S' — Va(R?), fp(x) = (de(vi (9" (2))), dp(v2 (0™ (2)))) e indf(v) = [f,] €
™ (V2(R?)) = 1 (0(2)).
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Figura 4: Indice local de um 2-campo

Observagao 2.2

1. Na defini¢do de indice local, usamos a diferencial, dy, da carta, no ponto ¢~ '(z). Por isso, a

variedade deve ser diferenciavel.

2. A defini¢ao 2.6 ainda é valida para variedades com bordo. Neste caso, supéem-se que p € M \ 9M;

isto é, a singularidade isolada pertence ao interior da variedade.

3. Usando-se translacdo e homotetia é sempre possivel obter uma carta local (U, ) satisfazendo as

condigoes dadas na definicao 2.6 acima.

4. Na definicdo 2.6, ndo ha hipotese a respeito da orientabilidade da variedade M. Isto porque, uma

carta local sempre induz um orientagao numa vizinhanga da singularidade isolada p.

Exemplo 2.5 Quando M =R" ev é um 1-campo, [f,] € mp—1(S""1) 2 Z. O isomorfismo leva a classe

de homotopia [fp] no grau da aplicacio f,. A defini¢do 2.6 coincide com a apresentada em [9].

Algumas propriedades importantes do indice local de um k-campo com singularidades isoladas, definido
sobre uma variedade M, sao apresentadas nas proposicoes abaixo. As demonstracoes detalhadas dos
resultados podem ser encontradas em [11]. Observamos, ainda, que um k-campo com singularidades

isoladas, definido sobre uma variedade compacta , é finitamente singular.

Proposic¢ao 2.1 Sejam v = (vy, -+ ,v;) um k-campo sobre uma variedade M, sem bordo, e p uma
singularidade isolada de v. Sejam (U, p) e (V,4) cartas locais que induzem a mesma orientagdao local
numa vizinhanga de p em M, tais quep € UNV e UNVNS(v) = {p}. Indiquemos por indg (v) e indy (v)
0s indices locais do k-campo v, na singularidade p, seqgundo as cartas locais ¢ e 1, respectivamente.
Entao, ind$(v) = ind} (v).
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Consideremos a aplicagao linear: T : R™ — R"™, definida por:
T(x1, 22, &n) = (T1,22, + ,Tp—1, —Ty). A matriz mudanga de base de T tem determinante igual a
—1. Portanto, as orienta¢es induzidas, numa vizinhanga de p, pelas cartas locais (U, ) e (U, T o ) sdo

opostas.

Proposigao 2.2 Sejam v = (v1,--- ,vk) um k-campo sobre uma variedade M, sem bordo, e p uma
singularidade isolada de v. Sejam (U, ) e (U, T o @) cartas locais, com p € U, que induzem orientagies

opostas em uma vizinhanca de p. Entao indgo‘/’(v) = —p«indg (v).

Observagao 2.3 A orientag¢io de wma variedade é dada pelo sew atlas F = (Uy, ¢o) mazimal. Uma
carta qualquer desse atlas induz uma orientacao local, que serd compativel com a orientacdo fixada na
variedade. Desta forma, o indice local, na singularidade p, estard bem definido; pois, independe da
carta local escolhida para calculd-lo. Nesta situagdo, o indice do k-campo em p é denotado por indy(v),

omitindo-se a referéncia sobre a carta utilizada.

Proposigao 2.3 Sejam u = (ug,ug, - ,ur) e v = (v1,v2, -+ ,Ux) k-campos definidos sobre uma varie-
dade orientada M, tais que S(u) = S(v) = {p}. Se os k-campos forem homotdpicos, entio ind,(u) =
indy(v).

Observagao 2.4 Como as componentes de um k-campo, definido sobre uma variedade M, sdo se¢oes
do fibrado tangente de M, a homotopia entre dois k-campos deve preservar essa condi¢ao em todos os

seus niveis. Deve ser, portanto, uma homotopia por k-campos.

3 Indice Global de um k-campo e Obstrucao a Existéncia de um

k-Referencial

Nesta secao, consideraremos a variedade M como sendo diferenciavel, sem bordo, orientada, de dimensao
n. Suponhamos que v = (v1, v, ,v;) seja um k-campo definido sobre M, cujo conjunto das singu-
laridades é finito. Logo, a soma de todos os indices locais estara bem definida. Além disso, como M é
orientada, o calculo do indice local de v, em cada singularidade p, nao depende da carta escolhida, em

torno de p. Nessas condi¢bes podemos definir o indice global de um k-campo.

Defini¢ao 3.1 (indice global de um k-campo) Sejam M uma variedade sem bordo, orientada, de
dimensdo n e v = (v1,va, -+ ,v) wum k-campo finitamente singular definido em M. O indice global do

k-campo v, denotado por ind(v) é definido por:

ind(v) = Z indp(v), onde ind(v) € mp—1(Vi(R™))
peES(v)
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Observagao 3.1 Suponhamos que v = (vi,v2,--- ,v;) seja um k-campo, cujas singularidades sejam
todas isoladas, definido sobre uma variedade compacta. Pelo fato da variedade ser compacta, o conjunto

das singularidades, S(v), serd finito e podemos aplicar a defini¢iao de indice global dada acima.

Exemplo 3.1 As trés figuras abaizo mostram campos de vetores em R?, tendo como inica singularidade
a origem.

O campo u : R? — R2, definido por u(z,y) = (z,y) tem indice global igual a 1.

O campo v : R? — R?, definido por v(z,y) = (x,—y) tem indice global igual a -1.

O campo constante w : R? — R?, definido por w(x,y) = (0,1) tem indice global igual a zero.
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Figura 5: ind(u)=1 Figura 6: ind(v)= -1 Figura 7: ind(w)=0

Exemplo 3.2 Seja M? uma variedade compacta, sem bordo, orientada, de dimensio 3. O indice de
qualquer que seja o 3-campo v = (v1,va,v3) finitamente singular sobre M serd nulo. De fato, ind(v) €
12 (V3(R?)) = 73(0?)). Usando os isomosfismos abaizo (vide [8], [11]), temos que o grupo ma(O3)) ¢é
nulo.

m3(0%)) = m3(SO%)) = my(RP?)) = my(5%)) = 0

Observacao 3.2 O indice de um k-campo finitamente singular sobre a esfera S™ é conhecido, mas a
sua descri¢do exige conceitos mais complexos na drea de topologia algébrica. O indice de um k-campo
finitamente singular sobre S% é sempre diferente de zero. Por outro lado, S® é um caso particular do

exemplo 3.2.

Observacgao 3.3 Dada uma variedade orientdvel, hd duas orientagoes possiveis que podemos fizar na
variedade. Denotemos as variedades com as orientacoes fivadas por M e M~. Se v e v~ denotam
um mesmo k-campo v, quando considerado sobre M e M~ , respectivamente, usando a proposicdo 2.2,
temos que ind(v') = —pind(v™). Assim, em alguns casos, dependendo da dimensio da variedade e do

valor de k, o indice global pode depender da orientacao fizada na variedade.
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O principal resultado que desejamos evidenciar, é dado no teorema abaixo, que afirma que o indice de
um k-campo é a obstrugao a remocao das suas singularidades. Quando o indice de um k-campo v é zero,
serd possivel definir, na variedade, um outro k-campo w sem singularidades. Vamos mostrar este fato,

para o caso de um k-campo com uma Unica singularidade.

Teorema 3.1 Sejam M uma variedade, sem bordo, orientada, de dimensao n e v = (v1,v2, -+ ,Uk) um
k-campo com uma tinica singularidade p, definido sobre M. Se ind(v) = 0, entdo existe um k-campo T
sem singularidades, definido sobre M, tal que © = v no complementar de um aberto W de M ; isto é,

v(z) =v(z) para z € M\ W.

Demonstragao Como o k-campo possui uma tnica singularidade, o indice global de v coincide com o
indice local de v , em p. Pelo fato da variedade ser orientada, podemos escolher qualquer carta (U, ¢),
com p € U, do atlas maximal de M para calcular o indice. Podemos ainda supor que ¢(p) = 0 e

»(U) D D™. Denotemos por B" o interior do disco fechado D™.
ind(v) = indy(v) = [f,], ondef, : S*~1 — Vi (R")

Fo(@) = (dpp-1() (01 (97 (2))), -, dpp100y (vi(9 ™ (2)))).

Como, por hipotese ind(v) = 0, a aplicagido f, : S"~! — Vi (R") pode ser estendida continuamente a
uma aplicagao definida em D", f, : D" — Vi (R"). Geometricamente, f,(z) = (w1 (x), w2(z), -, wy(x))

descreve um k-referencial em R"™. Definimos o k-campo 7, em z € M da seguinte forma:

e { (dp iy (wi(p(2)), s dipg ) (wi(p(2)) sz €7 !(D")
U(Z) ) se 2z € M\wfl(Bn)

Como f_p é uma extensao de f,, f_p = f, para x € S""! e, portanto, o k-campo ¥ estard bem definido
para z € d(p~1(D"). Por fim, notemos que a aplica¢do diferencial dgo;(lz) é uma aplicagao linear e,
portanto, leva a k-upla (wi(p(2))), - ,wr(p(z)))) de vetores L. I. de R™, em um k-referencial de M.
Logo, S(7) = S(v) \ {p} =0.

Observacao 3.4 O resultado do teorema pode ser estendido para o caso de um k-campo com um nimero

finito de singularidades.

Observagao 3.5 Também € possivel definir o indice global de um k-campo finitamente singular, v,
definido sobre uma variedade, sem bordo, nao-orientdvel. Neste caso, levando em conta a proposicao

2.2, o indice ird pertencer a wm grupo quociente G/H, onde G = 7,1 (Vi (R™).

4 Um breve histoérico

Apresentamos um resumo sobre os principais resultados a respeito de k-campos definidos sobre uma

variedade diferenciavel, compacta, sem bordo, de dimensdo n, tendo por base o artigo [15]. Em cada
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item indicamos as hip6teses sobre k , dimensao e orientabilidade da variedade. Usaremos a hipotese -

M orientdvel - nos casos em que o indice independe da orientacao fixada na variedade.

e Para k =1, M orientavel, o Teorema de Poincaré-Hopf afirma que o ind(v) é a caracteristica de
Euler da variedade M. O teorema foi provado para duas dimensdes por Jules Henri Poincaré (1854-
1912) e generalizado para qualquer dimensao, em 1926, por Heinz Hopf (1894-1971). Observamos
ainda que o teorema de Hopf também é valido para variedades orientadas com bordo, desde que se

faga alguma hipodtese sobre o campo ao longo do bordo da variedade (vide [4] , [15]).

e Para k = 1, M nao-orientavel, o Toerema de Hopf ainda é vilido; isto é, o indice do campo com
um nimero finito de singularidades ainda é dado pela caracteristica de Euler da variedade; mas

nesse caso € necessario que se introduza a nocao de cohomologia com coeficientes locais ou torcidos
(vide [11]).

e Para k =2, n =4, M orientada, F. Hirzebruch and H. Hopf, provaram, em 1958, que ind(v) pode

variar com o campo definido sobre a variedade (vide [5]).

e Para k =2 n >4, M orientavel para o caso em que n é impar e M orientada, para o caso em que
n é par, resultados devidos a M. F. Atiyah, I. Singer, D. Frank, E. Thomas, obtidos entre 1960 e
1970, mostram que ind(v) é independente da escolha do 2-campo, uma vez que o calculo do indice
s6 depende de invariantes toplogicos, a saber caracteristica de Euler, semicaracteristica de Kevaire

e assinatura da variedade (vide [15]).

e Para k = 2, M nao-orientavel, devem ser feitas hipoteses adicionais sobre a variedade, para que
se possa decidir se o indice de um 2-campo finitamente singular depende ou independe do campo
definido sobre M. Por exemplo, se a dimensao da variedade for impar, o indice pode depender da

escolha do campo (vide [15]).

e Para k = 3, M, orientavel, n = 3, E. Stiefel mostrou, em 1936, que a variedade é paralelizavel ;

isto é admite um 3-referencial (vide [15]).
e Para k =3, M orientada, n > 5, trabalho de M. F. Atiyah e J. L. Dupont, em 1972 (vide [1]).

e Para k = 3, M nao-orientavel, trabalhos de U. Koschorke , D. Randall e J.L.. Arraut, entre 1980 e
1990 (vide [7], [12], [13]).

e Para k > 4, o estudo sobre k-campos nao é completo; pois depende da orientabilidade e da dimensao
da variedade e se essa dimensao é par ou impar. H4 varios resultados sobre o span de uma variedade

(vide [15], [14]) e outros obtidos por U. Koschorke e D. Randall (vide [7], [13]) e, mais recentemente,

[2].
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e Para o caso da esfera, quando n é par, x(S™) =2, logo todo k-campo definido sobre uma esfera de
dimensao par tem pelo menos uma singularidade. Para n impar, teoremas sobre o Span(S™) (vide
definigdo em [10]) foram obtidos por M. Kervaire, J. Milnor, A. Hurwitz, J. Radon, N. Steenrod,
J. H. C. Whitehead e J. F. Adams, que se utilizaram de resultados complexos que haviam sido
desenvolvidos por Bott, Atiyah e Hirzerbruch. Em 1958, Kervaire e Milnor mostraram que as

tinicas esferas paralelizaveis sio: S, S% e S7.

Para maiores detalhes sobre historia da Matematica vide [16].
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