
k-Campos de Vetores sobre Variedades∗Maria Hermínia de Paula Leite Mello †ResumoO índi
e de um k-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes 
om um número �nito de singularidadesé apresentado 
omo sendo um elemento de um grupo de homotopia de uma variedade de Stiefel.1 IntroduçãoEm [10℄, apresentamos a noção de um k-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes linearmente indepen-dentes, ou um k-referen
ial, de�nido sobre uma variedade diferen
iável. O maior número inteiro positivo
k para o qual a variedade admite um k-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes linearmente independentesou um k-referen
ial é 
hamado de Span da variedade. Caso a variedade não admita um k-referen
ial,ainda podemos perguntar se ela admite um k-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes 
om um número�nito de singularidades, também 
hamado, por simpli
idade, de um k-
ampo �nitamente singular. Peloteorema de Poin
aré-Hopf, todo 
ampo 
ontínuo de vetores tangentes de�nido sobre a esfera S2 tem pelomenos uma singularidade. Assim, o Span(S2) = 0; isto é, S2 não admite um 1-referen
ial. No entanto, épossível de�nir, não apenas um 1-
ampo, mas também um 2-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes, 
omuma úni
a singularidade, sobre S2.O objetivo deste artigo é o de introduzir a noção de índi
e de um k-
ampo �nitamente singular eresultados rela
ionados. Não iremos detalhar as demonstrações, que poderão ser en
ontradas em [11℄.Visamos, assim, fa
ilitar a leitura daqueles que desejem ini
iar sua aprendizagem sobre esse assunto. Oíndi
e de um k-
ampo �nitamente singular é a obstrução à existên
ia de um k-referen
ial (ou um k-
amposem singularidades) sobre a variedade. Em outras palavras, quando o índi
e de um k-
ampo �nitamentesingular de�nido sobre uma variedade é nulo, podemos estender esse 
ampo à variedade toda, removendoas singularidades. De�niremos o índi
e 
omo um elemento de um grupo de homotopia de uma variedadede Stiefel. Assim é desejável, para uma boa 
ompreensão do texto, noções sobre grupos de homotopia.Várias questões podem ser levantadas a respeito do índi
e de um k-
ampo �nitamente singular:

• Quando é possível de�nir um k-
ampo �nitamente singular sobre uma variedade dada?
• Como a
har o índi
e de um k-
ampo �nitamente singular?
• Para variedades orientáveis, quando é que o índi
e não depende da orientação �xada na variedade?
• Como de�nir o índi
e de um k-
ampo �nitamente singular, quando a variedade não for orientável?

∗Palavras 
have: span, índi
e de um k-
ampo 
om �nitas singularidades, variedades de Stiefel
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• Quando é que o índi
e não depende do k-
ampo �nitamente singular de�nido sobre a variedade?
• Dada uma variedade 
ompa
ta, orientada, quais elementos de um determinado grupo de homotopiade uma variedade de Stiefel podem ser realizados 
omo índi
e de algum k-
ampo �nitamentesingular de�nido sobre a variedade?As tentativas para responder a essas perguntas têm resultado em importantes trabalhos na área deTopologia Algébri
a, 
omo o famoso Teorema de Poin
aré - Hopf. Este teorema a�rma que o índi
e de um
ampo 
ontínuo de vetores tangentes 
om singularidades isoladas (ou zeros isolados), de�nido sobre umavariedade diferen
iável, 
ompa
ta, orientável, é independente do 
ampo; pois, é a 
ara
terísti
a de Eulerda variedade e, portanto, um invariante topológi
o. O teorema também é válido para variedades 
ombordo; mas, neste 
aso, é pre
iso que se faça uma hipótese sobre o 
ampo ao longo do bordo da variedade.Alguns problemas sobre k-
ampos de vetores tangentes ainda se en
ontram em aberto, dependendo davariedade �xada e do valor do número inteiro k. Portanto, ainda hoje, esse assunto é uma fonte queproblemas interessantes, se 
onstituindo em uma linha de pesquisa. Finalizamos este artigo, expondoum breve históri
o sobre o desenvolvimento da teoria de k-
ampos 
om �nitas singularidades.2 Índi
e Lo
al de um k-CampoEm todo este artigo, sempre que nos referirmos a uma variedade, ela será 
onexa e diferen
iável de 
lasse

Cr, r ≥ 1.De�nição 2.1 (k-
ampo) Sejam M uma variedade de dimensão n e k ∈ N, tal que 1 ≤ k ≤ n. Umk-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes sobre a variedade M é uma k-upla v = (v1, v2, · · · , vk), onde 
ada
vi, 1 ≤ i ≤ k é um 
ampo 
ontínuo de vetores tangentes de M ; isto é, 
ada vi é uma seção do �bradotangente de M . Quando o 
onjunto formado pelos 
ampos vi, 1 ≤ i ≤ k, é linearmente independente,o k-
ampo é 
hamado de um k-referen
ial. Designaremos um k-
ampo 
ontínuo de vetores tangentes,simplesmente, por um k-
ampo.De�nição 2.2 (
onjunto das singularidades) O 
onjunto:

S(v) = {x ∈M, tal que v1(x), v2(x), · · · , vk(x) são LD}é denominado de 
onjunto das singularidades do k-
ampo v = (v1, v2, · · · , vk). Quando S(v) = ∅ o
k-
ampo é um k-referen
ial. Quando S(v) for �nito, o k-
ampo é dito �nitamente singular.Exemplo 2.1 O 
onjunto das singularidades de um k-
ampo não pre
isa ser �nito. Consideremos em
R

2 o 2-
ampo v = (v1, v2), onde v1(x, y) = (0, 1) e v2(x, y) = (sen(x · π/2), cos(x · π/2)). Ao longode 
ada reta verti
al x = 2j, j ∈ Z , temos v2(2j, y) = (sen(jπ), cos(jπ)). Logo, v2(2j, y) = (0, 1) ou
v2(2j, y) = (0,−1). Assim, o 
onjunto das singularidades S(v) é 
onstituído dessas retas verti
ais. As



M. H. de P. L. Mello k-Campos de Vetores sobre Variedades 39�guras 1 e 2 mostram, separadamente, os 
ampos v1 e v2, que 
ompõem o 2-
ampo v. A �gura 3 mostraos 
ampos v1 e v2 sobrepostos, para −1 ≤ x ≤ 1, formando o 2-
ampo v.
Figura 1: 
ampo v1
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Figura 2: 
ampo v2 Figura 3: 2-
ampo vExemplo 2.2 Consideremos S2 = {(x, y, z) ∈ R
3, tal que x2 + y2 + z2 = 1} e o 2-
ampo v = (v1, v2)de�nido sobre a esfera S2:

v1(x, y, z) = (1 − z − x2, −x · y, x(1 − z))

v2(x, y, z) = (−x · y, 1 − z − y2, y(1 − z))A úni
a singularidade desse 
ampo é o polo norte N = (0, 0, 1).Daqui por diante, faremos a hipótese do 
onjunto das singularidades de um k-
ampo ser 
onstituídosomente de singularidades isoladas; pois, o estudo desses 
asos já é bastante 
omplexo. A �m de de�-nirmos o índi
e lo
al de um k-
ampo e veri�
ar algumas de suas propriedades, ne
essitamos relembrar oque vem a ser uma variedade de Stiefel e observar que existem algumas involuções, que são de�nidas demodo natural, sobre essas variedades.De�nição 2.3 (variedade de Stiefel) Seja k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. A variedade de Stiefel não 
ompa
ta,denotada por Vk(Rn), 
onsiste de todas as k-uplas de vetores ou k-referen
iais v = (v1, v2, · · · , vk) quesão linearmente independentes em R
n.De�nição 2.4 (variedade de Stiefel 
ompa
ta) Seja k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. Chamamos de variedade deStiefel 
ompa
ta ao 
onjunto de todos os k-referen
iais ortonormais em R

n:
V ck (Rn) = {(v1, v2, · · · , vk) ∈ R

n, tal que 〈vi, vj〉 = δij}.Observação 2.1 Apesar das variedades de Stiefel Vk(Rn) e V ck (Rn) não serem homeomorfas, usando opro
esso de ortogonalização de Gram-S
hmidt, é possível 
onstruir uma homotopia entre elas. Portantoos seus grupos de homotopias são isomorfos.
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a Vol. 18 (2006)Exemplo 2.3 A variedade de Stiefel V1(R
n) tem o mesmo tipo de homotopia que a esfera Sn−1. Avariedade Vn(Rn) tem o mesmo tipo de homotopia que o grupo de Lie O(n).Cada elemento da variedade de Stiefel Vk(Rn) ou da variedade V ck (Rn) admite uma representação ma-tri
ial da forma:

v = (v1, v2, · · · , vk) =









v11 v12 · · · v1k... ... ... ...
vn1 vn2 · · · vnk







De�nição 2.5 (involução na variedade de Stiefel) Para 
ada j ∈ N, 1 ≤ j ≤ n de�na a apli
ação
µj : Vk(R

n) → Vk(R
n) 
omo sendo aquela que tro
a o sinal da j-ésima linha da representação matri
ialde v = (v1, · · · , vk) ∈ Vk(R

n); isto é:
µj(v1, v2, · · · , vk) = µj





















v11 v12 · · · v1k... ... ... ...
vj1 vj2 · · · vjk... ... ......
vn1 vn2 · · · vnk





















=





















v11 v12 · · · v1k... ... ... ...
−vj1 −vj2 · · · −vjk... ... ......
vn1 vn2 · · · vnk



















A apli
ação µj , 1 ≤ j ≤ k é uma involução, uma vez que µj2 = id. Além disso, para quaisquer quesejam i e j, as apli
ações µi e µj são homotópi
as [11℄. Portanto, todas elas perten
em a uma mesma
lasse de homotopia, que denotaremos por µ∗.Exemplo 2.4 Consideremos k = 1. Como V1(R
n) tem o mesmo tipo de homotopia que Sn−1 , µ∗ ∈

πn−1(S
n−1), sendo este grupo de homotopia isomorfo a Z. O isomor�smo leva a 
lasse de homotopia

µ∗ no grau de uma re�exão em Sn−1. Logo, µ∗ = −1.De�nição 2.6 (índi
e lo
al de um k-
ampo) Consideremos M uma variedade, sem bordo, de di-mensão n, um k-
ampo, v = (v1, · · · , vk), de�nido sobre M e p ∈ S(v) uma singularidade isolada do
k-
ampo v. Seja (U,ϕ) uma 
arta lo
al de M satisfazendo as 
ondições:
S(v) ∩ U = {p}, ϕ(p) = 0, ϕ(U) ⊃ Dn, onde Dn = {x ∈ R

n, ‖x‖ ≤ 1}. O índi
e lo
al do k-
ampo v, na singularidade p, em relação à 
arta lo
al (U,ϕ), é a 
lasse de homotopia da apli
ação
fp : Sn−1 −→ Vk(R

n), de�nida por:
fp(x) = (dϕϕ−1(x)(v1(ϕ

−1(x))), · · · , dϕϕ−1(x)(vk(ϕ
−1(x)))).Assim, o índi
e lo
al do k-
ampo v, na singularidade p, é um elemento do grupo de homotopia πn−1(Vk(R

n)).Usamos a notação: indϕp (v) = [fp] ∈ πn−1(Vk(R
n)). A �gura 4 ilustra a de�nição do índi
e lo
al de um

k-
ampo, na singularidade isolada p, para k = 2. O ponto x ∈ S1 e z = ϕ−1(x) ∈ M . A apli
ação
dϕ = dϕz : TzM → R

2 é a diferen
ial da 
arta ϕ, em z. A diferen
ial dϕ leva os 
ampos L. I. v1(z)



M. H. de P. L. Mello k-Campos de Vetores sobre Variedades 41e v2(z), que perten
em ao plano tangente de M , em z, no 2-referen
ial (dϕ(v1(z)), dϕ(v2(z))) de R
2 .Portanto, neste 
aso, fp : S1 → V2(R

2), fp(x) = (dϕ(v1(ϕ
−1(x))), dϕ(v2(ϕ

−1(x)))) e indϕp (v) = [fp] ∈

π1(V2(R
2)) ∼= π1(O(2)).

Figura 4: Índi
e lo
al de um 2-
ampoObservação 2.21. Na de�nição de índi
e lo
al, usamos a diferen
ial, dϕ, da 
arta, no ponto ϕ−1(x). Por isso, avariedade deve ser diferen
iável.2. A de�nição 2.6 ainda é válida para variedades 
om bordo. Neste 
aso, supõem-se que p ∈M \ ∂M ;isto é, a singularidade isolada perten
e ao interior da variedade.3. Usando-se translação e homotetia é sempre possível obter uma 
arta lo
al (U,ϕ) satisfazendo as
ondições dadas na de�nição 2.6 a
ima.4. Na de�nição 2.6, não há hipótese a respeito da orientabilidade da variedade M . Isto porque, uma
arta lo
al sempre induz um orientação numa vizinhança da singularidade isolada p.Exemplo 2.5 Quando M = R
n e v é um 1-
ampo, [fp] ∈ πn−1(S

n−1) ∼= Z. O isomor�smo leva a 
lassede homotopia [fp] no grau da apli
ação fp. A de�nição 2.6 
oin
ide 
om a apresentada em [9℄.Algumas propriedades importantes do índi
e lo
al de um k-
ampo 
om singularidades isoladas, de�nidosobre uma variedade M , são apresentadas nas proposições abaixo. As demonstrações detalhadas dosresultados podem ser en
ontradas em [11℄. Observamos, ainda, que um k-
ampo 
om singularidadesisoladas, de�nido sobre uma variedade 
ompa
ta , é �nitamente singular.Proposição 2.1 Sejam v = (v1, · · · , vk) um k-
ampo sobre uma variedade M , sem bordo, e p umasingularidade isolada de v. Sejam (U,ϕ) e (V, ψ) 
artas lo
ais que induzem a mesma orientação lo
alnuma vizinhança de p em M , tais que p ∈ U∩V e U∩V ∩S(v) = {p}. Indiquemos por indϕp (v) e indψp (v)os índi
es lo
ais do k-
ampo v, na singularidade p, segundo as 
artas lo
ais ϕ e ψ, respe
tivamente.Então, indϕp (v) = indψp (v).
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a Vol. 18 (2006)Consideremos a apli
ação linear: T : R
n → R

n, de�nida por:
T (x1, x2, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xn−1,−xn). A matriz mudança de base de T tem determinante igual a
−1. Portanto, as orientações induzidas, numa vizinhança de p, pelas 
artas lo
ais (U,ϕ) e (U, T ◦ϕ) sãoopostas.Proposição 2.2 Sejam v = (v1, · · · , vk) um k-
ampo sobre uma variedade M , sem bordo, e p umasingularidade isolada de v. Sejam (U,ϕ) e (U, T ◦ ϕ) 
artas lo
ais, 
om p ∈ U , que induzem orientaçõesopostas em uma vizinhança de p. Então indT◦ϕ

p (v) = −µ∗ind
ϕ
p (v).Observação 2.3 A orientação de uma variedade é dada pelo seu atlas F = (Uα, ϕα) maximal. Uma
arta qualquer desse atlas induz uma orientação lo
al, que será 
ompatível 
om a orientação �xada navariedade. Desta forma, o índi
e lo
al, na singularidade p, estará bem de�nido; pois, independe da
arta lo
al es
olhida para 
al
ulá-lo. Nesta situação, o índi
e do k-
ampo em p é denotado por indp(v),omitindo-se a referên
ia sobre a 
arta utilizada.Proposição 2.3 Sejam u = (u1, u2, · · · , uk) e v = (v1, v2, · · · , vk) k-
ampos de�nidos sobre uma varie-dade orientada M , tais que S(u) = S(v) = {p}. Se os k-
ampos forem homotópi
os, então indp(u) =

indp(v).Observação 2.4 Como as 
omponentes de um k-
ampo, de�nido sobre uma variedade M , são seçõesdo �brado tangente de M , a homotopia entre dois k-
ampos deve preservar essa 
ondição em todos osseus níveis. Deve ser, portanto, uma homotopia por k-
ampos.3 Índi
e Global de um k-
ampo e Obstrução à Existên
ia de um
k-Referen
ialNesta seção, 
onsideraremos a variedadeM 
omo sendo diferen
iável, sem bordo, orientada, de dimensão

n. Suponhamos que v = (v1, v2, · · · , vk) seja um k-
ampo de�nido sobre M , 
ujo 
onjunto das singu-laridades é �nito. Logo, a soma de todos os índi
es lo
ais estará bem de�nida. Além disso, 
omo M éorientada, o 
ál
ulo do índi
e lo
al de v, em 
ada singularidade p, não depende da 
arta es
olhida, emtorno de p. Nessas 
ondições podemos de�nir o índi
e global de um k-
ampo.De�nição 3.1 (índi
e global de um k-
ampo) Sejam M uma variedade sem bordo, orientada, dedimensão n e v = (v1, v2, · · · , vk) um k-
ampo �nitamente singular de�nido em M . O índi
e global do
k-
ampo v, denotado por ind(v) é de�nido por:

ind(v) =
∑

p∈S(v)

indp(v), onde ind(v) ∈ πn−1(Vk(R
n))



M. H. de P. L. Mello k-Campos de Vetores sobre Variedades 43Observação 3.1 Suponhamos que v = (v1, v2, · · · , vk) seja um k-
ampo, 
ujas singularidades sejamtodas isoladas, de�nido sobre uma variedade 
ompa
ta. Pelo fato da variedade ser 
ompa
ta, o 
onjuntodas singularidades, S(v), será �nito e podemos apli
ar a de�nição de índi
e global dada a
ima.Exemplo 3.1 As três �guras abaixo mostram 
ampos de vetores em R
2, tendo 
omo úni
a singularidadea origem.O 
ampo u : R

2 → R
2, de�nido por u(x, y) = (x, y) tem índi
e global igual a 1.O 
ampo v : R

2 → R
2, de�nido por v(x, y) = (x,−y) tem índi
e global igual a -1.O 
ampo 
onstante w : R

2 → R
2, de�nido por w(x, y) = (0, 1) tem índi
e global igual a zero.

y
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Figura 5: ind(u)=1
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Figura 6: ind(v)= -1 Figura 7: ind(w)=0Exemplo 3.2 Seja M3 uma variedade 
ompa
ta, sem bordo, orientada, de dimensão 3. O índi
e dequalquer que seja o 3-
ampo v = (v1, v2, v3) �nitamente singular sobre M será nulo. De fato, ind(v) ∈

π2(V3(R
3)) ∼= π2(O

3)). Usando os isomos�smos abaixo (vide [8℄, [11℄), temos que o grupo π2(O
3)) énulo.

π2(O
3)) ∼= π2(SO

3)) ∼= π2(RP
3)) ∼= π2(S

3)) = 0Observação 3.2 O índi
e de um k-
ampo �nitamente singular sobre a esfera Sn é 
onhe
ido, mas asua des
rição exige 
on
eitos mais 
omplexos na área de topologia algébri
a. O índi
e de um k-
ampo�nitamente singular sobre S2 é sempre diferente de zero. Por outro lado, S3 é um 
aso parti
ular doexemplo 3.2.Observação 3.3 Dada uma variedade orientável, há duas orientações possíveis que podemos �xar navariedade. Denotemos as variedades 
om as orientações �xadas por M+ e M−. Se v+ e v− denotamum mesmo k-
ampo v, quando 
onsiderado sobre M+ e M−, respe
tivamente, usando a proposição 2.2,temos que ind(v+) = −µ∗ind(v
−). Assim, em alguns 
asos, dependendo da dimensão da variedade e dovalor de k, o índi
e global pode depender da orientação �xada na variedade.
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a Vol. 18 (2006)O prin
ipal resultado que desejamos eviden
iar, é dado no teorema abaixo, que a�rma que o índi
e deum k-
ampo é a obstrução à remoção das suas singularidades. Quando o índi
e de um k-
ampo v é zero,será possível de�nir, na variedade, um outro k-
ampo u sem singularidades. Vamos mostrar este fato,para o 
aso de um k-
ampo 
om uma úni
a singularidade.Teorema 3.1 Sejam M uma variedade, sem bordo, orientada, de dimensão n e v = (v1, v2, · · · , vk) um
k-
ampo 
om uma úni
a singularidade p, de�nido sobre M . Se ind(v) = 0, então existe um k-
ampo vsem singularidades, de�nido sobre M , tal que v = v no 
omplementar de um aberto W de M ; isto é,
v(z) = v(z) para z ∈M \W .Demonstração Como o k-
ampo possui uma úni
a singularidade, o índi
e global de v 
oin
ide 
om oíndi
e lo
al de v , em p. Pelo fato da variedade ser orientada, podemos es
olher qualquer 
arta (U,ϕ),
om p ∈ U , do atlas maximal de M para 
al
ular o índi
e. Podemos ainda supor que ϕ(p) = 0 e
ϕ(U) ⊃ Dn. Denotemos por Bn o interior do dis
o fe
hado Dn.

ind(v) = indp(v) = [fp], ondefp : Sn−1 −→ Vk(R
n)

fp(x) = (dϕϕ−1(x)(v1(ϕ
−1(x))), · · · , dϕϕ−1(x)(vk(ϕ

−1(x)))).Como, por hipótese ind(v) = 0, a apli
ação fp : Sn−1 −→ Vk(R
n) pode ser estendida 
ontinuamente auma apli
ação de�nida emDn, fp : Dn −→ Vk(R

n). Geometri
amente, fp(x) = (w1(x), w2(x), · · · , wn(x))des
reve um k-referen
ial em R
n. De�nimos o k-
ampo v, em z ∈M da seguinte forma:

v(z) =

{

(dϕ−1
ϕ(z)(w1(ϕ(z))), · · · , dϕ−1

ϕ(z)(wk(ϕ(z)))) , se z ∈ ϕ−1(Dn)

v(z) , se z ∈M \ ϕ−1(Bn)Como fp é uma extensão de fp, fp = fp para x ∈ Sn−1 e, portanto, o k-
ampo v estará bem de�nidopara z ∈ ∂(ϕ−1(Dn). Por �m, notemos que a apli
ação diferen
ial dϕ−1
ϕ(z) é uma apli
ação linear e,portanto, leva a k-upla (w1(ϕ(z))), · · · , wk(ϕ(z)))) de vetores L. I. de R
n, em um k-referen
ial de M .Logo, S(v) = S(v) \ {p} = ∅.Observação 3.4 O resultado do teorema pode ser estendido para o 
aso de um k-
ampo 
om um número�nito de singularidades.Observação 3.5 Também é possível de�nir o índi
e global de um k-
ampo �nitamente singular, v,de�nido sobre uma variedade, sem bordo, não-orientável. Neste 
aso, levando em 
onta a proposição2.2, o índi
e irá perten
er a um grupo quo
iente G/H, onde G = πn−1(Vk(R

n).4 Um breve históri
oApresentamos um resumo sobre os prin
ipais resultados a respeito de k-
ampos de�nidos sobre umavariedade diferen
iável, 
ompa
ta, sem bordo, de dimensão n, tendo por base o artigo [15℄. Em 
ada
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amos as hipóteses sobre k , dimensão e orientabilidade da variedade. Usaremos a hipótese -
M orientável - nos 
asos em que o índi
e independe da orientação �xada na variedade.

• Para k = 1 , M orientável, o Teorema de Poin
aré-Hopf a�rma que o ind(v) é a 
ara
terísti
a deEuler da variedadeM . O teorema foi provado para duas dimensões por Jules Henri Poin
aré (1854-1912) e generalizado para qualquer dimensão, em 1926, por Heinz Hopf (1894-1971). Observamosainda que o teorema de Hopf também é válido para variedades orientadas 
om bordo, desde que sefaça alguma hipótese sobre o 
ampo ao longo do bordo da variedade (vide [4℄ , [15℄).
• Para k = 1, M não-orientável, o Toerema de Hopf ainda é válido; isto é, o índi
e do 
ampo 
omum número �nito de singularidades ainda é dado pela 
ara
terísti
a de Euler da variedade; masnesse 
aso é ne
essário que se introduza a noção de 
ohomologia 
om 
oe�
ientes lo
ais ou tor
idos(vide [11℄).
• Para k = 2, n = 4, M orientada, F. Hirzebru
h and H. Hopf, provaram, em 1958, que ind(v) podevariar 
om o 
ampo de�nido sobre a variedade (vide [5℄).
• Para k = 2, n > 4, M orientável para o 
aso em que n é ímpar e M orientada, para o 
aso em que
n é par, resultados devidos a M. F. Atiyah, I. Singer, D. Frank, E. Thomas, obtidos entre 1960 e1970, mostram que ind(v) é independente da es
olha do 2-
ampo, uma vez que o 
ál
ulo do índi
esó depende de invariantes toplógi
os, a saber 
ara
terísti
a de Euler, semi
ara
terísti
a de Kevairee assinatura da variedade (vide [15℄).

• Para k = 2, M não-orientável, devem ser feitas hipóteses adi
ionais sobre a variedade, para quese possa de
idir se o índi
e de um 2-
ampo �nitamente singular depende ou independe do 
ampode�nido sobre M . Por exemplo, se a dimensão da variedade for ímpar, o índi
e pode depender daes
olha do 
ampo (vide [15℄).
• Para k = 3, M , orientável, n = 3, E. Stiefel mostrou, em 1936, que a variedade é paralelizável ;isto é admite um 3-referen
ial (vide [15℄).
• Para k = 3, M orientada, n > 5, trabalho de M. F. Atiyah e J. L. Dupont, em 1972 (vide [1℄).
• Para k = 3, M não-orientável, trabalhos de U. Kos
horke , D. Randall e J.L. Arraut, entre 1980 e1990 (vide [7℄, [12℄, [13℄).
• Para k ≥ 4, o estudo sobre k-
ampos não é 
ompleto; pois depende da orientabilidade e da dimensãoda variedade e se essa dimensão é par ou ímpar. Há vários resultados sobre o span de uma variedade(vide [15℄, [14℄) e outros obtidos por U. Kos
horke e D. Randall (vide [7℄, [13℄) e, mais re
entemente,[2℄.
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• Para o 
aso da esfera, quando n é par, χ(Sn) =2, logo todo k-
ampo de�nido sobre uma esfera dedimensão par tem pelo menos uma singularidade. Para n ímpar, teoremas sobre o Span(Sn) (videde�nição em [10℄) foram obtidos por M. Kervaire, J. Milnor, A. Hurwitz, J. Radon, N. Steenrod,J. H. C. Whitehead e J. F. Adams, que se utilizaram de resultados 
omplexos que haviam sidodesenvolvidos por Bott, Atiyah e Hirzerbru
h. Em 1958, Kervaire e Milnor mostraram que asúni
as esferas paralelizáveis são: S1, S3 e S7.Para maiores detalhes sobre história da Matemáti
a vide [16℄.Agrade
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