EQUACAO HIPERBOLICA cOM TERMO DE RESISTENCIA

EM UM DoMINIO NAO CILINDRICO *
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Resumo

Considera-se um dominio Q@ C R" e uma familia {K (t)},., de matrizes do R". Define-se ;, =

{z € R", z = K(t)y,y € Q} com fronteira I'; e denota-se por Q = |J {Q x {t}} o dominio

0<t<T
ndo cilindrico com fronteira regular & = U {T: x {t}}. Neste artigo investiga-se a existéncia e
0<t<T
unicidade de solugao para a equagao v’ —Au = —Vpem Q, divu =0em Q, u = 0em Y, u(0) = uo,
u'(0) = u1 em Q.
Abstract

We consider an open set @ C R" and a family {K (¢)},,, of matrices of R". Set Q = {z €

R", z = K(t)y,y € Q} whose boundary is I';. We denote by Q the noncylindrical domain given

by Q= U { x {t}}, with the regular lateral boundary & = U {T"y x {t}}. In this paper we
T

0<t< 0<t<T
investigate the existence and uniqueness of solution for the equation v’ — Au = —Vpin Q, div u = 0

inQ, u=0in3, u(0) = uo, v (0) = uy in Qo.

1 Introducao

O objetivo deste trabalho consiste em investigar a existéncia e unicidade de solugoes forte e fraca para
um modelo hiperbdlico com um termo de resisténcia, definido em um dominio néo cilindrico, isto é, um
dominio cuja fronteira se move com o tempo.

Denota-se por () o dominio nao cilindrico definido por

Q= | o x{}
0<t<T
cuja fronteira lateral, considerada aqui regular, é denotada por

= [J {Tex{t}}.

o<t<T
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Seja entdo o problema de obter uma funcao u : @ — R que verifica

u” — Au = —Vp, em @
divu = 0, em Q

@ (1.1)
u=20 em X

u(0) = ug, ©'(0)=wuy1, em o

n
8’ui

onde u (z,t) = (uy (z,t),us (x,t),...,un (2,1), Au = (Auy,Aug,...,Auy,), dive = 5. € P =
Li

i=1
p(,t).

O problema (1.1), definido em um dominio cilindrico, foi apresentado inicialmente por Lions [9] e
fisicamente representa (cf. Antunes [1]) as pequenas deformagoes e deslocamentos sofridos por um corpo
sélido, constituido de material eldstico e incompressivel. Para tal modelo os seguintes resultados tem
sido recentemente obtidos: em Santos [16], a autora obtém a controlabilidade exata, em Charao [5], sdo
obtidos resultados de estabilizagdo com dissipagio localizada e em Antunes [3] questdes relacionadas &
Controlabilidade Simultanea do sistema sao investigadas.

Equagoes de evolucao, consideradas em dominios nao cilindricos, tem sido amplamente estudadas nos
ultimos anos. Para o estudo da existéncia de solugoes para a equagao da onda em dominios nao cilindricos
pode-se citar os trabalhos de: J. L. Lions [10], L. A. Medeiros [14], C. Bardos e J. Cooper [6] e A. Inoue
[7], para a equagdo de Navier Stokes tem-se os trabalhos de J. L. Lions [10], O. A. Ladyzhenskaya [8], R.
Temam [17], Y. Ebihara ¢ L. A. Medeiros [15] e M. Milla Miranda e J. L. Ferrel [13] e para a equagao

de Schrodinger cita-se o trabalho de Antunes et al [2].

2 Notacoes e Hipodteses

Para o estudo do problema acima proposto utiliza-se o método apresentado por Lions [12], que consiste

em transformar, por meio de um difeomorfismo
T:Q—Q,

o problema (1.1) em um problema equivalente definido no cilindro @ = 2 x (0,7'), onde Q C R™ é um
conjunto aberto, limitado e com fronteira 92 regular. Com este objetivo, considera-se uma matriz nao-

singular M = (m;;) cujas componentes sdo nimeros reais e a partir daf define-se 7(z,t) = (y,t), com

nxn’

y= K lz,onde K(t) =k(t)M e k: [0,T] — R ¢é uma funcio real que satisfaz as seguintes hipéteses:
o ke C?([0,T]);
o k(t) >ko>0.

As matrizes K (t) e K~ (t) serao denotadas por (a; (t)), ., j<n © (Bij (1)<, j<,, Tespectivamente.
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Tem-se entao que o subconjunto 2; de R™ é dado por
U ={zeR" z=K()y, yeQ}, 0<t<T,

e a inversa

é definida por 77 (y,t) = (K (t)y, ).
Portanto, fazendo a mudanca de varidvel u(x,t) = v(y,t) e p(z,t) = q(y,t), onde y = K ta, y € Q
e x € (, transforma-se (ver Apéndice) o problema nao-cilindrico (1.1), no seguinte problema definido
no cilindro Q:
v + Aty + Co()Vu -y + CL() V' -y = =K (t)Vg, em Q

div (K~ !(t)v) =0, em Q 02)
v=0 sobre X .
v(0) = wvg, V'(0) =1 em €,
onde vy = uo(K(0)y), vi(y) = u1 (K(0)y) + l:(((()))) Yo -y,
no 0 Ov

At)y = — klzzl o (akl(% )8y > 7

apl = ifl BriBij — {]:((tt))] Yryi, (2.3)

o) = -0 ms)_ DEOE oy = _QZS)

e X =T x(0,T) é a fronteira lateral de Q.
Apresenta-se agora o quadro funcional sob o qual serdo resolvidos os problemas (1.1) e (2.2). Sejam
Vi, V() e H(Qy) os espagos definidos por

Vi ={¢ € (D(2))"; divep =0},
V() = {u e (HL(Q))", divu = 0},
H() = {ue (L* ()", divu =0} .
Considera-se ainda os seguintes espacos V, V () e H (Q) definidos sobre Q
V= {¢ € (D(Q))"; div(M~'y") =0},
V=V (Q)={v e (Hj( )", div(M~'9') =0},
H=HQ)={ye (L*(Q))", div(M~1y!) =0},

onde ' denota a transposta de .
No que se segue serdo representados por (-,-), |-| e ((-,)), |||, respectivamente, o produto interno e

a norma dos espacos H e V.
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3 Resultado Principal

Nesta secao apresentam-se os resultados de existéncia e unicidade de solucdo para os problemas (1.1) e

(2.2). Inicia-se definindo o conceito de solugdo fraca para o problema (2.2).
Definicao 3.1 Uma fungio v : Q — R € dita uma solugdo fraca do Problema (2.2) se v é tal que
v € L>®(0,T,V), v € L™(0,T, H),

e satisfaz a equacao

T

T T T
7/0 (W', &Ndt + /0 a(t,v, &)dt + /0 (Co()Vv -y, &) dt + /0 (C1(H)VV -y, E)dt =0 (3.4)
onde
€ L0, T,V N (L*(Q)™), ¢ e L*(0,T, H), £00)=¢&(T) =0

e as condi¢oes iniciais
v(0) = vy, v'(0) =wy.

Em (3.4) tem-se que

811%

A0 =at08) = 3 [ ot 5 sxdy

k=1

(3.5)

Com o objetivo de obter a coercividade da forma a (¢, v, §) definida em (3.5), faz-se a seguinte hipéGtese

técnica:

e Denotando-se por

My = sup [|[MT = K (t D = med (1
0 H?”u:alH Ylgns 7T 1[101’8%)]4 ) e med (Q),
considera-se
MotD < 1. (3.6)

Inicialmente serd obtida a coercividade de a (¢, v, w), dada pelo Lema a seguir:
Lema 3.1 A forma bilinear a (t,v,w) € coerciva, isto é,
a(t,v,v) >ao|lv|?, VveV

onde ag € uma constante positiva.



Antunes, Busse e Silva Equacao Hiperbdlica em um Dominio Nao Cilindrico 23

Prova. De fato, para £ = (£1,&2, ..., &n) € R™, tem-se

l,r=1 lLr=1 |J= k (t)

£ (Bne) (Brse) - (53) (Boe) (B -

n n n / 2
Z alrglgr = Z [ lﬁljﬂrjglgr_ <k (t)) ylyrflgr] =

(3.7)
= B ’fl) - ( > ( yzfz) =
ng (2 ! k(t) z;
2 (KON, e
— |kt (1))" ‘ - .
Basta agora notar que:
1 T ~ T
e Sen=(K"'(t) {entdo{ =K (t) ne
2 2
Il = || &7 | = w@P M|, <
2 3 r2 —1 T |
<Ik@F g (K @)"¢]
onde My = sup ||MTyHR”. Portanto,
lyll=1
2 1 1
K‘ltT‘ pp——— ] ST} S 3.8
[ ) e, = g e > el (3.8)
k’(t))2 2 (k’(t))2 22 (1)) o _ T 2
. (Y, E)gn < [Yllgn 1€l < D?||gllgn < 75D 1€l
(k(t) * k(t) wE k(t) ® T kg *
onde 7 = max |k’ (¢)].
[0,T]
Retornando em (3.7) com as estimativas obtidas acima tem-se que
- 1 % 2
Z alr€l£7" > BMZ ?D ||§||Rn =
l,r=1 0
) 2022 (3.9)
-7 5 9 9 n
= W [€lzn = ao [I€]lgn = ao z;&?
1 —r2M2D?
Nota-se que, pela hipétese (3.6), tem-se que ag = # >0. 1
oo

Enuncia-se a seguir o Teorema que garante a existéncia de uma tnica solugao fraca para o problema

(2.2).

Teorema 3.1 Sejam
vo €V N (H*(Q)" e v € (Hé(Q))n

Entao, existe um dnica solugdo v do problema (2.2) tal que

v € L®0,T,V N (H*(Q)"), o €L>®0,T,(HyQ)"), v €L>0,T,(L*(Q)")
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e uma fungdo q: Q — R, g € L*(0,T, H*(R)) que verifica a equagio
V' + At)v+ Co(t)Vo-y+ C1(H)VV' -y = —K(t)Vq em Q.

Prova. Devido & compacidade da imersao de (H&(Q))n em (L2(Q))n7 pode-se resolver o seguinte
problema espectral
(w,v)g = MNw,v), YoeV

(3.10)
div w =0 em (.

Sejam (wy,) e (A,,) solucdes de (3.10). Considera-se v, uma solucao aproximada do problema (3.10), isto é,

vm(t) €  Vn, onde V,, denota o subespago gerado por wi,...,Wp. Seja  entao
m

vm(t) = Zl hjm(t)w;, solucao de
j:

. n (%m no vl
(Umij)+a(t7vmij) ()Z ykawj + | Ci(t) X2 ) yk,w; | =0, j=1, , M
k=1 k=1 OYk
Vm(0) = vom — o forte em V N (HZ( ))
v/, (0) = v1,, — vy forte em (HE(Q))"
(3.11)

Primeira Estimativa. Multiplicando a equacao aproximada em (3.11); por h;m e somando em j de

1 a m, obtém-se que

1d, , .
2dt|vm| +a(t,vm,v,) ( kz

Analisando os termos de (3.12) obtém-se

Do my m) +< Z T Y, v m) =0. (3.12)

o a(t,vm,vl,)

De (3.5) vem que
a(t,z,z) =a (t,z,2) +2a(t,2,2') ¥V 2 € Vi,

dt
entao, tomando z = v,, obtém-se
1d 1
a(t,vm,v),) = iaa(t,vm,vm) - ia/(t,vm,vm). (3.13)

Agora sendo,

avm Ovp,
t Umavm Z /akl yv 8yk 8yl ——dy,

k=1

da expressao de ax; (y,t) , dada em (2.3),, segue que

2k’t" L |2 ) (K@) k(¢ — (K 1))




Antunes, Busse e Silva Equacao Hiperbdlica em um Dominio Nao Cilindrico

e portanto, das hipéteses sobre k (t) obtém-se

max_|ay; (y,t)| = ki, constante finita.

(y,t)€Q
Dessa forma,
]ﬁ/ no | Qv ‘8Um
sa tyVm, Um) < — ey R =
( ) 2 Qk,zzl oYk || Oul
kl n 6'Um n arUm
2 kaz:l Oy, lz:l oyt v=
1/2 2 1/2
kl/(" 8vm>2 /(n 8vm>
<= Y - dy <
2 [Q kz=:1 Oy Q Z1 oyl
1/2 5 1/2
n2k; / | Qv |? / " | Qo
< — | d d =
-2 [ka_%ak v Z:5211 Y
n2k:1/ " | vy, 2
= _— d,
2 SZkZ::I Oy Y

isto é,

1 n?k
§a/(t,1}m,1}m = 20101/Q

e (3.14) e da coercividade de a (¢, v, w), obtém-se que

k=1

=a' (t, U, V) < koa (£, Uy Um) -

c (a0 £ S, )

=1

Note inicialmente que

Pelo Teorema da Divergéncia e lembrando que v), se anula sobre T', segue de (3.16) que

"o , Cl / o 2 Yk nCq (t) , 2
ke, Uy, | = ——dy = — v, (B)]”.
> G ) (3" w2 2 2O 1 o)

(ca Hy

Voltando em (3.12) com as expressoes obtidas em (3.13) e (3.17) vem que

k=1

1d
2dt

nCy (t) ’ 2 L % /
+ 2 ‘Um (t)| CO (t) kgl ayk Yk U | -

1
(|vm|2 +a(t, vm,vm)) = Ea’(t,vm,vm)Jr

25

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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e Anidlise de — (

)2 i)

(e <>§ By v )<|co AT
< |Gt

wLE

k
onde D representa a medida de , isto é, D = med ()

(3.19)
De (3.19) segue que

9om

) i | [ (3
1) < 1o 1) [Q > |5
] [/ o dy} <
dy+/|v:n|2dy>=
Q
dy+ao/ I%IQdy),
Q

esta tltima desigualdade e a coercividade de a (¢, v, w) implicam em

( iim ,m>gnco<t>D
— dy

n |Co (t)| D
DD 0 1y myom) + L o,

2 /2 1/2
) dy [/ [0, dy} <
Q

2
v,

n|Co (t)| D 2| Ovm
2 (/Q k2:31 0

n|Co ()| D
QCL() ( Z

Q k=1

v

Oy

isto é,

_ <co( )Z Ovm

o ykvm

) < ks (a (t, Vs V) + [0, (t)|2) .

Voltando em (3.18) com as expressoes obtidas em (3.15)
1d

(3.20)
e (3.20) resulta que
nCy (t) 2
5 22 (Va2 4@ (v, vm)) < ko (8 vy Vi) + 72 [0, (DI + s (@ (8 vmy o) + [ ()
isto é,
1d
575 (0l + @ (tvm,vm) < K (0, (O + a (v, o)) (3:21)
De (3.21) segue que
[0 2 + (8, v vm) < (I0f, () + @ (0,0 (0), 0 (0))) +
: (3.22)
+2k4/ (\vﬁn (s) 12+ a (s, vm, vm)) ds
0
Nota-se agora que da convergéncia dos dados iniciais segue que
o [0, () = [vim|” < ks.
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n avOm a’UOTn / ( n aUOm ) (n a'UOTrL )
0, vm dy < k dy <
@ (0, v (0) kaz::1akl ayk oy Y °Jo kZ::1 Oy 121 oy Y
- a1 9 1/ 5 9 1/2
Sk/( ”°"‘>d LEE) o =
o /o 1;::1 Yk Y Q l; oy Y

[ " | Qg 2 1z " | Qg 2
< ken? / m dy / m
0 Q k,z::1 Oy Q l; oy

Voltando em (3.22) com as limitages obtidas acima tem-se

(y:t)€EQ

1/2
dy] = kgn? |Vogm|” < ks, onde kg = max_|ag (y,1)].

t
[0l (6 vms vm) < (ks + br) + 2 / ([0 () > + a (5, 0, 0n) ) s,
0
Portanto, pelo Lema de Gronwall
|v;n‘2 +a (tvvmvvm) < (ks + k7) e2k4T = kg,

donde segue que
(v),) é limitada em L> (0,T; H (2)). (3.23)

E sendo a (¢, v, vm) < ks entdo, da coercividade de a (¢, v, w) obtém-se

t, U (1), 0 () ks
ao ao

ot ()2 <

isto é,
(v) € limitada em L™ (0,T;V (). (3.24)

Estimativa 2. Derivando a equacao aproximada com respeito a t obtém-se

n n O
(v 03) + (1, 0 3) 0 (6 v 07) + ( 60 3= S )+ (Cott) 3= Gy ) +
= h=t (3.25)
n n !
# (i 2 G + (i) £ Fus) =0,
Multiplicando a equagao em (3.25) por h;’m e somando em j segue que
" 1 / = 8 w av’;n 1
(Uma m) +a (t Um, U m)+a( ) Umo m) CO( ) Z yka m CO( ) Z Yks Uy | +
=1 Oy k=1 Yk (3.26)

e E grmen) (o0 £ 5 )—0

A andlise dos trés primeiros termos em (3.26) mostra que

1d )
o (ul) = 5 0 O
/ " d / / " / / / /
®a (tvvmvvm) = % (a (tvvmvvm)) —a (ta 'Umavm) —a (tvvmvvm) .
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o a(t,v v”)zld

UL Uy 2%a(t A P (R VA

rYVmo Ym 2 rYmy Ym

Voltando em (3.26) obtém-se

1d " 2 / ’ ’ / _ § / ’ ’
577 (10 OF 420" (8,00, 00,) + @ (8,01, 07,) ) = Sa (8 v, v)) +
2 Oy, n v,
o <t,vm,v:n>( 60 £ Fit) - (ot £ Gt ) - (3.27)
no ol "
Yk, v m) (Cl( ) Zl 8yk yka m) .

Utilizando a primeira estimativa obtém-se as seguintes majoracoes

o —d (t,v],,vl,) < %"2k1a(t vl vl = kiga (¢,0),,00) .

2
<k (a(t v on) + o ()

[C1 ()| Dn |C1 ()] Dn
2&0 ’ 2

< kn1 <a (t,v),, v, + vl (t)|2), onde ki1 = max{

Cht) 3

k=1

mykm;) < k12 (a (t, Vi, Om) + 01 (t)|2) < kyg + k1o [ (t)]?, onde
k

! /
o = { L0100 (G010}
2a0 2
1/2 5 1/2
ov n | Qul,
a"’ (tyvm,vl,) <k = / d <
( ) H [ ka1 8yk ] [ ; oy y}

2 ’
ov,,,

oy

Um

Oy

k:14n2 / i
< ao
2a9 Q kzzjl

n 2
d +/ 5 dy | <
Qi=1
< k15 + kisa (t, vy, v7,)-

Portanto, voltando em (3.27) com as estimativas obtidas acima, obtém-se

1d
525 (10 (OF 420 (1 0m, 07,) + @ (8,000, 000) ) < hroa (60, 0) +

s + ko (1 U, V) + ki + Rz [y (O + ks (a (8,04, 00) + o () +
s (@t v vn) + o (OF) + ka o, () <

< ar + s (a (805, 00) + o ()

b
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Integrando de 0 a ¢

1 1 1
5 (10 (OF +a (800, 00) ) < =0 (b omsv1,) + 5 [0 () + 50 (0,0, vm) +

2 2
¢ (3.28)
T s [ (05,00 (5) 00 5)) 4 I (9)°) .
0
Da coercividade de a (t,v, w) segue que
1
50 (00 v) = 2 ol (O]
e tem-se ainda as seguintes estimativas
n | Qup, | &y [0V,
o —a (t,vm,vp,) < kw/ . dy < kign® ([[om @) v, (B)]]) <
Qk=1| 9k | i=1| Ou
2 | Qo 2 ao 2
< koo [[om (O + - llom I < kv + - [lom, O]
1 1, )
. ia(ovvlmavlm) < ikﬁn [vim ™ < ka2
o @ (0,00m,vom) < k19n? [voml|” < kos.
n%k
o a(s,vp, (), v, (s) < 224 1o, ()11 = Ko [|o, (s)II°
Retornando em (3.28) tem-se
1 2 Qg 2 ag 2, 1 2
5 v O + = llon, O < kar + —= [l (DI + 5 |op, (0] +
2 2 4 2
¢
hag + s e T+ s (b g 97 + 108, ) ) s,
0
isto é,
1 a
1o () + 22 oy I < [ofy (O)F + o+
(3.29)

! 2 | Qo 2
tar [ (51 O + 5 ety ) ) d.
0

- 4. o . ~ 2 , . .
E necessédrio obter uma limitagao para |v}, (0)|”, o que é feito a seguir.
R 2

Limitagao para |v], (0)|".
1

Multiplicando a equacao aproximada por h somando em j e tomando ¢t = 0 vem que

jm>
n Ovp (y,0) OVl (y,0)
"(0))* = — .0 i m AT qy—
vy, (0)] ; kélakl (y,0) T aun Yy

" Quy, (0
o) [ 35 2000 0,00 -
Q k=1 Yk

n o Jul (0
o) [ 3 22000 0)ay
Q k=1 Yk

Nota-se agora que
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e Pelo Teorema da Divergéncia

n Ay, (y,0) dvlt (y,0) / no 09 ( v, (y, 0))
0 dy = o ,0) L) o (y,0) dy =
k%1 ak (y,0) En e o k%l oy ar (y,0) E v (y,0) dy

Q
n aakl (yvo) av?n (1170) 62’Um (y70)> 7
= + ,0) —— m (4,0)dy <
/91221( oyl Oy, axt (4,0) ooy )" (v,0) dy
n 8akl (yv 0) ’ a'Um (yv 0) ‘ 82Um (yv O) ‘)
< + lag (g, 0)] [ Z2m X 201 1y dy <
/s1k,z§1< oyl Ok las (3, 0)l Oy10yp. [om (y, 0)] dy
n aUOm‘ n 82UOm
% Qk2=:1 [om (4 0) 2 Qk%l 0Y,10yx fom (4, 0)]
n |9 m /2
< k3o [/ > UO ] [/ vy, (4,0)] dy] +
Q k=1
n | 9y, |2 1/2 , 12
+k / | d {/ ol (y,0)]” d ] < ksa vl (0)].
o | L G || [ w0 | < ket 0
1/2 12
o o [ 3220y 0y <ha | [ 3 Ouom |, [ 0P a| <k
Q k= Oy Oy Q
n o Jur (0 OVim, 1/2
Y s a”ykvmy,omyszegs[ > |5 ] [t w0t ay] < hlet, o)1
Qk=1 OUYk Yk
Portanto,
[, (O < kegz v, (0)],
isto é,

oy, (0) < kiss. (3.30)

Retornando com (3.30) em (3.29) segue que

1
5 [ (O o H (DI < kag+

i [ (G100 G + % ety ()17 s

Logo, pelo Lema de Gronwall,

1
5 [0 OF + T e (O < kaget*™ = kuo.

Dai, como ag > 0, vem que
(v) ¢é limitada em L (0,T; H (Q)); (3.31)

’I’TL

(v],) ¢é limitada em L™ (0,T;V (Q)). (3.32)

m
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Estimativa 3. Multiplicando a equacao aproximada por Ajh;,, e somando em j obtém-se

,/ "ol " Qv
(’Um, Avm) + a(t, Um, Avm) + Cl (t) 8yk Yk, Avm, + OO( ) a - Yk, ArUm = Oa
k=1

donde vem que
ov,, 0Av,,

ap (y,t) —— dy = (v, Avy,) +
91521 w )3k oyl ( )

—|—Co / 6’Um kAvmdy+ Cl / m kA’Umdy.
Q k=1 Q k=1

Observa-se que
o (v, Avy) < ka1 |Av,, (1)].

(%m

1/2 1/2
) dy] [ | Avp, [? dy] < kaz | Avp, (2)).
Q

2 1/2 1/2
) dy] [/ |A’Um|2dy:| < kaz [Avpy, (1))
Q

o Colt) [ 35 Gy, Aundy <o (6) D V <Z

k=1

ovl,
Oy,

o Ci(t / 8 ykAvmdy<|Cl()|Dn [/ <Z
Q k=1 Yk Q \ k=1

Nota-se ainda que, pelo Teorema da Divergéncia,

a’Um aA’Um a'Um
an (y, £) 2 Avdy,
/QZ (3t 8k oy /ka1 ( 1 )3yk> Y

k=1

e dessa forma,

n ov,, 0Av,, n 0 Ovp,
a t) —— dy = a 1) —=Av,,dy+
ﬂk%l u )3yk oy U Jaiz 18yz( (9 1) Oy Y
32
a , Av,,d
Qk;l k(Y )8y8 Y.

Assim, tem-se
n

02y,
t) ———— Av,dy < kg1 |Avy, (B)]. .
32 ot (0:8) oAy < | (1) (333)

k=1

Como, pela coercividade de a (t,v, w),
/ S st (0.1) 0 Avydy > ag | Av (5, (3.34)
Q=1 Oy
entao de (3.33) e (3.34) segue que

Portanto,
(Avy,) ¢ limitada em L™ (o,T; (L2 (Q))") : (3.35)
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e conseqlientemente,
(vm) 6 limitada em L™ (0, T (H2(Q)" NV (Q)) . (3.36)

As limitagoes obtidas em (3.24), (3.31), (3.32), (3.35) e (3.36) nos permitem passar ao limite na

equacao aproximada e obter

T T
/ (v"(t),w)a(t)dt+/ o (t,v,w) 0 (1) di+
0 0

T no Qv T no o'

+/ Oo(t) Z Yk, W 9(t)dt+/ Cl(t) Z —yk,Avm G(t)dt:(),
0 k=1 Oy 0 k=1 Ok

para todow € V() e 0 € D(0,7).

Tomando em particular w € V, tem-se que

n 8U n 6’(]/
v (t),w) +a(t,v,w)+ [ Colt —yp,w | + | Ci(t — i, Av,y, | =0
o 0 satt) + (03 B+ (103 2 A )
em D’ (0,7T), para todo w € V. Portanto,
V' + At)v+ Co(t)Vu-y+ C1(t)VV' -y =0 (3.37)

em D' (0,T;V).

Como cada um dos termos em (3.37) estd em L2 (0,T; H (Q)) e V é denso em H, entdao
V' + At)v+ Co(t)Vu-y+ Ci1(H)Vv' -y =0 g.s. em Q.

O termo presente no lado esquerdo da equagao (2.2), é recuperado utilizando o seguinte Lema (cf.
[13]):

Lema 3.2 Seja g € D' (Q) tal que (g9,v) = 0 para todo ¢ € V. Entio
(i) Eziste ¢ € D' () tal que g = VqgK1;
(ii) Além disso, se g € (L*(2))" entdo g € H* ().

As condigoes iniciais sao verificadas de modo usual e a uniciade de solugao é obtida por meio do
Método da Energia. B
Uma vez obtida a solucdo do problema no dominio cilindrico, utiliza-se a inversa 7! : Q — Q afim

de obter a solucao para o problema original, definido no dominio nao cilindrico Q.

4 Apéndice

A equacgao sobre Q.
Tem-se que 7(z,t) = (y,t), com y = K 'z, onde K(t) = k(t)M. Considera-se as seguintes notagoes:

K (t) = (o (t))1<i j<n © K=t (t) = (B (t))1<i j<n- Dessaforma z =K (t)y ey = K~ (t) 2 implicam

n n
que T; = Y iy e yi = . BijT;.
i=1 i=1
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o v (z,1)

Nota-se que

0 0 noJu d 0 n n
u v v dyy v Z Eﬁkﬂ?l

E_E+k:1372ﬁcdt_at 15%

_0v n v
+ ﬂ AipY )
S ot klzp LRI Gy
e portanto
(9 o' dy, 0 ov
Zayk a ot Z Bracuwtng, |
Lp=1
que depois de alguns célculos resulta em
" 1 = / 8U/
u’ (2, ) =v" +2 3T Buoupypo—+
ko lp=1 Oy,
) (4.38)
TR SN TR SR WO A
k,l,p=1 MR payk k,l,p,q,r,s=1 MR Ear e ayqayk
o Au(x,t)
Tem-se que
ou " v 273
or; L= Oy Zﬁ’”
xj = Oyk Ox; Ay’
E daf segue que
0%u ~ | ov '\ Oy
=Y o ()
x] k—1 =1 12 Yk €
ou seja,
9 " v
k=1 Y ; " Oy

Das notacoes introduzidas anteriormente e observando que
K@#®)=kK@t)M
_ I K@) -
(K7 O] = —feM ™

_HOW P -EOPR O,

(K ()] = I0)
obtém-se de (4.38) que
w_ oK o, 2K (1) — k (t) k" (1) (t) 0%
W=V 2y Ve =10 Vo y+;§:1[ Kt } Y oy (4.40)

Para o lado direito da equacao tem-se

9q Oy
896] Z < Ok o Z ﬂkj’
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isto é,

Vp=Vq-K'(t). (4.41)

Referéncias

[1]

Antunes, G. O., e Araruna, F. D., Equacao Hiperbolica com um Termo de Resisténcia. In: Luis
Adauto Medeiros. (Org.). Tépicos em Equagoes Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro: IM-UFRJ,
2006, v. I, p. 86-98

Antunes, G. O. ; Silva, Maria Darci Godinho da ; Apolaya, Ricardo Fuentes . Schrodinger Equati-
ons in Non Cylindrical Domains - Ezxact Controllability. International Journal of Mathematics and
Mathematical Sciences, 2006.

Antunes, G. O., Araruna, F. D. and Medeiros, L. A., Simultaneous Controllability for a System with

a Resistance Term, Tendéncias em Matematica Aplicada e Computacional, 3 n® 1, 2002.
Brezis, H., Analyse Fonctionelle, Théorie et Applications, Dunod, Paris, (1999).

Charao, R. C. and Oliveira, J. C., Stabilizchrodingeration of a Locally Damped Incompressible Wave
Equation, J. Math. Anal. Appl. 303 (2005), 699-725.

Cooper, J.; Bardos, C., A nonlinear wave-equation in a time dependent domain, J. Math. Anal.
Applications, 42 (1973), 29-60.

Inoue, A., Sur Du+u® = f dans un ouvert non cylindrique, J. Math. Anal. Appl. 46 (1974), 777-819.

Ladyzhenskaya, O. A., Initial-boundary value problem for Navier-Stokes equations in domains with
time-varying boundaries, Sem. Math. V. A. Steklov Math. inst. Leningrad, 11, 35-46.

Lions, J. L., On some Hyperbolic Equations with a Pressure Term, Proceedings of the conference
dedicated to Louis Nirenberg held in Trento, Italy, september 3-8, 1990. Harlow: Longman Scientific
and Technical, Pitman Res. Notes Math. Ser 269, p. 196-208 (1992).

Lions, J. L., Quelques Méthodes de Résolution des Problemes aux Limites Non Linéaires, Dunod,
paris, 1969.

Lions, J. L., Hidden regularity in some nonlinear Hyperbolic Equations, Math. Aplic. and Compu-
tational, 6:m. 1, p. 7-15 (1987).

Lions, J.L., Problemes aux Limites dans Les Equations aux Dérivées Partielles, Deuxieme édition.

Séminaire de Mathématiques Supérieures, no. 1 (Eté, 1962), Les Presses de 'Universite” de



Antunes, Busse e Silva Equacao Hiperbdlica em um Dominio Nao Cilindrico 35

Montréal, Montreal, 1965, see also Oeuvres Choisies de Jacques Lois Lions, Vol. I (2003) pp. 431-476
SMALI, EDP Sciences Paris - France.

[13] Miranda, M. M.; Ferrel, J. L. , The Navier Stokes equations in non-cylindrical domains, Comp.
Appl. Math. V. 16, n® 3, (1997) 247-265.

[14] Medeiros, L. A., Non-linear wave equations in domains with variable boundary, Arch. Rational
Mech. Anal., 47(1972), 47-58.

[15] Medeiros, L. A. and Ebihara, Y., On the regqular solutions for some classes of Navier-Stokes equation,
Annales Fac. Sci. Toulouse 9 (1988).

[16] Rocha dos Santos, A., Exact Controllability in Dynamic Incompressible Materials, Ph. Dissertation.
Instituto de Matemadtica - UFRJ, Rio de Janeiro -RJ- Brasil (1996).

[17] Temam, R., Navier-Stokes Equations and Nonlinear Functional Analysis, CBMS-NSF, Regional
Conference Series in Applied Mathematics, 41, STAM, 1983.



36

Cadernos do IME — Série Matemdtica Vol. 18 (2006)



