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Resumo

Considera-se um domı́nio Ω ⊂ Rn e uma famı́lia {K (t)}t≥0 de matrizes do Rn. Define-se Ωt =

{x ∈ Rn, x = K(t)y, y ∈ Ω} com fronteira Γt e denota-se por bQ =
S

0<t<T

{Ωt × {t}} o domı́nio

não ciĺındrico com fronteira regular bΣ =
[

0<t<T

{Γt × {t}}. Neste artigo investiga-se a existência e

unicidade de solução para a equação u′′−∆u = −∇p em bQ, div u = 0 em bQ, u = 0 em
P

, u(0) = u0,

u′(0) = u1 em Ω0.

Abstract

We consider an open set Ω ⊂ Rn and a family {K (t)}t≥0 of matrices of Rn. Set Ωt = {x ∈
Rn, x = K(t)y, y ∈ Ω} whose boundary is Γt. We denote by bQ the noncylindrical domain given

by bQ =
S

0<t<T

{Ωt × {t}}, with the regular lateral boundary bΣ =
[

0<t<T

{Γt × {t}}. In this paper we

investigate the existence and uniqueness of solution for the equation u′′−∆u = −∇p in bQ, div u = 0

in bQ, u = 0 in
P

, u(0) = u0, u′(0) = u1 in Ω0.

1 Introdução

O objetivo deste trabalho consiste em investigar a existência e unicidade de soluções forte e fraca para

um modelo hiperbólico com um termo de resistência, definido em um domı́nio não ciĺındrico, isto é, um

domı́nio cuja fronteira se move com o tempo.

Denota-se por Q̂ o domı́nio não ciĺındrico definido por

Q̂ =
⋃

0<t<T

{Ωt × {t}},

cuja fronteira lateral, considerada aqui regular, é denotada por

Σ̂ =
⋃

0<t<T

{Γt × {t}}.
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Seja então o problema de obter uma função u : Q̂ −→ R que verifica

u′′ −∆u = −∇p, em Q̂

div u = 0, em Q̂

u = 0 em Σ

u(0) = u0, u′(0) = u1, em Ω0

(1.1)

onde u (x, t) = (u1 (x, t) , u2 (x, t) , . . . , un (x, t)), ∆u = (∆u1,∆u2, . . . ,∆un), div u =
n∑

i=1

∂ui

∂xi
e p =

p (x, t).

O problema (1.1), definido em um domı́nio ciĺındrico, foi apresentado inicialmente por Lions [9] e

fisicamente representa (cf. Antunes [1]) as pequenas deformações e deslocamentos sofridos por um corpo

sólido, constitúıdo de material elástico e incompresśıvel. Para tal modelo os seguintes resultados tem

sido recentemente obtidos: em Santos [16], a autora obtém a controlabilidade exata, em Charão [5], são

obtidos resultados de estabilização com dissipação localizada e em Antunes [3] questões relacionadas à

Controlabilidade Simultânea do sistema são investigadas.

Equações de evolução, consideradas em domı́nios não ciĺındricos, tem sido amplamente estudadas nos

últimos anos. Para o estudo da existência de soluções para a equação da onda em domı́nios não ciĺındricos

pode-se citar os trabalhos de: J. L. Lions [10], L. A. Medeiros [14], C. Bardos e J. Cooper [6] e A. Inoue

[7], para a equação de Navier Stokes tem-se os trabalhos de J. L. Lions [10], O. A. Ladyzhenskaya [8], R.

Temam [17], Y. Ebihara e L. A. Medeiros [15] e M. Milla Miranda e J. L. Ferrel [13] e para a equação

de Schrodinger cita-se o trabalho de Antunes et al [2].

2 Notações e Hipóteses

Para o estudo do problema acima proposto utiliza-se o método apresentado por Lions [12], que consiste

em transformar, por meio de um difeomorfismo

τ : Q̂→ Q,

o problema (1.1) em um problema equivalente definido no cilindro Q = Ω × (0, T ), onde Ω ⊂ Rn é um

conjunto aberto, limitado e com fronteira ∂Ω regular. Com este objetivo, considera-se uma matriz não-

singular M = (mij)n×n, cujas componentes são números reais e a partir dáı define-se τ(x, t) = (y, t), com

y = K−1x, onde K(t) = k(t)M e k : [0, T ] −→ R é uma função real que satisfaz as seguintes hipóteses:

• k ∈ C3 ([0, T ]);

• k (t) ≥ k0 > 0.

As matrizes K (t) e K−1 (t) serão denotadas por (αij (t))1≤i,j≤n e (βij (t))1≤i,j≤n respectivamente.
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Tem-se então que o subconjunto Ωt de Rn é dado por

Ωt = {x ∈ Rn, x = K(t)y, y ∈ Ω}, 0 ≤ t ≤ T ,

e a inversa

τ−1 : Q→ Q̂

é definida por τ−1(y, t) = (K(t)y, t).

Portanto, fazendo a mudança de variável u(x, t) = v(y, t) e p(x, t) = q(y, t), onde y = K−1x, y ∈ Ω

e x ∈ Ωt, transforma-se (ver Apêndice) o problema não-ciĺındrico (1.1), no seguinte problema definido

no cilindro Q: 

v′′ +A(t)v + C0(t)∇v · y + C1(t)∇v′ · y = −K(t)∇q, em Q

div
(
K−1(t)v

)
= 0, em Q

v = 0 sobre Σ

v(0) = v0, v′(0) = v1 em Ω,

(2.2)

onde v0 = u0(K(0)y), v1(y) = u1(K(0)y) +
k′(0)
k(0)

∇v0 · y,

A(t)v = −
n∑

k,l=1

∂

∂yl

(
akl(y, t)

∂v

∂yl

)
,

akl =
n∑

j=1

βkjβlj −
[
k′ (t)
k (t)

]2
ykyl,

C0(t) = −k
′′(t)k(t) + (n− 1)(k′(t))2

k2(t)
, C1(t) = −2k′(t)

k(t)

(2.3)

e Σ = Γ× (0, T ) é a fronteira lateral de Q.

Apresenta-se agora o quadro funcional sob o qual serão resolvidos os problemas (1.1) e (2.2). Sejam

Vt, V (Ωt) e H(Ωt) os espaços definidos por

Vt = {ψ ∈ (D(Ωt))n; divψ = 0},

V (Ωt) = {u ∈ (H1
0 (Ωt))n, div u = 0},

H(Ωt) =
{
u ∈

(
L2 (Ωt)

)n
, div u = 0

}
.

Considera-se ainda os seguintes espaços V, V (Ω) e H (Ω) definidos sobre Ω

V = {ψ ∈ (D(Ω))n; div(M−1ψt) = 0},

V = V (Ω) = {ψ ∈ (H1
0 (Ωt))n, div(M−1ψt) = 0},

H = H(Ω) =
{
ψ ∈

(
L2 (Ωt)

)n
, div(M−1ψt) = 0

}
,

onde ψt denota a transposta de ψ.

No que se segue serão representados por (·, ·), |·| e ((·, ·)), ‖·‖, respectivamente, o produto interno e

a norma dos espaços H e V .
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3 Resultado Principal

Nesta seção apresentam-se os resultados de existência e unicidade de solução para os problemas (1.1) e

(2.2). Inicia-se definindo o conceito de solução fraca para o problema (2.2).

Definição 3.1 Uma função v : Q 7→ R é dita uma solução fraca do Problema (2.2) se v é tal que

v ∈ L∞(0, T, V ), v′ ∈ L∞(0, T,H),

e satisfaz a equação

−
∫ T

0

(v′, ξ′)dt+
∫ T

0

a(t, v, ξ)dt+
∫ T

0

(C0(t)∇v · y, ξ) dt+
∫ T

0

〈C1(t)∇v′ · y, ξ〉 dt = 0 (3.4)

onde

ξ ∈ L2(0, T, V ∩ (L2(Ω))n), ξ′ ∈ L2(0, T,H), ξ(0) = ξ(T ) = 0

e as condições iniciais

v(0) = v0, v′(0) = v1.

Em (3.4) tem-se que

〈A (t) v, ξ〉 = a (t, v, ξ) =
n∑

k,l=1

∫
Ω

akl (y, t)
∂v

∂yk

∂ξ

∂yl
dy. (3.5)

Com o objetivo de obter a coercividade da forma a (t, v, ξ) definida em (3.5), faz-se a seguinte hipótese

técnica:

• Denotando-se por

M0 = sup
‖y‖=1

∥∥MT y
∥∥

Rn , τ = max
[0,T ]

|k′ (t)| e D = med (Ω) ,

considera-se

M0τD < 1. (3.6)

Inicialmente será obtida a coercividade de a (t, v, w), dada pelo Lema a seguir:

Lema 3.1 A forma bilinear a (t, v, w) é coerciva, isto é,

a (t, v, v) ≥ a0 ‖v‖2 , ∀ v ∈ V

onde a0 é uma constante positiva.
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Prova. De fato, para ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ Rn, tem-se

n∑
l,r=1

alrξlξr =
n∑

l,r=1

[
n∑

j=1

βljβrjξlξr −
(
k′ (t)
k (t)

)2

ylyrξlξr

]
=

=
n∑

j=1

(
n∑

l=1

βljξl

)(
n∑

r=1
βrjξr

)
−
(
k′ (t)
k (t)

)2( n∑
l=1

ylξl

)(
n∑

r=1
yrξr

)
=

=
n∑

j=1

(
n∑

l=1

βljξl

)2

−
(
k′ (t)
k (t)

)2( n∑
l=1

ylξl

)2

=

=
∥∥∥(k−1 (t)

)T
ξ
∥∥∥2

Rn
−
(
k′ (t)
k (t)

)2

〈y, ξ〉2Rn .

(3.7)

Basta agora notar que:

• Se η =
(
K−1 (t)

)T
ξ então ξ = K (t)T

η e

‖ξ‖2
Rn =

∥∥∥K (t)T
η
∥∥∥2

Rn
= |k (t)|2

∥∥MT η
∥∥2

Rn ≤

≤ |k (t)|2M2
0

∥∥∥(K−1 (t)
)T
ξ
∥∥∥2

Rn
,

onde M0 = sup
‖y‖=1

∥∥MT y
∥∥

Rn . Portanto,

∥∥∥(K−1 (t)
)T
ξ
∥∥∥2

Rn
≥ 1
|k (t)|2M2

0

‖ξ‖2
Rn >

1
k2
0M

2
0

‖ξ‖2
Rn . (3.8)

•
(
k′ (t)
k (t)

)2

〈y, ξ〉2Rn ≤
(
k′ (t)
k (t)

)2

‖y‖2
Rn ‖ξ‖2

Rn ≤
(
k′ (t)
k (t)

)2

D2 ‖ξ‖2
Rn ≤ τ2

k2
0

D2 ‖ξ‖2
Rn ,

onde τ = max
[0,T ]

|k′ (t)|.

Retornando em (3.7) com as estimativas obtidas acima tem-se que

n∑
l,r=1

alrξlξr ≥
[

1
k2
0M2

0
− τ2

k2
0

D2

]
‖ξ‖2

Rn =

=
1− τ2M2

0D
2

k2
0M

2
0

‖ξ‖2
Rn = a0 ‖ξ‖2

Rn = a0

n∑
l=1

ξ2l .

(3.9)

Nota-se que, pela hipótese (3.6), tem-se que a0 =
1− τ2M2

0D
2

k2
0M

2
0

> 0. �

Enuncia-se a seguir o Teorema que garante a existência de uma única solução fraca para o problema

(2.2).

Teorema 3.1 Sejam

v0 ∈ V ∩ (H2(Ω))n e v1 ∈
(
H1

0 (Ω)
)n
.

Então, existe um única solução v do problema (2.2) tal que

v ∈ L∞(0, T, V ∩ (H2(Ω))n), v′ ∈ L∞(0, T, (H1
0 (Ω))n), v′′ ∈ L∞(0, T, (L2(Ω))n)
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e uma função q : Q → R, q ∈ L∞(0, T,H1(Ω)) que verifica a equação

v′′ +A (t) v + C0(t)∇v · y + C1(t)∇v′ · y = −K(t)∇q em Q.

Prova. Devido à compacidade da imersão de
(
H1

0 (Ω)
)n em

(
L2(Ω)

)n, pode-se resolver o seguinte

problema espectral ∣∣∣∣∣ ((w, v))H = λ(w, v), ∀v ∈ V
div w = 0 em Ω.

(3.10)

Sejam (wµ) e (λµ) soluções de (3.10). Considera-se vm uma solução aproximada do problema (3.10), isto é,

vm(t) ∈ Vm, onde Vm denota o subespaço gerado por w1, . . . , wm. Seja então

vm(t) =
m∑

j=1

hjm(t)wj , solução de



(v′′m, wj) + a(t, vm, wj) +
(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, wj

)
+
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, wj

)
= 0, j = 1, . . . ,m

vm(0) = v0m → v0 forte em V ∩ (H2(Ω))n

v′m(0) = v1m → v1 forte em
(
H1

0 (Ω)
)n

(3.11)

Primeira Estimativa. Multiplicando a equação aproximada em (3.11)1 por h′jm e somando em j de

1 a m, obtém-se que

1
2
d

dt
|v′m|2 + a(t, vm, v

′
m) +

(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′
m

)
+

(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
= 0. (3.12)

Analisando os termos de (3.12) obtém-se

• a(t, vm, v
′
m)

De (3.5) vem que
d

dt
a (t, z, z) = a′ (t, z, z) + 2a (t, z, z′) ∀ z ∈ Vm,

então, tomando z = vm obtém-se

a(t, vm, v
′
m) =

1
2
d

dt
a(t, vm, vm)− 1

2
a′(t, vm, vm). (3.13)

Agora sendo,

a′(t, vm, vm) =
n∑

k,l=1

∫
Ω

a′kl (y, t)
∂vm

∂yk

∂vm

∂yl
dy,

da expressão de akl (y, t) , dada em (2.3)2 , segue que

a′kl (y, t) = −2k′ (t)
k3 (t)

n∑
j=1

m−1
kj m

−1
lj −

[
2k′ (t)
k (t)

(
k′′ (t) k (t)− (k′ (t))2

k2 (t)

)]
ylyk
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e portanto, das hipóteses sobre k (t) obtém-se

max
(y,t)∈Q

|a′kl (y, t)| = k1, constante finita.

Dessa forma,
1
2
a′(t, vm, vm) ≤ k1

2

∫
Ω

n∑
k,l=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂vm

∂yl

∣∣∣∣ dy =

=
k1

2

∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣ n∑
l=1

∣∣∣∣∂vm

∂yl

∣∣∣∣ dy ≤
≤ k1

2

[∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣)2

dy

]1/2 [∫
Ω

(
n∑

l=1

∣∣∣∣∂vm

∂yl

∣∣∣∣)2

dy

]1/2

≤

≤ n2k1

2

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

n∑
l=1

∣∣∣∣∂vm

∂yl

∣∣∣∣2 dy
]1/2

=

=
n2k1

2

∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy,
isto é,

1
2
a′(t, vm, vm) ≤ n2k1

2a0

∫
Ω

n∑
k=1

a0

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy. (3.14)

De (3.14) e da coercividade de a (t, v, w) , obtém-se que

1
2
a′(t, vm, vm) ≤ k2a (t, vm, vm) . (3.15)

•
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′
m

)
Note inicialmente que(

C1(t)
n∑

k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′
m

)
=

n∑
k=1

∫
Ω

C1(t)
∂v′m
∂yk

ykv
′
mdy =

= C1(t)
∫

Ω

n∑
k=1

1
2
∂
(
v′2m
)

∂yk
ykdy.

(3.16)

Pelo Teorema da Divergência e lembrando que v′m se anula sobre Γ, segue de (3.16) que(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′
m

)
= −C1(t)

2

∫
Ω

n∑
k=1

(v′m)2
∂yk

∂yk
dy = −nC1 (t)

2
|v′m (t)|2 . (3.17)

Voltando em (3.12) com as expressões obtidas em (3.13) e (3.17) vem que

1
2
d

dt

(
|v′m|2 + a (t, vm, vm)

)
=

1
2
a′(t, vm, vm)+

+
nC1 (t)

2
|v′m (t)|2 −

(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
.

(3.18)



26 Cadernos do IME – Série Matemática Vol. 18 (2006)

• Análise de −
(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
.

−
(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
≤ |C0 (t)|

∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣ |yk| |v′m| dy ≤

≤ |C0 (t)|D
∫

Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣ |v′m| dy, (3.19)

onde D representa a medida de Ω, isto é, D = med (Ω).

De (3.19) segue que

−
(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
≤ |C0 (t)|D

[∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣)2

dy

]1/2 [∫
Ω

|v′m|
2
dy

]1/2

≤

≤ n |C0 (t)|D

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

|v′m|
2
dy

]1/2

≤

≤ n |C0 (t)|D
2

(∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy +
∫

Ω

|v′m|
2
dy

)
=

=
n |C0 (t)|D

2a0

(∫
Ω

n∑
k=1

a0

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy + a0

∫
Ω

|v′m|
2
dy

)
,

esta última desigualdade e a coercividade de a (t, v, w) implicam em

−

(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
≤ n |C0 (t)|D

2a0
a (t, vm, vm) +

n |C0 (t)|D
2

|v′m (t)|2 ,

isto é,

−

(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′
m

)
≤ k3

(
a (t, vm, vm) + |v′m (t)|2

)
. (3.20)

Voltando em (3.18) com as expressões obtidas em (3.15) e (3.20) resulta que

1
2
d

dt

(
|v′m|2 + a (t, vm, vm)

)
≤ k2a (t, vm, vm) +

nC1 (t)
2

|v′m (t)|2 + k3

(
a (t, vm, vm) + |v′m (t)|2

)
,

isto é,
1
2
d

dt

(
|v′m|2 + a (t, vm, vm)

)
≤ k4

(
|v′m (t)|2 + a (t, vm, vm)

)
. (3.21)

De (3.21) segue que

|v′m|2 + a (t, vm, vm) ≤
(
|v′m (0)|2 + a (0, vm (0) , vm (0))

)
+

+2k4

∫ t

0

(
|v′m (s) |2 + a (s, vm, vm)

)
ds.

(3.22)

Nota-se agora que da convergência dos dados iniciais segue que:

• |v′m (0)|2 = |v1m|2 ≤ k5.
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• a (0, vm (0) , vm (0)) =
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, 0)
∂v0m

∂yk

∂v0m

∂yl
dy ≤ k6

∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣)( n∑
l=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yl

∣∣∣∣) dy ≤

≤ k6

[∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣)2

dy

]1/2 [∫
Ω

(
n∑

l=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yl

∣∣∣∣)2

dy

]1/2

≤

≤ k6n
2

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

n∑
l=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yl

∣∣∣∣2 dy
]1/2

= k6n
2 |∇v0m|2 ≤ k7, onde k6 = max

(y,t)∈Q
|akl (y, t)| .

Voltando em (3.22) com as limitações obtidas acima tem-se

|v′m|2 + a (t, vm, vm) ≤ (k5 + k7) + 2k4

∫ t

0

(
|v′m (s) |2 + a (s, vm, vm)

)
ds.

Portanto, pelo Lema de Gronwall

|v′m|2 + a (t, vm, vm) ≤ (k5 + k7) e2k4T = k8,

donde segue que

(v′m) é limitada em L∞ (0, T ;H (Ω)) . (3.23)

E sendo a (t, vm, vm) ≤ k8 então, da coercividade de a (t, v, w) obtém-se

‖v′m (t)‖2 ≤ a (t, vm (t) , vm (t))
a0

≤ k8

a0
= k9,

isto é,

(vm) é limitada em L∞ (0, T ;V (Ω)) . (3.24)

Estimativa 2. Derivando a equação aproximada com respeito a t obtém-se

(v′′′m, wj) + a′(t, vm, wj) + a (t, v′m, wj) +
(
C ′0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, wj

)
+
(
C0(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, wj

)
+

+
(
C ′1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, wj

)
+
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′′m
∂yk

yk, wj

)
= 0.

(3.25)

Multiplicando a equação em (3.25) por h′′jm e somando em j segue que

(v′′′m, v
′′
m) + a′(t, vm, v

′′
m) + a (t, v′m, v

′′
m) +

(
C ′0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′′
m

)
+
(
C0(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
+

+
(
C ′1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
+
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
= 0.

(3.26)

A análise dos três primeiros termos em (3.26) mostra que

• (v′′′m, v
′′
m) =

1
2
d

dt
|v′′m (t)|2.

• a′ (t, vm, v
′′
m) =

d

dt
(a′ (t, vm, v

′
m))− a′′ (t, vm, v

′
m)− a′ (t, v′m, v

′
m) .
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• a (t, v′m, v
′′
m) =

1
2
d

dt
a (t, v′m, v

′
m)− 1

2
a′ (t, v′m, v

′
m) .

Voltando em (3.26) obtém-se

1
2
d

dt

(
|v′′m (t)|2 + 2a′ (t, vm, v

′
m) + a (t, v′m, v

′
m)
)

=
3
2
a′ (t, v′m, v

′
m) +

+a′′ (t, vm, v
′
m)−

(
C ′0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′′
m

)
−
(
C0(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
−

−
(
C ′1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
−
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
.

(3.27)

Utilizando a primeira estimativa obtém-se as seguintes majorações

• 3
2
a′ (t, v′m, v

′
m) ≤ 3

2
n2k1
a0

a (t, v′m, v
′
m) = k10a (t, v′m, v

′
m) .

• −
(
C0(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
≤ k3

(
a (t, v′m, v

′
m) + |v′′m (t)|2

)
.

• −
(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
=
nC1 (t)

2
|v′′m (t)|2 ≤ k4 |v′′m (t)|2 .

• −
(
C ′1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk, v
′′
m

)
≤ k11

(
a (t, v′m, v

′
m) + |v′′m (t)|2

)
, onde k11 = max

{
|C ′1 (t)|Dn

2a0
,
|C ′1 (t)|Dn

2

}
.

• −
(
C ′0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk, v

′′
m

)
≤ k12

(
a (t, vm, vm) + |v′′m (t)|2

)
≤ k13 + k12 |v′′m (t)|2, onde

k12 = max
{
|C ′0 (t)|Dn

2a0
,
|C ′0 (t)|Dn

2

}
.

• a′′ (t, vm, v
′
m) ≤ k14

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

n∑
l=1

∣∣∣∣∂v′m∂yl

∣∣∣∣2 dy
]1/2

≤

≤ k14n
2

2a0

(∫
Ω

n∑
k=1

a0

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2 dy +
∫

Ω

n∑
l=1

∣∣∣∣∂v′m∂yl

∣∣∣∣2 dy
)
≤

≤ k15 + k16a (t, v′m, v
′
m).

Portanto, voltando em (3.27) com as estimativas obtidas acima, obtém-se

1
2
d

dt

(
|v′′m (t)|2 + 2a′ (t, vm, v

′
m) + a (t, v′m, v

′
m)
)
≤ k10a (t, v′m, v

′
m) +

+k15 + k16a (t, v′m, v
′
m) + k13 + k12 |v′′m (t)|2 + k3

(
a (t, v′m, v

′
m) + |v′′m (t)|2

)
+

+k11

(
a (t, v′m, v

′
m) + |v′′m (t)|2

)
+ k4 |v′′m (t)|2 ≤

≤ k17 + k18

(
a (t, v′m, v

′
m) + |v′′m (t)|2

)
.
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Integrando de 0 a t

1
2

(
|v′′m (t)|2 + a (t, v′m, v

′
m)
)
≤ −a′ (t, vm, v

′
m) +

1
2
|v′′m (0)|2 +

1
2
a (0, vm, vm) +

k17T + k18

∫ t

0

(
a (s, v′m (s) , v′m (s)) + |v′′m (s)|2

)
ds.

(3.28)

Da coercividade de a (t, v, w) segue que

1
2
a (t, v′m, v

′
m) ≥ a0

2
‖v′m (t)‖2 ,

e tem-se ainda as seguintes estimativas

• −a′ (t, vm, v
′
m) ≤ k19

∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣ n∑
l=1

∣∣∣∣∂v′m∂yl

∣∣∣∣ dy ≤ k19n
2 (‖vm (t)‖ ‖v′m (t)‖) ≤

≤ k20 ‖vm (t)‖2 +
a0

4
‖v′m (t)‖2 ≤ k21 +

a0

4
‖v′m (t)‖2

.

• 1
2
a (0, v1m, v1m) ≤ 1

2
k6n

2 ‖v1m‖2 ≤ k22.

• a′ (0, v0m, v0m) ≤ k19n
2 ‖v0m‖2 ≤ k23.

• a (s, v′m (s) , v′m (s)) ≤ n2k24

2
‖v′m (s)‖2 = k25 ‖v′m (s)‖2

.

Retornando em (3.28) tem-se

1
2
|v′′m (t)|2 +

a0

2
‖v′m (t)‖2 ≤ k21 +

a0

4
‖v′m (t)‖2 +

1
2
|v′′m (0)|2 +

+k22 + k23 + k17T + k18

∫ t

0

(
k25 ‖v′m (s)‖2 + |v′′m (s)|2

)
ds,

isto é,
1
2
|v′′m (t)|2 +

a0

4
‖v′m (t)‖2 ≤ |v′′m (0)|2 + k26+

+k27

∫ t

0

(
1
2
|v′′m (s)|2 +

a0

4
‖v′m (s)‖2

)
ds.

(3.29)

É necessário obter uma limitação para |v′′m (0)|2 , o que é feito a seguir.

Limitação para |v′′m (0)|2 .
Multiplicando a equação aproximada por h′′jm, somando em j e tomando t = 0 vem que

|v′′m (0)|2 = −
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, 0)
∂vm (y, 0)

∂yk

∂v′′m (y, 0)
∂yl

dy−

−C0 (0)
∫

Ω

n∑
k=1

∂vm (0)
∂yk

ykv
′′
m (y, 0) dy−

−C1 (0)
∫

Ω

n∑
k=1

∂v′m (0)
∂yk

ykv
′′
m (y, 0) dy.

Nota-se agora que
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• Pelo Teorema da Divergência

−
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, 0)
∂vm (y, 0)

∂yk

∂v′′m (y, 0)
∂yl

dy =
∫

Ω

n∑
k,l=1

∂

∂yl

(
akl (y, 0)

∂vm (y, 0)
∂yk

)
v′′m (y, 0) dy =

=
∫

Ω

n∑
k,l=1

(
∂akl (y, 0)

∂yl

∂vm (y, 0)
∂yk

+ akl (y, 0)
∂2vm (y, 0)
∂yl∂yk

)
v′′m (y, 0) dy ≤

≤
∫

Ω

n∑
k,l=1

(∣∣∣∣∂akl (y, 0)
∂yl

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂vm (y, 0)
∂yk

∣∣∣∣+ |akl (y, 0)|
∣∣∣∣∂2vm (y, 0)

∂yl∂yk

∣∣∣∣) |v′′m (y, 0)| dy ≤

≤ k28

∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣ |v′′m (y, 0)| dy + k29

∫
Ω

n∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∂2v0m

∂yl∂yk

∣∣∣∣ |v′′m (y, 0)| dy ≤

≤ k30

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

|v′′m (y, 0)|2 dy
]1/2

+

+k31

[∫
Ω

n∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∂2v0m

∂yl∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

|v′′m (y, 0)|2 dy
]1/2

≤ k32 |v′′m (0)| .

• −C0 (0)
∫

Ω

n∑
k=1

∂vm (0)
∂yk

ykv
′′
m (y, 0) dy ≤ k33

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂v0m

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

|v′′m (y, 0)|2 dy
]1/2

≤ k34 |v′′m (0)| .

• −C1 (0)
∫

Ω

n∑
k=1

∂v′m (0)
∂yk

ykv
′′
m (y, 0) dy ≤ k35

[∫
Ω

n∑
k=1

∣∣∣∣∂v1m

∂yk

∣∣∣∣2 dy
]1/2 [∫

Ω

|v′′m (y, 0)|2 dy
]1/2

≤ k36 |v′′m (0)| .

Portanto,

|v′′m (0)|2 ≤ k37 |v′′m (0)| ,

isto é,

|v′′m (0)|2 ≤ k38. (3.30)

Retornando com (3.30) em (3.29) segue que

1
2
|v′′m (t)|2 +

a0

4
‖v′m (t)‖2 ≤ k39+

+k27

∫ t

0

(
1
2
|v′′m (s)|2 +

a0

4
‖v′m (s)‖2

)
ds.

Logo, pelo Lema de Gronwall,

1
2
|v′′m (t)|2 +

a0

4
‖v′m (t)‖2 ≤ k39e

k27T = k40.

Dáı, como a0 > 0, vem que

(v′′m) é limitada em L∞ (0, T ;H (Ω)) ; (3.31)

(v′m) é limitada em L∞ (0, T ;V (Ω)) . (3.32)
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Estimativa 3. Multiplicando a equação aproximada por λjhjm e somando em j obtém-se

(v′′m,∆vm) + a(t, vm,∆vm) +

(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk,∆vm

)
+

(
C0(t)

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk,∆vm

)
= 0,

donde vem que

−
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂vm

∂yk

∂∆vm

∂yl
dy = (v′′m,∆vm) +

+C0(t)
∫

Ω

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk∆vmdy + C1(t)

∫
Ω

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk∆vmdy.

Observa-se que

• (v′′m,∆vm) ≤ k41 |∆vm (t)| .

• C0(t)
∫

Ω

n∑
k=1

∂vm

∂yk
yk,∆vmdy ≤ |C0 (t)|Dn

[∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂vm

∂yk

∣∣∣∣2
)
dy

]1/2 [∫
Ω

|∆vm|2 dy
]1/2

≤ k42 |∆vm (t)|.

• C1(t)
∫

Ω

n∑
k=1

∂v′m
∂yk

yk∆vmdy ≤ |C1 (t)|Dn

[∫
Ω

(
n∑

k=1

∣∣∣∣∂v′m∂yk

∣∣∣∣2
)
dy

]1/2 [∫
Ω

|∆vm|2 dy
]1/2

≤ k43 |∆vm (t)|.

Nota-se ainda que, pelo Teorema da Divergência,

−
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂vm

∂yk

∂∆vm

∂yl
dy =

∫
Ω

n∑
k,l=1

∂

∂yl

(
akl (y, t)

∂vm

∂yk

)
∆vmdy,

e dessa forma,

−
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂vm

∂yk

∂∆vm

∂yl
dy =

∫
Ω

n∑
k,l=1

∂

∂yl
(akl (y, t))

∂vm

∂yk
∆vmdy+

+
∫

Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂2vm

∂yl∂yk
∆vmdy.

Assim, tem-se ∫
Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂2vm

∂yl∂yk
∆vmdy ≤ k41 |∆vm (t)| . (3.33)

Como, pela coercividade de a (t, v, w),∫
Ω

n∑
k,l=1

akl (y, t)
∂2vm

∂yl∂yk
∆vmdy ≥ a0 |∆vm (t)|2 , (3.34)

então de (3.33) e (3.34) segue que

|∆vm (t)| ≤ k45

a0
.

Portanto,

(∆vm) é limitada em L∞
(
0, T ;

(
L2 (Ω)

)n)
, (3.35)
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e conseqüentemente,

(vm) é limitada em L∞
(
0, T ;

(
H2 (Ω)

)n ∩ V (Ω)
)

. (3.36)

As limitações obtidas em (3.24) , (3.31) , (3.32) , (3.35) e (3.36) nos permitem passar ao limite na

equação aproximada e obter∫ T

0

(v′′ (t) , w) θ (t) dt+
∫ T

0

a (t, v, w) θ (t) dt+

+
∫ T

0

(
C0(t)

n∑
k=1

∂v

∂yk
yk, w

)
θ (t) dt+

∫ T

0

(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′

∂yk
yk,∆vm

)
θ (t) dt = 0,

para todo w ∈ V (Ω) e θ ∈ D (0, T ).

Tomando em particular w ∈ V, tem-se que

(v′′ (t) , w) + a (t, v, w) +

(
C0(t)

n∑
k=1

∂v

∂yk
yk, w

)
+

(
C1(t)

n∑
k=1

∂v′

∂yk
yk,∆vm

)
= 0

em D′ (0, T ), para todo w ∈ V. Portanto,

v′′ +A (t) v + C0(t)∇v · y + C1(t)∇v′ · y = 0 (3.37)

em D′ (0, T ;V ′).
Como cada um dos termos em (3.37) está em L2 (0, T ;H (Ω)) e V é denso em H, então

v′′ +A (t) v + C0(t)∇v · y + C1(t)∇v′ · y = 0 q.s. em Q.

O termo presente no lado esquerdo da equação (2.2), é recuperado utilizando o seguinte Lema (cf.

[13]):

Lema 3.2 Seja g ∈ D′ (Ω) tal que 〈g, ψ〉 = 0 para todo ψ ∈ V. Então

(i) Existe q ∈ D′ (Ω) tal que g = ∇qK−1;

(ii) Além disso, se g ∈
(
L2 (Ω)

)n então q ∈ H1 (Ω).

As condições iniciais são verificadas de modo usual e a uniciade de solução é obtida por meio do

Método da Energia. �

Uma vez obtida a solução do problema no domı́nio ciĺındrico, utiliza-se a inversa τ−1 : Q → Q̂ afim

de obter a solução para o problema original, definido no domı́nio não ciĺındrico Q̂.

4 Apêndice

A equação sobre Q.

Tem-se que τ(x, t) = (y, t), com y = K−1x, onde K(t) = k(t)M . Considera-se as seguintes notações:

K (t) = (αij (t))1≤i,j≤n e K−1 (t) = (βij (t))1≤i,j≤n. Dessa forma x = K (t) y e y = K−1 (t)x implicam

que xi =
n∑

j=1

αijyj e yi =
n∑

j=1

βijxj .
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• u′′ (x, t)

Nota-se que
∂u

∂t
=
∂v

∂t
+

n∑
k=1

∂v

∂yk

dyk

dt
=
∂v

∂t
+

n∑
k=1

∂v

∂yk

n∑
l=1

β′klxl =

=
∂v

∂t
+

n∑
k,l,p=1

β′klαlpyp
∂v

∂yk
,

e portanto

∂2u

∂t2
=
∂2v

∂t2
+

n∑
k=1

∂v′

∂yk

dyk

dt
+
∂

∂t

 n∑
k,l,p=1

β′klαlpyp
∂v

∂yk

 ,
que depois de alguns cálculos resulta em

u′′ (x, t) = v′′ + 2
n∑

k,l,p=1

β′klαlpyp
∂v′

∂yk
+

+
n∑

k,l,p=1

β′′klαlpyp
∂v

∂yk
+

n∑
k,l,p,q,r,s=1

β′klαlpypβ
′
qrαrsys

∂2v

∂yq∂yk
.

(4.38)

• ∆u (x, t)

Tem-se que
∂u

∂xj
=

n∑
k=1

∂v

∂yk

∂yk

∂xj
=

n∑
k=1

βkj
∂v

∂yk
.

E dáı segue que
∂2u

∂x2
j

=
n∑

k=1

βkj

n∑
l=1

∂

∂yl

(
∂v

∂yk

)
∂yl

∂xj
,

ou seja,

∆u =
n∑

k,l=1

∂

∂yl

 n∑
j=1

βkjβlj
∂v

∂yk

 . (4.39)

Das notações introduzidas anteriormente e observando que

K ′ (t) = k′ (t)M[
K−1 (t)

]′ = − k′(t)
k2(t)M

−1

[
K−1 (t)

]′′ =
2k (t) [k′ (t)]2 − [k (t)]2 k′′ (t)

k4 (t)
M−1,

obtém-se de (4.38) que

u′′ = v′′ − 2
k′ (t)
k (t)

∇v′ · y +
2 [k′ (t)]2 − k (t) k′′ (t)

k2 (t)
∇v · y +

n∑
k,l=1

[
k′ (t)
k (t)

]2
ykyl

∂2v

∂yl∂yk
. (4.40)

Para o lado direito da equação tem-se

∂p

∂xj
=

n∑
k=1

∂q

∂yk

∂yk

∂xj
=

n∑
k=1

∂q

∂yk
βkj ,
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isto é,

∇p = ∇q ·K−1 (t) . (4.41)
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