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Resumo
Neste trabalho mostramos que o método de Lagrange, usado para resolucdo de equacoes dife-
renciais ordindrias lineares de primeira ordem, também pode ser aplicado na resolucao das equagoes

equagoes diferenciais ordinarias néo lineares do tipo Bernoulli.

1 Introducao

Stewart [7] afirma que “as equagoes diferenciais talvez sejam a aplicagdo mais importante do cdlculo”.
Quando fisicos ou cientistas usam o cédlculo, em geral, o que eles fazem ¢ analisar uma equacao diferencial
modelada a partir de algum fenomeno que eles tenham observado. Um ponto importante dessa anélise
é a resolugao da equagao diferencial presente no modelo. H& véarios métodos de resolugao de uma
equacao diferencial ordindria (EDQO). Neste trabalho, apresentamos um método de resolucao de EDOs de
primeira ordem nao lineares do tipo Bernoulli. No primeiro semestre de 2006, durante o curso de Célculo
Diferencial e Integral ITI, em resposta a uma duvida nossa sobre a viabilidade da aplicacao do Método de
Lagrange para resolucao de EDOs do tipo Bernoulli, nds, alunos do curso, fomos convidados a desenvolver
um pequeno projeto. O primeiro passo foi verificar a validade do Método de Lagrange para resolugao
de alguns exemplos de EDOs tipo Bernoulli. Cumprida essa primeira etapa, estabelecemos a validade
do emprego do método para uma EDO qualquer do tipo Bernoulli. Ao final, fizemos um levantamento
bibliografico a fim de verificar se algum autor ja havia apresentado esse método de resolucao. Somente
nos livros de Abunahman [1] e Piskounov [6] foram encontradas mengoes sobre esse método, porém,
nesses livros os autores apenas sugeriram aplicagoes em exemplos sem fazer uma justificativa completa.
Neste trabalho, compilamos as andlises apresentadas nos relatérios dos alunos de Célculo Diferencial e
Integral III e demonstramos que o Método de Lagrange pode ser aplicado as EDOs de Bernoulli.

Dizemos que uma equacao é do tipo Bernoulli, se ela pode ser escrita na forma

dy
24 py=Qyn 1.1
2y T LY Qy (1.1)

onde P e () sao constantes ou fungoes de .

E sabido que a EDO pode ser transformada em uma EDO linear através da mudanca de varidvel
v = y'~™. Vale salientar que para n =0 ou n = 1, a equacdo é na verdade linear, e a substituicao nio é
necessdria. Usando a mudanca de varidvel mencionada, a equagao (1.1) fica

dv
— 4+ Piv = 1.2
dz + Mo Q17 ( )
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onde P, = (1 —n)P e @1 = (1 —n)Q. Observe que a equacao (1.2) é linear em v.

Antes de prosseguirmos, vamos apresentar o chamado método de Lagrange para EDOs lineares.

2 Meétodo de Lagrange — EDOs lineares

O método de Lagrange é usado para resolver EDOs lineares. Isto é, EDOs que podem ser escritas na
forma
dy

Lipy=q (2.3)

onde P e () sao constantes ou fungoes de .
No método de Lagrange, procuramos uma solucao de (2.3) na forma de um produto. Isto é, y(z) =
u(z)v(z). Observe que, neste caso, a derivada de y é dada por
dy dv du
dr ~ dr " Vdx
Substituindo a expressao acima em (2.3), obtemos
u (ZZ—FPU) —H)ZLZ =qQ (2.4)

As funcées u e v sdo determinadas em duas etapas.

1. Primeiro, determinamos uma funcgao v tal que

dv
— + Pv=0. 2.5
o TP (2.5)
2. Depois, determinamos as fungoes u tais que
du
b 2.6
=0, (26)

onde v ¢é a fungao determinada no item anterior.

Determinagao de v: Para resolver (2.5), multiplique os dois membros da equagao por dx:

dv + Pdxz = 0.

Separe as varidveis: %” = —Pdz. Integre: [ %dv = — [ Pdx. Logo, |v] = eCe=J Pz Tsto, é a funcéo v

deve ser da forma
szeidex, K eR.

Determinagao de u: Vamos, agora, determinar as fungbes u que resolvem (2.6) para v dado por
v = e~ J P4 (observe que isto corresponde & escolha K = 1 na equagao acima). Substituindo v em (2.6):
du — el PdrQ. Integrando: u = [ eJ P*Qdz.

Como y = uv, tem-se:

Y= eifpdx/ef Pz Qdx (2.7)
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3 Meétodo de Lagrange e EDOs do tipo Bernoulli — Um caso

particular

Vejamos agora, através de um exemplo, que estas mesmas idéias podem ser aplicadas a uma EDO do
tipo Bernoulli. Considere a EDO:

d
v LY

dx T

= 3xy°.

Fazendo y(x) = u(x)v(x), derivando com respeito a x:

dy _ dv
dx_ud:v vdw

e substituindo

Calculando v:

Integrando:

In|v| =2In|z|+ C.

Podemos tomar uma solucio particular v(z) = x2.

Calculando u:

uw2du = 323dx

Integrando:
1 3zt
——=—+4C.
U 4 +
Assim: u(x) = —ﬁ. Como y(z) = u(x)v(z), tem-se
4 2
y(x) = —ﬁ (Solugao Geral)

Para averiguar a consisténcia deste método, propomos também a solucao da mesma EDO pelo método

apresentado anteriormente, ou seja, EDOs do tipo Bernoulli. Tomemos novamente a EDO:

dy

Yy 2
— 2= = 3xy~.
dx T atd
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Dividindo por y?:
y—2@ S

2— = 3z.
dx xy
Substituindo w = y~! e derivando com respeito a x
dw _ody
dr Y dx
Na nova variavel, a equagao se reescreve:
dw 2
— + —w = —3z.
dr =z

Observe que trata-se de uma EDO linear em w.

Vamos resolver esta EDO linear pelo método de Lagrange. Fazendo w(z) = u(z)v(z), obtemos

dw dv du

dr o TV

Substituindo
U (dv + 21}) Jrvd—u = —3x.

Calculando v:

Integrando:

In|v| =—=2Inlz| + C.

1
Podemos tomar uma solugdo particular v(z) = —.
x
Calculando w:

1 du
% 5
22 dx “
Integrando:
3zt
Como, w(z) = u(x)v(zx), tem-se
1 3zt 32?2 C
we) = () =T
Reduzindo ao mesmo denominador
() = 4C — 322
o 4x?
Como w = y~ !, pode-se escrever, ja que 4C = —K:
42

Vo) =gy R

Este foi o mesmo resultado obtido quando utilizamos o Método de Lagrange. Observamos ainda que,

procedendo desta forma, precisamos efetuar mais mudancas de variaveis do que no método de Lagrange.
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4 Meétodo de Lagrange e EDOs do tipo Bernoulli — O caso geral

Considere agora uma EDO do tipo Bernoulli. Isto é, uma EDO da forma

dy

- T P@)y = Qx)y". (4.8)

com n # 0 en # 1. Vamos tentar obter sua solugao y pelo método de Lagrange.

Fazendo a substituicao y(x) = u(x)v(x) e derivando com respeito a x:

dy_ o
de ~ dx dz’

Substituindo:

Calculando v:

Integrando:

Isto é, v(z) = e~ J Pl@)dz,

Calculando u:
— = Q(x)v" tdx

Integrando:
u' ™" = (1—-n) (/Q(w)v”_ldx + C) .

Lembrando que v(z) = e~/ P(@)d ¢ substituindo em u:

u= {(1 —n) </Q(x) (e’fP(m)dw)n_l d:c+C)} o .

Como, y(z) = u(x)v(zx), temos

y(z) = e~ J P@)de [(1 _n) (/ Q) (e—fP(w)dw>n_1 de + Cﬂ e 7

que ¢é a solugao geral da EDO de Bernoulli (4.8) obtida através do Método de Lagrange.
Observe que se resolvemos a EDO de Bernoulli (4.8) pela substituicao w = y*~", podemos reescrever

a EDO (4.8) na nova varigvel:
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onde Py (z) = (1 —n)P(x) e Q1(z) = (1 —n)Q(x).
Pelo método de Lagrange, fazendo w(z) = u(x)v(z), obtemos:

u <Z: + Pl(;v)v> —|—v§—z = Q1 (z).

Calculando v:

Integrando:

Isto é, v(z) = e~ J Pr(@)dz,

Calculando w:
du = Q1 (z)v 'dx
Integrando:
u= /Ql(m)v_ldx +C
Lembrando que v(z) = e~/ P1(#)4% ¢ substituindo em u:

u= (/ Q1 (z)e Pr@)dz gy 4 C) .

Como, w(z) = u(x)v(x), temos
w(z) = (1 —n)er=D [ PE)de </Q(x)e(1_")fp(x)dxdx + C’) .

Por outro lado, w = y'~". Logo

y(z) = e~ J Pl@)de [(1 _n) </ Q) (e—fP(w)dw>n_1 de + Cﬂ = 7

que é a mesma solugdo geral da EDO de Bernoulli (4.8) obtida através do Método de Lagrange.

4.1 Exemplos

d
1. % — 22y = xy°
- dy dv du
Solucao: y(z) = u(z)v(z) e e = U + v
d d )
U (d; — 2:1:11) + ’Uﬁ = zuv?

Calculando v: Temos %% = 2zdx. Logo, v(z) = e*" Calculando u: Temos ex2%

2
uw3du = ze?®* dx

2
= ze3* u3 Logo,
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Calculando a integral fscegxz dx Fazendo o = 222, tem-se 4xdxr = da e

1 212
/x62$2dx:i/eada:%+0264 +C.

2

2 _
POI‘ta,ntO, u- = 7@.

Como, y(z) = u(z)v(z), temos y*(z) = u?(z)v?(x). Logo

262x2

2 o ~
y°(z) = TP K (Solugao Geral)

dy 4
2, — =— .
dx xy vy
dy dv du

Solugao: y(z) = u(z)v(x) e el + v

U @fév +vd—u:x\/ﬂ\/5
dr =z dx

d

Calculando v: Temos @ %d:r. Logo, v(z) = z*. Calculando u: Temos x42—g = zv/uvz?* Logo,
v

u = (In/z + K)? Como, y(z) = u(z)v(r), temos

y(z) = z*(In vz + K)? (Solugao Geral)

5 Discussao sobre o “novo” método

Nosso trabalho propoe a resolugao da equacao de Bernoulli pelo método de Lagrange. Esse método
se mostrou viavel e simplificado na prética, visto que realizamos apenas uma mudanca de varidvel
(y(x) = u(x)v(x)), diferentemente do método de resolugao mais comum, onde substituimos y!=" = w, e
posteriormente encontramos a fungdo w como solu¢ao de uma EDO linear e, finalmente, determinamos
a solucao da EDO do tipo Bernoulli original. Nos exemplos apresentados, nao ficou evidenciada uma
tendéncia para resolucao de integrais de forma mais complicada do que normalmente apareceriam se as
EDOs fossem resolvidas pelo método mais usual. Além disso, quando usada em sala de aula, a resolugao
por este método se mostrou confidvel e mais facilmente compreendida pelos alunos. Ademais, ele permite

uma resolugao das EDOs de maneira mais rapida e prética.
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