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1 Introducao

Inspirado pela potencialidade da computagao quantica - que provavelmente terd profundas con-
seqiiéncias, nao sé para a tecnologia, mas também para a teoria da informagado - estudamos o algo-
ritmo de Shor, famoso algoritmo quantico para fatoracao de ntimeros inteiros, que foi criado em 1994
pelo fisico norteamericano Peter Shor. Este algoritmo é um paradigma do que a computagao quantica
promete, pois representa um ganho inimaginavel de velocidade de processamento que vird a modificar
bruscamente os sistemas criptogréaficos de seguranca, que estao fundamentados na fatoragao de grandes
nimeros (problema muito dificil para computadores classicos), podendo deixar segredos de estado, e
transagoes financeiras vulneréaveis.

Veja na tabela abaixo a comparagao de tempo de fatoracao entre um algoritmo cléssico e o algoritmo
de Shor.

Comprimento do | Tempo de fatoracao | Tempo de fatoragdo

numero a ser fatorado | por algoritmo cldssico | com o algoritmo de

(em bits) Shor

512 4 dias 34 sequndos
1024 100 mil anos 4,5 minutos
2048 100 mil bilhoes de anos | 36 minutos
4096 100 bilhoes de qua- | 4,8 horas

trilhdes de anos

Tabela 1: http://www.comciencia.br/reportagens/nanotecnologia/nanol6.htm

Este e outros algoritmos quanticos que produzem resultados muito mais eficientes do que os produzi-
dos pelos computadores cldssicos estao para promover uma revolugao na computacao e na matematica
pura. Com este incentivo aprofundamos nosso estudo em alguns aspectos do algoritmo que tém papel
fundamental em seu desenvolvimento, mas para que possamos entender conceitos mais avancados, é
importante que saibamos retornar e estudar com afinco os conceitos mais simples.

A Transformada Quantica de Fourier estd freqiientemente presente em algoritmos quanticos. Para
compreendé-la, introduziremos uma importante ferramenta: Teoria das Representacoes e Caracteres de
grupos. Entretanto, notamos que tal ferramenta nao se limita apenas as relagoes com a Transformada de
Fourier, revelando, sobretudo, um rico e profundo estudo relacionando diversas dreas da matematica pura
e aplicada. Através do desenvolvimento desse trabalho, esperamos reunir contetidos que auxiliem traba-
lhos futuros. Algumas demonstragoes e definigdes foram omitidas neste artigo, e podem ser encontradas

nas obras [1] e [2] listadas na referéncia.
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No segundo capitulo apresentamos o algoritmo de Shor e a Transformada de Fourier, depois veremos
representagoes de grupos, FG-médulos, caracteres e seu produto interno (que sdo construidos pelas
representagoes de grupos e originam grandes resultados quando utilizamos os conceitos de FG-médulo)
e nossas conclusoes que fazem as devidas conexdes entre os caracteres e o algoritmo de Shor.

Por conveniéncia, em alguns casos, representaremos uma fungao, por exemplo, p(z) por zp.

A nao ser que se diga o contréario, neste trabalho estamos considerando G e H como grupos finitos,

V,U e W como espagos vetoriais e um corpo F, que pode ser R ou C.

2 Algoritmo de Shor e Transformada Quantica de Fourier

O algoritmo de Shor, é um algoritmo para um computador quantico que encontra os fatores primos
de um ntimero composto N em um nimero de passos que é polinomial em [log, N1, isto é de grande
importancia pois nao existe algoritmo cldssico capaz de fatorar nimeros em tempo polinomial em n,
como faz o algoritmo de Shor. Este processo de fatoracio pode ser reduzido ao calculo de ordem? de um
ntimero x menor que N, escolhido aleatoriamente como pode ser visto em [3].

No nivel quantico, todos os valores de j que produzem z/ = 1 (mod N) sdo ”conhecidos”. Mas esta
informagao nao esta disponivel no nivel classico. E para descobrir eficientemente o periodo de uma fungao
utilizamos a transformada de Fourier, que transforma uma funcao de periodo r em uma nova funcao de
periodo proporcional a %, o que faz a diferenca para a determinagéo de r, como pode ser visto em [3].

A transformada de Fourier de uma fungéo F : {0,...,N -1} - C
é uma nova fungao F: {0,...,N — 1} — C definida por

N—-1
F(k) = <= 3 () (2.1)
=0

Ao invés de aplicar a transformada discreta de Fourier(DFT) em uma fungdo iremos aplicd-la em
um estado da base computacional. Entao aplicando a DFT em um estado da base computacional
{]0),...,| N — 1)} temos

N-1

1 ok
DFT(| k)) = = — e2™IN | j 2.2
1) =100 = 7 @R 1) ©2)
onde o conjunto {| %) : k=0,..., N — 1} forma uma nova base ortonormal,

assim (¢}, | ¥x) = Owk. Agora definimos a transformada de Fourier inversa que é similar a equagao
(2.2), porém com um sinal de menos no expoente. E como a DFT é um operador linear unitério, entao
DFT-'=DFT3,

E para que possamos entender seu funcionamento comegaremos agora nosso estudo de representagoes

e caracteres de grupos.

IMenor inteiro maior que loga N.
2A ordem de um nimero x médulo N é um ntimero j que é o menor natural diferente de zero tal que 7 = 1 (mod N).

SDFTt = DFT™
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3 Representacgoes de grupos

Uma representacao de um grupo nos dé uma forma de relacionar um grupo finito qualquer com um
conjunto de matrizes. Mais precisamente, a representacio de um grupo é um homomorfismo*
p: G — GL(n,F), onde n é o grau de p e GL(n,F) é o grupo de matrizes invertiveis n x n com

entradas em F, em outras palavras, uma funcdo p : G —GL(n,F) é uma representacdo se e somente se

(gh)p = (gp)(hp), Vg.h € G.

Durante nosso curso de graduagao, na maioria das vezes, nao conseguimos perceber a importancia de

um homomorfismo e nem vemos sua aplicabilidade, estando sempre em maior destaque os isomorfismos®.

Porém neste trabalho poderemos perceber o poder de um homomorfismo bem como sua aplicabilidade.

E como conseqiiéncia de nossa definicao temos g~'p = (gp)~!, pois

I = (ec)p= (997" )p=(9p)(g~ " p) = (9p) " In = (g7 'p) = g 'p=(g9p)"".

Note que se definirmos nossa fungao p como gp = I,, para todo g pertencente G onde I,, é a matriz

identidade n x n, entao

(gh)p = In = InI = (gp)(hp), Vg, h€G

ou seja, p é uma representacao de G. Com isso verificamos que todo grupo tem pelo menos uma repre-

sentacao.

Vejamos alguns exemplos bem simples de representagoes de grupos ciclicos.

Exemplo 3.1. Seja G o grupo ciclico C3 =< a : a® = eq >= {eg,a,a}°

(I)Uma representagao possivel € p : C3 — GL(2,C) onde

Lo 2 ¢ o (2
eGgp = ; ap = . ; ap= 3 21 .
0 1 2 2 2

(II) Uma outra representagdo possivel para o mesmo grupo € o : C3 — GL(2,R) onde

10 0 1 , -1 -1
€Go = ; ao = ; a‘oc = .
0 1 -1 -1 1 0

4Se G e H sao grupos, entdo um homomorfismo de G em H é uma funcao ¥ : G — H que satisfaz

a

3
w|‘ )
_

(9192)9 = (919)(929) Vg1,92 € G.

5 - . .
20 isomorfismo é um homomorfismo bijetivo.
6Grupo gerado quando operamos a com ele mesmo, onde a tem ordem 3.
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Exemplo 3.2. Seja agora G o grupo ciclico Co =< a : a®> = eg >= {eg,a}’ Peguemos uma repre-

sentagao ¢ : Co3 — GL(3,R) definida

1 0 0 -1 0
egp =1 0 1 0 |; ap = -1
0 0 1 0 -1

Diremos que duas representagoes p e o de mesmo grau, sao equivalentes se
go =T~ (gp)T, para algum T, onde T é uma matriz n x n invertivel e para todo g€G. Com isso podemos

encontrar uma nova representagao o a partir de uma representacao p, pois

(gh)o =T~ ((gh)p)T =T~ (gp)TT~"(hp)T = (go)(ho).

para todo g, h € G.
Através de nossa definig@o, representagoes equivalentes formam uma classe de equivaléncia.

Exemplo 3.3. Seja G=C3 e consideremos a representacdo de p de G que aparece no exemplo (3.1(1)).

=1 /3i
— 2 2
ap = i =1
2 2
E peguemos uma matriz

1 1
T= ( ) cuja inversa é T 1 = < ) ) )

E com isso obtemos uma representacao o de Cs fazendo

FEntao

B

(SIS
M|| [ NI
—

e’ 0
ac =T tapT = omi
0 e 3
A wverificacao de que o de fato € uma representacdo € bem simples neste caso.

Assim o e p sdo equivalentes.

4 FG-Modbdulos

Lembremos antes que um espaco vetorial V é construido utilizando-se um grupo abeliano Gy e um
corpo qualquer F, onde a operacao intrinseca de Gy é a soma (representamos como (Go,+)) e defini-
mos uma multiplicacao entre os elementos do grupo Gy e o corpo F, dessa forma podemos representar

simbolicamente um espago vetorial V como V((Gg,+),F,-).

7Grupo gerado quando operamos a com ele mesmo, onde a tem ordem 2.
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Em geral o espago vetorial mais conhecido é o R™, onde o grupo abeliano G é o produto cartesiano
RxRx...xR = R" com a operacao de soma e o corpo F poderd ser R ou C, que costumamos
~—_——

n  fatores
representar como R™(R) ou R™(C) respectivamente.

Com isso, diremos que o espago vetorial V sobre F é um FG-médulo se o produto vg (v € V, g, h € G),
onde o grupo G néao é necessariamente o grupo abeliano Gy que constréi o espaco vetorial V, obedece

aos seguintes axiomas definidos em uma base ordenada B = [v1,v9,...,v,] de V:
1. v,g €V,
2. vilgh) = (vig)h;
3. vieg = v;;
4. (Movr4 ...+ vn)g =M (vig) + ...+ A (vng).

onde 1 < ¢ < n ;e eqg representa o elemento neutro do grupo G.

As letras F e G de FG-médulo indicam que V é um espago vetorial sobre F e que G é o grupo do
qual pegamos os elementos para a multiplicagdo vg (v € V e g € GG). Com isso podemos representar o
FG-médulo como FG(V,G,®), onde ® é o simbolo que representa a multiplicagdo de um elemento de V
por um elemento de G.

Se V = F™ e definimos vg = v(gp) (o produto vg serd na verdade o produto de v pela representagao
de g), satisfazemos os axiomas acima e transformamos um espago vetorial em um FG-Mddulo (neste
trabalho utilizaremos FG-mddulos definidos desta forma e quando for conveniente representaremos o
elemento neutro de FG-médulos por 0). Além disso gp := [g]m, onde [g]s é a matriz representacao de g
escrita em uma base B de V.

Existem muitas representacoes de um grupo, todas da forma g — [g]s para alguma base 9B, mas

observe que trabalhar com representacoes equivalentes significa mudar de base:

lg]s =T '[glsT Vge€G.



W.R. Fortes & L.M. Carvalho Caracteres e Algoritmo de Shor 37

4.1 Redutibilidade

Sejam V um FG-moédulo e W um subespaco do espago vetorial V. Se W é um FG-moddulo, entao serd
um FG-submédulo de V. Para verificar se W é um FG-submoédulo de V, basta verificar se wg € W
(Vw eW e g€ @), pois os outros axiomas ja tém sua veracidade garantida por W ser subespaco de
V.

Dizemos que um FG-mdédulo V é redutivel se ele tem algum FG-submédulo além de {ey} e de V,

caso contrario dizemos que ele é irredutivel.

Definicao 4.1. Sejam V e W FG-mddulos. Dizemos que ¥ : V. — W é um FG-homomorfismo se ¥ é

uma transformacdo linear e (vg)Y = (vd)g.

Lema 4.1. Seja ey elemento neutro do FG-mdédulo V e g qualquer elemento de G. Entao

eyg =¢€y.

Dem:

(ev)g=(ev +ev)g=evg+evg = eyg=ey. -

Proposigao 4.1. Seja 9 : V — W um FG-homomorfismo. Entao Ker(9)® é um FG-submddulo de V e
Im(9)° é um FG-submédulo de W.

Dem:
Devemos primeiro perceber que Ker(¢#) é um subespaco de V e I'm(}) é um subespago de W, pois ¢
é uma transformacao linear. Entao sé precisamos verificar que o 1° axioma é atendido.

Agora, para ve Ker(9) e g € G, temos
(vg)d = (vd)g = ewyg = ew,

entdo vg € Ker(?9). Com isso Ker(d) é um FG-submdédulo de V.
Agora seja w € Im(¥), entdo w = v para algum v € V. E para todo g € G, temos

wg = (vd)g = (vg)d € Im(V),

e entao Im(¥) é um FG-submédulo de W. n
Se existe ¥~! que é a inversa de ¥ entdo V = W(V é isomorfo a W) e com isso ¥ e 91 sdo FG-
isomorfismos. Como conseqiiéncia, sabemos que dimU=dimW e V ¢ irredutivel se e somente se W é

irredutivel.

8Ker(¥)={v eV :vd=epy} O Kernel é também chamado de Nticleo.
9Im(¥) é a imagem da fungdo 9.
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Teorema 4.1. Seja V um FG-mddulo com uma base B (a base de um FG-modulo é a mesma base
escolhida para o espago vetorial que o compaée.), e W é um FG-mddulo escrito em uma base B’. Entdio

Ve W sao isomorfos se e somente se as representacoes

prg—lgls e o:g— [gle
sao equivalentes.

Dem:

Vejamos primeiro que V e W sdo isomorfos se e somente se existem bases 81 de V e By de W tal
que [g]s, = [g]ls, Vg€G.

Para ver isso, suponhamos que ¥ é um FG-isomorfismo de V.em W, e vy, , v, é uma base B; de
V,end, - ,v,0 é uma base B2 de W. Desde que (v;9)9 = (v;9)g para cada i, entdo [g]s, = [g]®s,-

Por outro lado, suponhamos que vy, --- , v, é uma base 81 de V, e wy,--- ,w, é uma base By de W
tal que [g]s, = [9]s,, para todo g € G. Seja ¥ uma transformagao linear invertivel de V em W tal que
v;0 = w;, para todo i. Desde que [g]s, = [¢9]s,, deduzimos que (v;g)Y = (v;¥)g Vi, e entdo ¥ é um
FG-isomorfismo.

Voltando a nossa demonstragao, vamos assumir que V e W sao FG-médulos isomorfos. Acabamos de
ver que existem bases B, de V e By de W tal que [g]ms, = [¢]s, Vg € G. Definamos a representagio ¢
de G por ¢ : g — [g]m,. Entao para alguma matriz T invertivel g¢p = T~ 'gp para todo g pertencente a
G, isto é, ¢ é equivalente a p. Entao p e o sao equivalentes.

Por outro lado, suponha que p e o sao equivalentes. Entao, existe uma base B” de V tal que,
go = [g]s~ para todo g € Gj isto é, [g]s = [g]w’ para todo g € G. Entdo pelo que vimos ainda pouco,

V e W sao FG-médulos isomorfos. =

4.2 Soma Direta

Sejam U e W FG-submodulos de V, tal que V pode ser escrito como soma direta de U e W, isto é,
V=UsW.

Sejam uq, ..., u, base B de U e wy,...,w, base Bs de W, entdo uma base B de V

_ [g]iBl 0
9] = ( 0 Ll ) : (4.3)

Este resultado pode ser estendido naturalmente, quando podemos escrever V como soma direta de r
FG-submoédulos de V, ou seja, se V =U; @ Us & - - - ® U,, uma soma direta de FG-submédulos U;, e B,

é UL, .., Up, W, .., Wy epara g e G

é uma base de U; teremos para g € G

9] = : (4.4)
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Agora veremos nossos primeiros resultados importantes sobre teoria das representacoes.

5 Teorema de Maschke

Teorema 5.1. Se U é um FG-submddulo de um FG-mddulo V, entdo existe um FG-submddulo W de
V tal que
V=UsW.

Dem:

Podemos escrever V' = U & W)y, para algum subespago vetorial Wy do espago vetorial V. E parav € V
temos v = u + w para tnicos vetores u € U e w € W.

Sabemos que definindo a fungao ¢ : V' — V como v¢ = u, ¢ é uma projecao de V com Niicleo(Kernel)
Wo e imagem U.

Entao se conseguirmos modificar a projecao acima para obter uma nova projecao 1 que também seja
um FG-homomorfismo de V em V com imagem U, teremos chegado ao fim da prova, pois Wy serd o
Kernel de 9, isto é, serd um FG-submédulo de V.

Assim, verifiquemos que

vl |G|ng 1 (weV)

geG
é a funcdo que procuramos; onde | G | é o ntimero de elementos do grupo G, chamado de ordem de G.

Seja z € G e h=xg. Entao ¥ é um FG-homomorfismo:

(vz)9 = |G|Z vx)g |G|th¢h x—T;Uh¢h = (v)dx

geqG heG
pois como g varre todos os elementos de G, h também varrera.

E ¥ é uma projecao com imagem U:

1
W = g S u)or™ = g7 3wl 12722 (5:5)

geG geG

Assim é ficil verificar que como v = u + w, entdao vd € U e (v¥)¥ = v¥. Também podemos ver pela
equagao (5.5) que Im(¥) =U e Wy = Ker(9). n
Assim todo FG-moédulo pode ser escrito como uma soma direta de FG-submédulos irredutiveis.
Com este resultado podemos restringir nosso estudo da teoria das representacoes a FG-Mddulos irre-

dutiveis.

6 Lema de Schur

Lema 6.1.  Sejam V e W CG-mddulos irredutiveis.
(1) Se ¥ :V — W € um CG-homomorfismo entdo ¥ é um CG-isomorfismo , ou v =0
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YoeV
(2°) Se¥:V — V é um CG-isomorfismo entdo ¥ € um miltiplo da identidade (A, onde Iy € a matriz

identidade de ordem igual a dimensdo de V).

Dem:

(1’) Suponha que v # 0 para algum v € V.Entdo a Im(9) # {0}. Como a imagem é um CG-
submédulo de W, e W é irredutivel, Im() = W. Além disso Ker() é um CG-submdédulo de V e como
o Ker(9) #V eV é irredutivel, Ker(9¥)={0}. Assim 1 é invertivel, pois Ker(9)={0} e Im(9) = W, e

entao ¥ é um CG-isomorfismo.

(2’) Como o endomorfismo'? ¥ tem um autovalor A € C, entdao Ker(d — My ) é um CG-submédulo
diferente de zero de V. Desde que V é irredutivel, Ker(d — AIy)=V. E entao

v —=Ay)=0 YvelV.
Isto é, ¥ = Aly, como queriamos. n

Proposicao 6.1. Se U é um CG-mddulo diferente de zero onde todo CG-endomorfismo de U € um

maltiplo escalar da identidade, entao U € irredutivel.

Dem:
Por contradicao, vamos supor que U seja redutivel, ou seja, pelo teorema de Maschke
U=U;®U,.
Entao uma proje¢ao (u1 + u2) — w1 para todo u; € Uy e uz € Uy é um CG-endomorfismo, mas nao

é um multiplo escalar de 17 o que é uma contradi¢cao. Logo U é irredutivel. n

7 Teoria das representacoes de grupos abelianos

Seja G um grupo finito e abeliano, e V um CG-Médulo irredutivel. Para um x € G fixo o endomorfismo

(v)¥; = vz de V (espago vetorial) é um CG-homomorfismo, pois:

(vg9)¥: = (vg)x = vxg =vig Vg € G.

E pela parte (1’) do Lema de Schur sabemos que este endomorfismo é um CG-isomorfismo, que pela
parte (2’) do Lema de Schur:

v, = vx = AU Yv e V.

vxr = A,v pertence ao subespaco que contém v.

10Um endomorfismo de grupos é um homomorfismo ¥ : G — G.

Um endomorfismo de um espago vetorial V é uma transformagao linear de V em V.
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Isto implica que o espago gerado por v é um CG-submédulo de V e, mais do que isso, todo subespago
de V é um CG-submodulo, mas como V € irredutivel deduzimos que a dimensao de V é igual a dimensao
de seus subespacos, e como a dimensao do espago gerado por v é igual a 1, entdo dim(V)=1. Com isso

provamos a
Proposigao 7.1. Se G é Abeliano entao todo CG-mddulo irredutivel tem dimensdo 1.

A reciproca também é valida.
Pode-se provar que todo grupo abeliano finito é isomorfo a um produto direto de grupos ciclicos.

Com isso podemos determinar as representagoes irredutiveis de todos os produtos diretos

G=Ch xXCp, x - xChp,

onde nq,---,n, sao inteiros positivos. Isto cobre todas as representacoes irredutiveis de todos os
grupos abelianos finitos.

Seja ¢; o gerador de C),,, podemos escrever

gi=(1,-+,ci,---,1) (c; estd na i-ésima posi¢ao).

Entao

G={g1,-+,gn)", com gI'" =1

onde n; é a ordem de g;, e estamos representando eg pelo simbolo 1.

Agora, seja p uma representagao irredutivel de grau 1 de G sobre C. Entao para

1 <i<r,existe \; € C tal que

gip = Ai.
Além disso A" = g/"'p =1, isto é, A\; é uma n;-ésima raiz da unidade.
E para um g € G temos
gp:(gilv"' 7gZT)p:()‘]11="' 7)‘£T) (7.6)

Uma representagio p de G que satisfaz a equagao (7.6) pode ser representada como p = Pyt .. \ir
1 [Xavs
E existem nins---n, =| G | dessas representagoes que nao sao equivalentes duas a duas, pois G =

Cn, X Chy X -+ x C,, en; éaordem de Cj.

7.1 Diagonalizagao

Sejam H = (g) um grupo ciclico de ordemne V =U; @ - - - @ U,, um CH-médulo que pode ser escrito

como uma soma direta de CH-submodulos irredutiveis U; de V, onde cada U; tem dimensao 1. Sejam

M Grupo gerado quando operamos entre si os elementos g1, - , gr-
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também wu; o vetor que gera U; e w=e = (0 ntmero 7 do expoente é o nimero imagindrio pertencente a

C). entao para cada i existe um inteiro m; tal que

uig = Wy,

onde w™¢ é uma representacao de grau 1 de g.

Entao se B é uma base uq,--- ,u, de V podemos escrever
w™t O

l9]e = (7.7)

O wmr

para enxergar isso, basta olhar para a matriz (4.4)

Agora podemos estender para um grupo finito qualquer G.

Proposigao 7.2. Seja G um grupo finito e V um CG-mdodulo. Se g € G, entao existe uma base B de V
tal que a matriz [g]s € diagonal. Se g tem ordem n, entdo as entradas da diagonal de [g)s sdo n-ésimas

raizes da unidade.

Dem:
Seja H um subgrupo ciclico de G tal que H = (g). Como V também é um CH-médulo, o resultado é

imediato. Além disso suas entradas sdo n-ésimas raizes da unidade como na equagao (7.7) ]

8 Caracteres

Suponha que todo p : G —=GL(n,F) é uma representacao de um grupo G. A cada matriz gp (g € G)
de grau n vamos associar um nimero complexo. Esta fungao que associa um nimero complexo a cada
matriz de uma representacao se chamard caracter desta representagao.

Esta funcao tem propriedades fundamentais que auxiliam em toda teoria das representagoes e tem
participacdo especial na Transformada de Fourier. Quando antes trabalhdvamos com n? valores para

cada matriz gp agora sera somente um para cada matriz.

Definicao 8.1. Suponha que V é um CG-mddulo com base B. Entdo o caracter de V é a func¢ao
X : G — C definida por x(g9) = trlgls = > i, aii-

Antes de seguir em frente vamos relembrar algumas propriedades béasicas do trago de uma matriz.

Proposicao 8.1. Sejam A = (a;;) e B = (b;) matrizesn xn e T uma matriz invertivel de grau
n, entao:
tr(A+ B) =tr(A) + tr(B) (8.8)

tr(AB) = tr(BA) (8.9)
tr(T~YAT) = tr(A) (8.10)
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Dem:

A entrada it de A+ B é a;; + b;;, e de AB ¢ Z?:1 ai;jbj;. entdo

n

(8.8) tr(A+ B)= Z(an‘ +bii) = i ai; + ibn‘ =tr(A) +tr(B);

=1

(8'9) tr(AB) = i iaijbji = i ibjiaij = tT(BA) e
i=1 j=1

j=1 i=1

(8.10) tr(T*AT) = tr((T'A)T) = tr(T(T~'A)) = tr(A).

Repare que o caracter de V nao depende da base:

[9)s: = T~ '[g]wT, assim, pela propriedade (8.10) x([glw/) = x([g)s) Vg€ G.

Naturalmente vamos definir o caracter de uma representagao p como o caracter y do corres-
pondente CG-mdédulo C*, x(g) = tr(gp) ¢ € G e dizemos que a dim(V) é o grau de x.

Dai seguem dois importantes resultados imediatos:

Proposicao 8.2. (I) CG-mddulos isomorfos tém o mesmo caracter

(IT) Sez ey sdo elementos conjugados de G, entio x(z) = x(y),Vx de G.

Dem:

(I) Suponha que V e W sdo CG-médulos isomorfos. Entéo pelo Teorema (4.1), existe uma base B; de
V e uma base B, de W tal que

[g]%l = [g]‘B2 v.g €G.

Conseqiientemente tr(gls, = tr[g]s, e entdo Ve W tém o mesmo caracter.

(IT) Assumindo que x e y sdo elementos conjugados de G, entdo z = g~ lyg para algum g € G. Seja
B’ uma base do CG-mdédulo V. Entao

[2]s = [97 yg)s = [ ] [yl=lg)s.

Entao pela propriedade do trago, tr[z]s = tr[yls. Com isso x(z) = x(y), onde x é o caracter de V. g
Da Proposigao (8.2(I)) podemos entender que representaces equivalentes tém o mesmo caracter.

Se V é um CG-mdédulo unidimensional, entdo para cada g € G, existe Ay € C tal que

vg = Agv, Vv eV
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Além disso

x(9) =2y (9€G)

e x tem grau 1, sendo assim chamado de caracter linear e é irredutivel.

Observacgao 8.1. Repare que uma representagdo de um grupo abeliano coincide com seu caracter, pois
a representacao de um grupo abeliano tem dimensao 1, ou seja, é uma matriz 1X 1 e esta unica entrada

€ o valor do trago desta matriz, ou seja, seu caracter.

Proposigao 8.3. Os caracteres lineares sao os unicos caracteres nao nulos de G que sao homomorfismos
de G em C.

Dem:

Como vimos, o caracter de G é uma funcao de G em C, mas esta fungao pode ser escrita como
composicao das fungoes f: G — GL(n,F) e h: GL(n, F) — C. Mas a fungdo f é uma representacao do
grupo G, que é um homomorfismo por defini¢ao, entdo para que o caracter de G seja um homomorfismo
a fungao h tem que ser um homomorfismo. E como h é a fungao trago, ela sé serd homomorfismo se

GL(n,F) for abeliano, e isso sé acontecera se n=1 ,ou seja, se o caracter de G for um caracter linear. g

Vejamos algumas informagoes sobre os valores dos caracteres

Proposigao 8.4. Se g tem ordem m entdo:
(I’)x(1) = dim(V) (onde o 1 representa o elemento neutro de G)

(II’)x(g) € uma soma de m-ésimas raizes da unidade

(II)x(g~") = x(9)
(IV’) g é o conjugado de g=' = x(g) € um nimero real

Dem:
(I’) Seja n dim(V), e seja B uma base de V. Entdo a matriz [1]g do elemento identidade 1 relativo a

B é igual a I,,, Consequentemente

e entdo x(1) = dim(V).

(II’) Sabemos que existe uma base B de V tal que

w1 O
[9]s = (8.11)

0 W

onde cada w; é uma n-ésima raiz da unidade. Entao
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X(9) = w1+ wn,
uma soma de m-ésimas raizes da unidade.
(IIT’) Perceba que x(g7 ') = wy '+ +w; '. Toda m-ésima raiz da unidade w satisfaz w™! = @, desde

que para todo real ¥,

(IV") Se g é o conjugado de g—!

entdo x(g) = x(¢~ ). E também x(g7!) =
isto é, x(g) é um ndimero real. V

= X(g), entdo x(g) = x(9);
]
Proposigao 8.5. Se V=U; & ... 0 U,, onde U; € um CG-submaodulo irredutivel de V entdo o caracter

de V é a soma dos caracteres dos Uls, isto €, se x € o caracter de V e x; € o caracter de U; entio
T
podemos escrever X = > . Xi-

Dem:

Este resultado é imediato, sé precisamos ver a matriz

que estd indicada em (4.4) para sua conclusao.

9 Produto interno de caracteres

O conjunto de todas as fungoes de G em C formam um espago vetorial sobre C, se adotamos as regras

naturais de adi¢ao de funcgbes e multiplicagdo de fungdes por nimeros complexos. Isto é, se ¥, ¢ sao
fungbes de G em C, e A € C, entao definimos 9 + ¢ : G — C por:

(0 +¢)(9) =9(g9) +¢(g9) (9€G)

e também definimos AJ : G — C por

A(g) = A((g)) (9€G)

Agora podemos definir seu produto interno
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Definicao 9.1. Suponha que ¢ e ¢ sao funcoes de G em C. Definimos seu produto interno como

(9,¢) = 1/IG| Y 9(9)6(9)-

geqG

Para que o nimero complexo (¢, ¢) seja o produto interno entre ¥ e ¢ deve satisfazer alguns axiomas.
Vamos verificar agora que o produto interno definido acima satisfaz tais axiomas:
(A1) (9,6) =16,0) V4,0
(8.4(111')) podemos escrever

> 0(9)dlg) = > 0(g)elg)-
geqG

geqG

Pela proposigao

E como o produto de caracteres é comutativo, nossa definicao satisfaz o primeiro axioma.
(A2) <)\1191 + Aatds, ¢> =)\ <191,¢> + )\2<192, ¢> VA1, A € C e V vetores 1,92, ¢;

M1+ Xtz 0) = 2 (M + Aad2)(9)6(9)
= dec[()\lﬁl)(@ + ()\2192)(9)W)]_

= M2 ,eqV1(9)0(9) + X2 e V2(9)8(9)
= M (U1,0) + X2 (P2, 0).

(A3) (0,9)>0sed#0e(3,9)=039=0.
(9,9) = 3 e V(9)0(9)
E produto de complexos conjugados que se diferente de zero é sempre um nimero real positivo, e s6

é zero quando ¥ ¢é identicamente nulo.

Definicao 9.2. Os CG-mddulos irredutiveis Vi,..., Vi sao ditos ser um conjunto completo de CG-
mddulos irredutiveis nao isomorfos, se todo CG-mddulo irredutivel € isomorfo a algum V;, e nao existem

dois Vs isomorfos entre si.

Proposigao 9.1. Para qualquer grupo G finito existe um conjunto completo de CG-mdodulos irredutiveis

nao isomorfos e este conjunto é finito.

Para provar esta proposicao precisamos ainda de muitos conceitos que ficaram de fora deste trabalho

e que portanto ficard sem sua demostracao.

Com isto pode-se demonstrar que caracteres irredutiveis'? de G formam um conjunto ortonormal de

vetores no espaco vetorial de fungées de G em C, isto €, para caracteres irredutiveis distintos x e ¥ de
G, temos (x,x) =1 e (x,¢) = 0.

12

caracteres de CG-médulos irredutiveis.
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Seja x; o caracter de V; da Definigao (9.2) (1 < ¢ < k) entdo como vimos acima

onde d;; é a funcao delta de Kronecker (isto é, d;; é 1 se ¢ = j e 0 se ¢ # j). Com isso, os caracteres
irredutiveis x1 + - - - + x&, dos CG-médulos da definigdo (9.2), sdo todos distintos.
Agora, seja V um CG-moédulo redutivel, entao podemos escrevé-lo como uma soma de CG-mddulos

irredutiveis , cada um deles isomorfo a algum V;, entao existem naturais dy, --- , dy tal que
VveWie oo (Ved - oV)o--o(Vie---oW), (9.13)

onde para cada i,tal que 1 < i < k existem d; fatores V;. Assim o caracter ¢ de V é dado por

Y =dix1+ -+ dpXxe,

além disso,

(W, xi) = (xi,¥) =di e (,0)=di+---+d;. (9.14)

Teorema 9.1. Seja x1, -+, Xk caracteres irredutiveis de G. Entdo x1, -+, Xk SGo vetores

linearmente independentes no espago vetorial de todas as funcoes de G em C.

Dem:
Assumamos que
)\1X1+"'+>\kxk =0 ()\1 E(C).

Entao para todo i, usando (9.12), temos

0= {(\ix1+ -+ XXk, Xi) = A
Dai concluimos que x1, - - , X% sao linearmente independentes. n
Teorema 9.2. Seja V um CG-mddulo com caracter 1. Entao V € irredutivel se e somente se (,1) =1

Dem:
Como vimos anteriormente, se V é irredutivel entdo (¢, 1) = 1.
Por outro lado, se (,9) = d? + -+ + d; = 1, como visto em (9.14), entdo algum d; = 1 (d; € N) e

os outros sdo zero. Assim V = V; para algum i e V é irredutivel. n

Teorema 9.3. Sejam V e W CG-mddulos com caracteres x e ¢ respectivamente. Entao V e W sao

isomorfos se e somente se x = 1.

Dem:
Na Proposigao (8.2) ja provamos que CG-médulos isomorfos tém o mesmo caracter, vejamos a outra

parte da demonstragao:
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Suponha que x = %. E vamos considerar novamente o conjunto Vi,--- , V4 da Defini¢cdo (9.2) com
caracteres x1 -+ Xx. E como fizemos na equagio (9.13) vamos fazer agora utilizando nimeros naturais
¢i, d;i (1 <i<k), assim

VWMo --on)eo(Ve® - oWR) e - oVid oV
com c¢; fatores V; para cada i, e
WeVie---aWV)eVee--eV)d-- & (Vi@ - & Vi)

com d; fatores V; para cada 1.
E pelas equagoes (9.14),
C; = <X5XZ>5 d’L = <¢7X’L>

e como x = 1, ¢; = d; para todo ¢, entao V = W. n

O conjunto € de todas as fungdes ¢ : G — C tal que (x) = 1 (y) sempre que x e y sdo elementos
conjugados de G, é um subespago do espago de fungoes de G em C, e chamamos cada uma dessas fungoes
de fungao classe em G . Entao se [ é o numero de classes de conjugacao de G, entao dim¢€ = [, desde que
podemos formar uma base composta pelas funcoées que assumem o valor 1 em exatamente uma classe de
conjugagao e o valor zero nas outras. Repare que a funcao caracter é uma fungao classe.

Além disso, o nimero de caracteres irredutiveis de G é igual ao ntimero de classes conjugadas de G.
Este resultado também serd adotado sem demonstracao pois foge do contexto do trabalho, mas pode ser

encontrada em [2].

Os caracteres irredutiveis x1,- -+, xx de G formam uma base do espaco vetorial de todas as fungoes
classe em G . Com isso i
f= Z AiXi (9.15)
i=1
onde )\1 = <f, XZ>
Pois, desde que x1, - - - , Xk sao linearmente independentes, ele geram um subespaco de € de dimensao

k. Como vimos que dim€ = [ (ndmero de classes conjugadas de G) e que é igual ao nimero de caracteres
irredutiveis, entao 1=k.

Assim x1, -+, xx geram €, e formam uma base para €.

Observagao 9.1. Repare que quando utilizamos um grupo abeliano, seus caracteres irredutiveis formam
uma base para o espaco vetorial de todas as funcoes de G em C, pois nesse caso cada elemento de G
forma uma classe de conjugacao e | G |= dim€.

Este fato € de suma importancia pois vamos nos utilizar dele para a construcao da Transformada de

Fourier.
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10 Conclusoes

A fungao sz—> C definida por:

fA(gz) = fz = \/ﬁ/\i

é chamada de Transformada Discreta de Fourier, onde \; é o coeficiente de x; na equagéo (9.15):

k
f = Z )\iXi
i=1

en é a ordem do grupo G.

O coeficiente \; é facilmente obtido através do produto interno de x; e f:

(fixi) = i

Assim temos outra maneira de escrever a transformada de Fourier, alids, da forma mais usual:

Flg) = vnifoxa) = Zf 9xilg) sz

qEG qeG
Como o grupo G que utilizaremos é ciclico, podemos escrever G = C,, = (g : g" = 1) e um elemento
genérico de G como g* onde g é o elemento gerador do grupo e 0 < k < n — 1, além disso, G tem
exatamente n (ordem de G) caracteres, como vimos na observagao (9.1); esses caracteres sao lineares,
distintos entre si, e os representaremos como x;, onde 0 < j <n — 1. Assim
(k) — —2mijk
XJ (g ) =€ 9
onde o0 ¢ que aparece no expoente é o nimero imaginario pertencente a C.
Para o algoritmo de Shor a transformada de Fourier utiliza G = Z,, onde o elemento gerador é o 1 e

o elemento neutro da operagao associada (soma) é o 0. Assim a Transformada de Fourier de uma fungao
f:Z, — C serd

n—1
f(k)=72_; ) = 5= 3 ek

= JELn

como visto na segao (2).
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