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4 Cadernos do IME � Série Matemáti
a Vol.17 (2005)1 Introdução1.1 ObjetivoA Esfera de Blo
h é uma representação possível para um Bit Quânti
o (q-bit) em R3. No entanto, amaioria dos livros que têm 
omo tema a Computação Quânti
a pou
o 
omenta sobre essa representação,isto é, sobre sua 
onstrução e suas propriedades. O presente trabalho tem 
omo objetivo prin
ipala apresentação de um programa (um Maplet) desenvolvido em Maple que tem 
omo base para seusalgoritmos a teoria estudada a
er
a da Esfera de Blo
h. Porém, para 
hegarmos ao objetivo prin
ipal,teremos que analisar 
uidadosamente alguns detalhes matemáti
os embutidos nesta representação e, paraisso, é pre
iso que saibamos alguns 
on
eitos oriundos da Matemáti
a e da Me
âni
a Quânti
a que dãosustentação à Teoria da Computação Quânti
a. Nas seções a seguir, faremos uma breve introdução aosprin
ipais 
on
eitos que serão utilizados ao longo deste texto: na seção 2, será apresentado um breveresumo de algumas de�nições da Álgebra Linear e da Notação de Dira
, na seção 3, será introduzido o
on
eito de bit quânti
o a partir de um dos postulados da Me
âni
a Quânti
a, na seção 4, será dada umapequena noção sobre evolução de um sistema quânti
o e, a partir da seção 5, 
omeçaremos a desenvolvero ra
io
ínio que servirá 
omo base para o algoritmo tema deste trabalho.2 Álgebra Linear2.1 Notação de Dira
A Tabela abaixo mostra alguns símbolos da Notação de Dira
 muito utilizados na Computação Quânti
a:Notação Des
rição
|ψ〉 "ket", isto é, |ψ〉 = (c0, c1, c2, ...)

T

〈ψ| vetor dual, "bra", isto é, |ψ〉 = (c∗0, c
∗
1, c

∗
2, ...)

|n〉 n-ésimo vetor da base 
omputa
ional N = {|0〉, |1〉, ...}
〈φ|ψ〉 produto interno entre |φ〉 e |ψ〉.

|φ〉 ⊗ |ψ〉 produto tensorial entre |φ〉 e |ψ〉.
|φ〉|ψ〉 produto tensorial abreviado entre |φ〉 e |ψ〉.
|i, j〉 produto tensorial entre dois vetores da base 
omputa
ional.
M † operador adjunto, M † = (MT )∗.

〈φ|M |ψ〉 produto interno entre |φ〉 e M |ψ〉.
‖ψ‖ norma do vetor |ψ〉.
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o na Esfera de BLOCH 52.2 Espaço de HilbertDe�nição 2.1. Um 
onjunto V é 
hamado espaço vetorial sobre um 
orpo F se e somente se as opera-ções + : V × V → V (adição de vetores) e · : F × V → V (multipli
ação por um es
alar pela esquerda)forem bem de�nidas e obede
erem às seguintes propriedades:(i) (V,+) é um grupo abeliano,(ii) λ(µ|ψ〉) = (λµ)|ψ〉,(iii) (λ+ µ)|ψ〉 = λ|ψ〉 + µ|ψ〉,(iv) λ(|ψ〉 + |φ〉) = λ|ψ〉 + λ|φ〉,(v) 1|ψ〉 = |ψ〉,onde λ,µ ∈ F.De�nição 2.2. Seja V um espaço vetorial 
omplexo. A função 〈·|·〉 : V × V → C é 
hamada ProdutoInterno se e somente se(i) 〈ψ|(λ|φ〉 + µ|φ〉) = λ〈ψ|φ〉 + µ〈ψ|φ〉,(ii) 〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗,(iii) 〈ψ|ψ〉 ∈ R, 〈ψ|ψ〉 ≥ 0, 〈ψ|ψ〉 = 0 ⇔ |ψ〉 = 0.onde λ,µ ∈ C.O Produto Interno também de�ne a norma de um vetor: ‖ψ‖ =
√
〈ψ|ψ〉. E as seguintes desigualdadessão verdadeiras:

|〈ψ|φ〉| ≤ ‖ψ‖ ‖φ‖ (Desigualdade de S
hwarz)
‖|ψ〉 + |φ〉‖ ≤ ‖ψ‖ + ‖φ‖ (Desigualdade Triangular)De�nição 2.3. Um espaço vetorial 
ompleto H 
om Produto Interno 〈·|·〉 e norma igual a ‖ψ‖ =

√
〈ψ|ψ〉é 
hamado Espaço de Hilbert.2.3 Operadores LinearesDe�nição 2.4. Seja V um espaço vetorial sobre um 
orpo F e A uma função A : V → V. A é 
hamadade Operador Linear em V se e somente se

A(λ|ψ〉 + µ|φ〉) = λA(|ψ〉) + µA(|φ〉) = λA|ψ〉 + µA|φ〉.onde λ,µ ∈ F.
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a Vol.17 (2005)Em Cn, um operador linear A pode ser es
rito 
omo uma matriz n× n de elementos aij , isto é,
A =





a0,0 . . . a0,n−1... . . . ...
an−1,0 . . . an−1,n−1




=

∑

i,j

aij |i〉〈j|.De�nição 2.5. Considere dois operadores lineares, A e B, de�nidos nos espaços vetoriais V e W,respe
tivamente. O Produto Tensorial A⊗B é dado por
A⊗B =





a1,1B . . . a1,mB... . . . ...
an,1B . . . an,nB




,onde A é uma matriz n × n e B é uma matriz m × m. Neste 
aso, A ⊗ B é uma matriz nm × nm.Pode-se 
al
ular o produto tensorial também entre vetores (ex.: |0〉 ⊗ |0〉).De�nição 2.6. O operador A† = (AT )∗ =

∑
ij a

∗
ji|i〉〈j| é denominado Operador Adjunto de A.De�nição 2.7. Um operador linear A é 
hamado(i) auto-adjunto ou Hermitiano se A† = A,(ii) unitário se A†A = AA† = I, onde I é a matriz identidade.3 O Bit Quânti
oPara entendermos melhor o que é um Bit Quânti
o ou q-bit, é pre
iso que seja enun
iado nesta seçãoum dos postulados da Me
âni
a Quânti
a que serve de sustentação a este 
on
eito: o postulado que serefere ao Espaço de Estado. Então, vejamos:Postulado 3.1 (Espaço de Estado). Asso
iado a qualquer sistema físi
o isolado, existe um espaçovetorial 
omplexo 
om produto interno (Espaço de Hilbert) 
onhe
ido 
omo Espaço de Estado do sistema.O sistema físi
o em questão é 
ompletamente des
rito por um vetor unitário (vetor de estado ou estado)perten
ente a esse espaço vetorial.Interpretando o Postulado 3.1, temos o q-bit 
omo um sistema quânti
o asso
iado a um espaço deestado bi-dimensional B = C2(C), 
uja base ortonormal é formada pelos vetores

|0〉 =



 1

0



 e |1〉 =



 0

1



 .Assim, um vetor de estado (ou estado) que representa o espaço de estado asso
iado ao q-bit pode seres
rito 
omo
|ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, (3.1)
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o na Esfera de BLOCH 7onde α e β são números 
omplexos. Segundo o Postulado 3.1, |ψ〉 é um vetor unitário, ou seja, 〈ψ|ψ〉 = 1ou, ainda, de forma equivalente,
|α|2 + |β|2 = 1. (3.2)Intuitivamente, poderíamos 
omparar os vetores da base (que 
hamaremos base 
omputa
ional), |0〉e |1〉, 
om os valores 0 e 1 atribuídos ao bit 
lássi
o. No entanto, o que diferen
ia um bit 
lássi
o deum q-bit é o fato de existir superposições dos estados |0〉 e |1〉, na forma da Equação 3.1, o que não nospermite a�rmar se um q-bit está no estado |0〉 ou no estado |1〉. Assim, podemos ter os estados |0〉, |1〉 ou,ainda, o estado |ψ〉 = α|0〉+β|1〉 representando um q-bit. Este último, 
omo já foi dito anteriormente, éuma superposição dos estados da base 
omputa
ional, isto é, é uma 
ombinação linear 
ujos 
oe�
ientes,

α e β, são denominados amplitudes. As amplitudes estão rela
ionadas às probabilidades de um q-bitapresentar o estado |0〉 ou |1〉 da seguinte forma: |α|2 é a probabilidade de o q-bit estar no estado |0〉 e
|β|2 é a probabilidade de o q-bit estar no estado |1〉.Agora que sabemos que a probabilidade de um q-bit estar em um determinado estado é dada atravésde suas amplitudes, é fá
il 
on
luir que a alteração do estado de um q-bit dependerá da alteração de suasamplitudes. Logo, surge então uma nova questão: 
omo se altera as amplitudes de um estado de umq-bit? Para respondermos a essa pergunta, é pre
iso re
orrer ao postulado enun
iado na próxima seção.4 Evolução de um Sistema Quânti
oPostulado 4.1 (Evolução de um Sistema Quânti
o). A evolução de um sistema quânti
o fe
hado édes
rita por uma transformação unitária. Assim, se no instante t1 um sistema está no estado |ψ〉 e noinstante t2 o mesmo sistema estiver no estado |ψ′〉, então o estado |ψ〉 está rela
ionado ao estado |ψ′〉através de um operador unitário U que depende somente dos instantes t1 e t2, ou seja,

|ψ′〉 = U |ψ〉. (4.3)Como podemos ver no Postulado 4.1, a Me
âni
a Quânti
a nos garante que a evolução de qualquersistema quânti
o fe
hado se dá através de um operador unitário, porém não �
a 
laro quais operadoresdevemos usar para des
rever uma determinada modi�
ação no sistema. A es
olha do operador dependeráde qual resposta se deseja obter. Um exemplo disso, no nosso sistema quânti
o (o q-bit), seria quandodesejamos alterar as amplitudes para se obter 
omo resposta amplitudes iguais para todos os elementosda base 
omputa
ional (isto é, α = β na Equação 3.1). Para essas modi�
ações de estado, existem algunsoperadores que serão vistos 
om mais detalhes na seção 7 .
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a Vol.17 (2005)5 Representação de um Q-Bit na Esfera5.1 Modelo para um Q-BitA Me
âni
a Quânti
a a�rma que, quando medimos o q-bit, embora este possa estar em um estado desuperposição, obtemos 
omo resultado o |0〉, 
om probabilidade igual a |α|2, ou o |1〉, 
om probabilidadeigual a |β|2, onde α e β ∈ C. Logo, podemos es
rever
|α|2 + |β|2 = 1.Do Postulado 3.1, temos que |ψ〉 (Equação 3.1) é unitário e perten
e a C2(C). Es
revendo os números αe β 
omo a+ ıb (a, b ∈ R) e c+ ıd (c, d ∈ R), respe
tivamente, temos que |α|2 = a2 + b2 e |β|2 = c2 + d2.Assim, a Equação 3.2 se apresenta da seguinte forma:

a2 + b2 + c2 + d2 = 1 (5.4)A partir da Equação 5.4, interpretamos o q-bit 
omo um vetor unitário (a, b, c, d) ∈ R
4 e a esfera unitária

S3 de R4 
omo o lugar geométri
o dos q-bits (segundo [2℄).5.2 Forma Polar de um Q-BitSabendo que as amplitudes α e β da Equação 3.1 são números 
omplexos, podemos expressá-las em
oordenadas polares. Assim,
α = |α| eı Arg(α) e β = |β| eı Arg(β),onde 0 ≤ Arg(z) < 2π é o argumento do 
omplexo z e |z| é o seu módulo.Podemos ainda, de�nir γ = Arg(α) e φ = Arg(β) − Arg(α) (onde as operações entre ângulos devemser 
onsideradas em aritméti
a módulo 2π) e rees
rever a Equação 3.1 
omo

|ψ〉 = |α| eıγ |0〉 + |β| eı(γ+φ) |1〉. (5.5)E, assim, sendo |α| ≥ 0, |β| ≥ 0 e |α|2 + |β|2 = 1, podemos de�nir também ξ por meio das equações
cos(ξ) = |α| e sen(ξ) = |β| (note que 0 ≤ ξ ≤ π

2 ).Fazendo θ = 2ξ, θ ∈ [0, π], e rees
revendo a Equação 5.5, temos a forma polar de um q-bit
|ψ〉 = eıγ [cos(

θ

2
)|0〉 + eıφ sen(

θ

2
)|1〉], (5.6)onde

θ = 2 arccos(|α|) = 2 arcsen(|β|),
φ = Arg(β) − Arg(α),

γ = Arg(α)e θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π) e γ ∈ [0, 2π).
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o na Esfera de BLOCH 95.3 A Esfera de Blo
hSabemos que a equação de uma esfera do R3 de raio R ∈ R e de 
entro na origem (0, 0, 0) é x2 +y2 +z2 =

R2. Usando 
omo parâmetros dois ângulos, φ ∈ [0, 2π) e θ ∈ [0, π], e o raio R, podemos representartodos os pontos da esfera do R3 de forma vetorial, assim:




x

y

z



 =





R cos(φ) sen(θ)

R sen(φ) sen(θ)

R cos(θ)



 .Sabemos, também, que o q-bit pode ser es
rito em sua forma polar, 
omo mostra a Equação 5.6, emfunção dos ângulos θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π) e γ ∈ [0, 2π).Então, seria natural se 
omparássemos os ângulos das 
oordenadas esféri
as 
om os ângulos da formapolar do q-bit.Observe que, se tentarmos modi�
ar o q-bit expresso pela Equação 5.6 através de um operadorunitário, o fator eıγ não se altera:
U |ψ〉 = eıγ U [cos(

θ

2
)|0〉 + eıφ sen(

θ

2
)|1〉]onde U é o operador unitário de 1 (um) q-bit (isto é, uma matriz unitária 2× 2). Observe também que,o fator eiγ não altera a probabilidade de se obter |0〉 ou |1〉 no momento da medida, pois

| eıγ cos(
θ

2
)| = | eıγ || cos(

θ

2
)| = | cos(

θ

2
)|,assim 
omo,

| eı(γ+φ) cos(
θ

2
)| = | eıγ || eıφ cos(

θ

2
)| = | eıφ cos(

θ

2
)|.Devido a essas propriedades, podemos desprezar o fator eıγ (
hamado fator de fase global) e es
rever

|ψ〉B = cos(
θ

2
)|0〉 + eıφ sen(

θ

2
)|1〉. (5.7)A partir daí, tentaremos en
ontrar uma representação geométri
a para o q-bit em R3.Note que |ψ〉B pode ser rees
rito 
omo

|ψ〉B = cos(
θ

2
)|0〉 + cos(φ) sen(

θ

2
)|1〉 + sen(φ) sen(

θ

2
)|ı〉,isto é, o vetor |ψ〉B perten
e a um subespaço vetorial (V) de C2(R) de dimensão 3 e base {|0〉, |1〉, |ı〉}.Como este subespaço está de�nido sobre o 
orpo dos reais, ele é isomorfo a R3 (segundo [2℄). Considerandoentão um isomor�smo T entre V e R3, tal que

T







 0

1







 =





1

0

0



 , T







 0

ı







 =





0

1

0



 , T







 1

0







 =





0

0

1



 ,
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a Vol.17 (2005)de a
ordo 
om [2℄, teremos que
T (|ψ〉B) = cos(

θ

2
)





0

0

1



 + cos(φ) sen(
θ

2
)





1

0

0



 + sen(φ) sen(
θ

2
)





0

1

0



 .Note que, se usássemos a transformação T para representar |ψ〉B em R3, teríamos uma semi-esfera(denominada SE2) 
om 
entro na origem e raio igual a 1, pois φ ∈ [0, 2π) e θ ∈ [0, π]. Porém, de�nindoa função f (bijeção retirada de [2℄, onde foi de�nida e demonstrada) 
omo:
f : Q→ SE

2

(θ, φ) 7→ (cos(φ) sen( θ
2 ), sen(φ) sen( θ

2 ), cos( θ
2 )),onde SE2

= SE2 − {(0, 0, 1), (x, y, 0)} e Q = (0, π) × [0, 2π), temos que f é injetora, pois




cos(φ1) sen( θ1

2 )

sen(φ1) sen( θ1

2 )

cos( θ1

2 )



 =





cos(φ2) sen( θ2

2 )

sen(φ2) sen( θ2

2 )

cos( θ2

2 )



 ⇒ cos(
θ1

2
) = cos(

θ2

2
) ⇒ θ1

2
=
θ2

2
⇒ θ1 = θ2.Como θ1 ∈ (0, π) ⇒ sen( θ1

2 ) 6= 0, temos:
cos(φ1) sen( θ1

2 ) = cos(φ2) sen( θ1

2 )

sen(φ1) sen( θ1

2 ) = sen(φ2) sen( θ1

2 )
⇒

cos(φ1) = cos(φ2)

sen(φ1) = sen(φ2)
⇒ φ1 = φ2.Temos, também, que f é sobrejetora, pois, sejam (x, y, z) ∈ SE

2, θ1 = 2 arccos(z) e φ1 é tal que,
φ1 = arccos

(
x

sen(arccos(z))

)
e φ1 = arcsen

(
y

sen(arccos(z))

)
.

θ1 está bem de�nido, pois θ1

2 ∈ (0, π
2 ) e z ∈ (0, 1), e 
omo z 6= 1 ⇒ sen(arccos(z)) 6= 0, temos

cos2(φ1) + sen2(φ1) =
x2 + y2

sen2(arccos(z))
=

x2 + y2

1 − cos2(arccos(z))
=
x2 + y2

1 − z2
= 1,pois x2 + y2 + z2 = 1. Deste último resultado, veri�
amos que, dado um ponto (x, y, z) ∈ SE

2, obtemosum ângulo φ1 ∈ [0, 2π) que satisfaz a identidade fundamental trigonométri
a. Logo, temos:
f(θ1, φ1) =





cos
(
arccos

(
x

sen(arccos(z))

))
sen(arccos(z))

sen
(
arcsen

(
z

sen(arccos(z))

))
sen(arccos(z))

cos(arccos(z))




=





x

y

z



Contudo, se f é injetora e sobrejetora, então ela é bijetora. Agora, de�nindo a função g (bijeçãoretirada de[2℄), 
omo
g : Q→ S

2

(θ, φ) 7→ (cos(φ) sen(θ), sen(φ) sen(θ), cos(θ)),
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= S2−{(0, 0, 1), (0, 0,−1)} e Q = (0, π)× [0, 2π), temos que g também é bijetora (demonstraçãosemelhante à de f). Levando-se em 
onsideração que f e g são bijetoras, podemos de�nir uma função ν(de�nição retirada de [2℄) que é a 
omposição de g 
om a inversa de f , assim

ν : SE2 → S2

(x, y, z) 7→ g(f−1(x, y, z))

(0, 0, 1) 7→ (0, 0, 1)

(x, y, 0) 7→ (0, 0,−1).Note que ν é uma função bijetora para z 6= 0, pois o domínio de g é igual ao 
ontra-domínio de f−1e g ◦ f−1 é uma 
omposição de funções bijetoras.Contudo, a partir dessas bijeções en
ontradas, podemos utilizar a esfera S2 de R3 (Figura 1) pararepresentar um q-bit, no lugar de se utilizar a semi-esfera SE2.
x

y

z

|0〉

|1〉

|ψ〉

ϕ

θ

Figura 1: Representação de um q-bit na Esfera de Blo
h.5.4 O Vetor de Blo
hCada elemento da imagem da função ν é 
onhe
ido 
omo vetor de Blo
h e a Esfera de Blo
h é o lugargeométri
o desses vetores (Figura 1). Considerando a forma polar de um q-bit, expressa na Equação 5.6,dizemos que o Vetor de Blo
h é dado por
B|ψ〉B =





cos(φ) sen(θ)

sen(φ) sen(θ)

cos(θ)



 , φ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π]. (5.8)6 Propriedades da Esfera de Blo
hNesta seção, serão dis
utidas algumas propriedades que podem ser vistas a partir da visualização de umq-bit na Esfera.
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a Vol.17 (2005)Propriedade 6.1. (Q-bits Equiprováveis) Na esfera de Blo
h, usando a parametrização apresentada naEquação 5.8, quaisquer dois vetores de Blo
h que pertençam a um mesmo plano, paralelo ao plano XY,representam q-bits que têm probabilidades iguais de produzirem |0〉 ou |1〉, ao serem medidos (propriedadedemonstrada em [2℄).

Figura 2: Q-Bits Equiprováveis.Propriedade 6.2. (Vetores Antípodas e Ortogonais) Na esfera de Blo
h, usando a parametrizaçãoapresentada na Equação 5.8, quaisquer dois vetores de Blo
h antípodas são representantes de dois q-bitsortogonais (propriedade demonstrada em [2℄).

Figura 3: Vetores antípodas e ortogonais.Propriedade 6.3. (Q-bits 
om Vetores de Blo
h iguais) Considerando dois q-bits, |ψ〉1 = α1|0〉+β1|1〉e |ψ〉2 = α2|0〉 + β2|1〉, e seus vetores de Blo
h B|ψ〉1 e B|ψ〉2 (utilizando a parametrização proposta naEquação 5.8), temos que
|ψ〉2 = eıδ |ψ〉1 ⇔ B|ψ〉1 = B|ψ〉2,onde 0 ≤ δ < 2π.
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(i) |ψ〉2 = eıδ |ψ〉1 ⇒ B|ψ〉1 = B|ψ〉2Por hipótese, temos

|α2| = | eıδ α1| = | eıδ ||α1| = |α1|.Pela Eq. (5.6), temos
θ1 = 2 arccos(|α1|) ⇒ |α1| = cos(

θ1

2
),

θ2 = 2 arccos(|α2|) ⇒ |α2| = cos(
θ2

2
).Assim,

|α1| = |α2| ⇒ cos(
θ1

2
) = cos(

θ2

2
)E, sabendo que θn ∈ [0, π] (Eq. (5.6)), temos que

θ1

2
=
θ2

2
⇒ θ1 = θ2.Utilizando a hipótese e es
revendo α1 e β1 em forma polar, temos

α2 = eıδ α1 = |α1| eı(δ+Arg(α1))

β2 = eıδ β1 = |β1| eı(δ+Arg(β1)),e pela Eq. (5.6), levando-se em 
onsideração que as operações 
om ângulos serão exe
utadas em aritméti
amódulo 2π (ou seja, −δ = 2π − δ), temos
φ2 = Arg(β2) − Arg(α2) =

(δ + Arg(β1)) − (δ + Arg(α1)) = φ1.Logo, pela Eq. (5.8), 



cos(φ1) sen(θ1)

sen(φ1) sen(θ1)

cos(θ1)



 =





cos(φ2) sen(θ2)

sen(φ2) sen(θ2)

cos(θ2)



 ⇒

⇒ B|ψ〉1 = B|ψ〉2.

(ii) B|ψ〉1 = B|ψ〉2 ⇒ |ψ〉2 = eıδ |ψ〉1Para B|ψ〉1 = B|ψ〉2 6= (0, 0,±, 1), temos




cos(φ1) sen(θ1)

sen(φ1) sen(θ1)

cos(θ1)



 =





cos(φ2) sen(θ2)

sen(φ2) sen(θ2)

cos(θ2)



 ⇒
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cos(θ1) = cos(θ2), θn ∈ (0, π)

sen(φ1) sen(θ1) = sen(φ2) sen(θ2) ⇒
cos(φ1) sen(θ1) = cos(φ2) sen(θ2)

⇒ θ1 = θ2 e φ1 = φ2.Pela Eq.(5.6),
|ψ〉1 = eıγ1 [cos(

θ1

2
)|0〉 + eıφ1 sen(

θ1

2
)|1〉] ⇒

⇒ e−ıγ1 |ψ〉1 = cos(
θ1

2
)|0〉 + eıφ1 sen(

θ1

2
)|1〉 =

= cos(
θ2

2
)|0〉 + eıφ2 sen(

θ2

2
)|1〉 = e−ıγ2 |ψ〉2 ⇒

⇒ |ψ〉2 = eı(γ2−γ1) |ψ〉1 ⇒ |ψ〉2 = eıδ |ψ〉1,onde (δ ∈ [0, 2π)).Para B|ψ〉1 = B|ψ〉2 = (0, 0, 1), temos θ1 = θ2 = 0 ⇒ |ψ〉1 = eıγ1 |0〉 ⇒ e−ıγ1 |ψ〉1 = |0〉 =

e−ıγ2 |ψ〉2⇒ |ψ〉2 = eı(γ2−γ1) |ψ〉1 ⇒ |ψ〉2 = eıδ |ψ〉1 e, para B|ψ〉1 = B|ψ〉2 = (0, 0,−1), temos θ1 = θ2 =

π ⇒ |ψ〉1 = eı(γ1+φ1) |1〉 ⇒ e−ı(γ1+φ1) |ψ〉1 = |1〉 = e−ı(γ2+φ2) |ψ〉2⇒ |ψ〉2 = eı((γ2+φ2)−(γ1+φ1)) |ψ〉1 ⇒
|ψ〉2 = eıδ |ψ〉1 . Ou seja, esta propriedade diz que 
ada vetor de Blo
h B|ψ〉B está asso
iado a um
onjunto de q-bits do tipo eıδ |ψ〉B (δ ∈ [0, 2π)) e todos os vetores deste 
onjunto têm uma úni
arepresentação na Esfera de Blo
h. �7 Portas Quânti
as de um Q-BitUm 
omputador 
lássi
o pro
essa bits e, para isto, é equipado 
om um 
onjunto �nito de portas lógi
asque são apli
adas em um 
onjunto �nito de bits. Já um 
omputador quânti
o pro
essa q-bits e, de formaanáloga ao 
omputador 
lássi
o, está equipado 
om um 
onjunto �nito de 
omponentes fundamentais
hamados portas quânti
as. Cada porta quânti
a é uma transformação unitária que age em um número�xo de q-bits. Nesta seção, 
onsideraremos apenas a ação dessas portas em um úni
o q-bit.7.1 Matrizes de PauliUm q-bit é um vetor unitário na forma |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉, onde α e β são números 
omplexos tais que
|α|2 + |β|2 = 1. Isto signi�
a que, ao apli
armos um operador em um q-bit, temos que preservar suanorma para que o vetor alterado 
ontinue obede
endo a esta 
ondição. Por este motivo, operadores deum q-bit são des
ritos por matrizes unitárias 2 x 2. Destes operadores unitários, podemos desta
ar asmatrizes de Pauli (veja [3℄, p.174), de�nidas por

X ≡



 0 1

1 0



 , Y ≡



 0 −ı
ı 0



 e Z ≡



 1 0

0 −1



 .
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o na Esfera de BLOCH 15Estas três matrizes são Hermitianas (veja a de�nição 2.7) e satisfazem as seguintes regras de multipli
ação:
X2 = Y 2 = Z2 = I,

XY = −Y X = ıZ, Y Z = −ZY = ıX, ZX = −XZ = ıY,onde I é a matriz identidade 2 × 2.É importante ressaltar que os auto-vetores normalizados das matrizes de Pauli, quando transformadosem vetores de Blo
h, resultam em vetores perten
entes aos eixos. Assim, os auto-vetores normalizadosdo operador X são
vx1

=
1√
2



 −1

1



 e vx2
=

1√
2



 1

1



 .E os vetores de Blo
h asso
iados a eles são
B(vx1

) =





−1

0

0



 e B(vx2
) =





1

0

0



 ,que perten
em ao eixo x da esfera. Temos também que
vy1

=
1√
2



 −ı
1



 e vy2
=

1√
2



 ı

1



 .são os auto-vetores normalizados de Y , que são representados na esfera pelos seguintes vetores:
B(vy1

) =





0

1

0



 e B(vy2
) =





0

−1

0



 .E para Z, temos 
omo auto-vetores
vz1

=



 1

0



 e vz2
=



 0

1



 ,que já são unitários e são representados pelos vetores
B(vz1

) =





0

0

1



 e B(vz2
) =





0

0

−1



na esfera de Blo
h.
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a Vol.17 (2005)7.2 Matrizes de RotaçãoDas matrizes de Pauli, surge uma outra 
lasse de matrizes, as Matrizes de Rotação sobre os eixos x̂, ŷ e
ẑ, de�nidas 
omo

Rx(θ) ≡ e−
ıθX
2 , Ry(θ) ≡ e−

ıθY
2 e Rz(θ) ≡ e−

ıθZ
2 .Porém, para as matrizes A tais que A2 = I, temos que

eıAx =

∞∑

k=0

xk(Ai)k

k!
= I + ixA− x2I

2!
− ix3IA

3!
+
x4I

4!
+ ... = cos(x)I + ıA sen(x).E 
om esse resultado, podemos rees
rever as matrizes de rotação, dessa forma:

Rx(θ) ≡ e−
ıθX
2 = cos(

θ

2
)I − ıX sen(

θ

2
) =



 cos( θ
2 ) −ı sen( θ

2 )

−ı sen( θ
2 ) cos( θ

2 )



 (7.9)
Ry(θ) ≡ e−

ıθY
2 = cos(

θ

2
)I − ıY sen(

θ

2
) =



 cos( θ
2 ) − sen( θ

2 )

sen( θ
2 ) cos( θ

2 )



 (7.10)
Rz(θ) ≡ e−

ıθZ
2 = cos(

θ

2
)I − ıZ sen(

θ

2
) =



 e−
ıθ
2 0

0 e
ıθ
2



 . (7.11)Estas matrizes representam rotações em torno dos eixos x, y e z na esfera unitária do R3.A partir das matrizes de rotação, podemos representar qualquer operador unitário (U) de um q-bit,pois, seja n̂ = (nx, ny, nz) ∈ R3 um vetor unitário, podemos generalizar as de�nições anteriores de�nindouma rotação de θ em torno do eixo n̂ através da seguinte equação:
Rbn(θ) ≡ e

−ıθbn·σ
2 = cos(

θ

2
)I − ı sen(

θ

2
)(nxX + nyY + nzZ),onde σ = (X,Y, Z) é o vetor formado pelas matrizes de Pauli. Esta equação simpli�
a o seguinteresultado:Teorema 7.1. Seja U um operador unitário de um q-bit, então

U = eıα Rbn(θ),onde α, θ ∈ R e n̂ = (nx, ny, nz) ∈ R3 é um vetor unitário (enun
iado em [3℄ e testado no programa daseção 9).Vejamos, a seguir, dois teoremas que nos ajudarão a entender melhor o 
omportamento de algumasportas quânti
as de um q-bit na Esfera de Blo
h.
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o na Esfera de BLOCH 17Teorema 7.2. (De
omposição Z-Y) Seja U um operador unitário de um q-bit, então existem α, β, γ, δ ∈
R tais que

U = eıαRz(β)Ry(γ)Rz(δ).Demonstração:Seja
U =



 u11 u12

u21 u22



 ,uma matriz unitária, temos que uij ∈ C, logo podemos es
rever
U =



 |u11| eıϕ11 |u12| eıϕ12

|u21| eıϕ21 |u22| eıϕ22



 .Além disso, temos que UU † = U †U = I (onde I é a matriz identidade) e, assim,
u11ū11 + u12ū12 = 1, u21ū21 + u22ū22 = 1, u11ū11 + u21ū21 = 1,

u12ū12 + u22ū22 = 1, u11ū12 + u21ū22 = 0, u11ū21 + u12ū22 = 0.
(7.12)Lembrando-se que zz̄ = |z|, onde z ∈ C, por (7.12), podemos es
rever

|u11|2 + |u12|2 = 1, |u21|2 + |u22|2 = 1, |u11|2 + |u21|2 = 1, |u12|2 + |u22|2 = 1. (7.13)Lembrando-se que o ângulo γ de rotação em R3 é tal que γ ∈ [0, π], temos:
|u11| = cos(

γ

2
), |u21| = sen(

γ

2
), |u12| = sen(

γ

2
), |u22| = cos(

γ

2
). (7.14)Logo, temos então

U =



 cos(γ
2 ) eıϕ11 sen(γ

2 ) eıϕ12

sen(γ
2 ) eıϕ21 cos(γ

2 ) eıϕ22



 .Desenvolvendo
eıαRz(β)Ry(γ)Rz(δ) =



 eı(α− β
2
− δ

2
) cos(γ

2 ) − eı(α− β
2
+ δ

2
) sen(γ

2 )

eı(α+ β
2
− δ

2
) sen(γ

2 ) eı(α+ β
2
+ δ

2
) cos(γ

2 )



e igualando à matriz U , queremos es
rever


 cos(γ
2 ) eıϕ11 sen(γ

2 ) eıϕ12

sen(γ
2 ) eıϕ21 cos(γ

2 ) eıϕ22



 =



 eı(α− β
2
− δ

2
) cos(γ

2 ) − eı(α− β
2
+ δ

2
) sen(γ

2 )

eı(α+ β
2
− δ

2
) sen(γ

2 ) eı(α+ β
2
+ δ

2
) cos(γ

2 )



 ,o que nos remete a um sistema de 4 equações e 4 variáveis. Esse sistema será resolvido em 3 etapas, aprimeira etapa é para γ ∈ (0, π), a segunda para γ = 0 e a ter
eira para γ = π.
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a Vol.17 (2005)1a Etapa - γ ∈ (0, π):Temos
cos(γ

2 ) eıϕ11 = eı(α− β
2
− δ

2
) cos(γ

2 ), sen(γ
2 ) eıϕ12 = − eı(α− β

2
+ δ

2
) sen(γ

2 ),

sen(γ
2 ) eıϕ21 = eı(α+ β

2
− δ

2
) sen(γ

2 ), cos(γ
2 ) eıϕ22 = eı(α+ β

2
+ δ

2
) cos(γ

2 ),E assim, ϕ11 = α− β
2 − δ

2 , ϕ12 = π+α− β
2 + δ

2 , ϕ21 = α+ β
2 − δ

2 , ϕ22 = α+ β
2 + δ

2 . E assim temos,
α = ϕ11+ϕ22

2 , β = π − (ϕ12 − ϕ22), δ = −π − (ϕ11 − ϕ12)

γ = 2 arcsen(|uij |), para i 6= j, ou γ = 2 arccos(|uij |), para i = j.Logo, ∃α, β, γ, δ ∈ R tais que U = eıα Rz(β)Ry(γ)Rz(δ) para γ ∈ (0, π).2a Etapa - γ = 0: 

 eıϕ11 0

0 eıϕ22



 =



 eı(α− β
2
− δ

2
) 0

0 eı(α+ β
2
+ δ

2
)



 .Neste 
aso, teríamos um sistema possível e indeterminado, onde
α =

ϕ11 + ϕ22

2
, β + δ = ϕ22 − ϕ11, γ = 0.Logo, ∃α, β, γ, δ ∈ R tais que U = eıα Rz(β)Ry(γ)Rz(δ) para γ = 0.3a Etapa - γ = π: 

 0 eıϕ12

eıϕ21 0



 =



 0 − eı(α− β
2
+ δ

2
)

eı(α+ β
2
− δ

2
) 0



 ,Neste 
aso, teríamos um sistema possível e indeterminado, onde
α =

ϕ12 + ϕ21 − π

2
, δ − β = ϕ12 − ϕ21 − π, γ = π.Logo, ∃α, β, γ, δ ∈ R tais que U = eıα Rz(β)Ry(γ)Rz(δ) para γ = π. �Teorema 7.3. (De
omposição X-Y) Seja U um operador unitário de um q-bit, então existem α, β, γ, δ ∈

R tais que
U = eıαRx(β)Ry(γ)Rx(δ).Demonstração: Análoga ao teorema anterior segundo [3℄.7.3 Porta de Hadamard (H)A Porta de Hadamard é uma das mais usadas na Computação Quânti
a. Este operador, de�nido por
H =

1√
2



 1 1

1 −1



 ,
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ado nos estados da base 
omputa
ional, resulta em
H |0〉 =

1√
2
(|0〉 + |1〉)

H |1〉 =
1√
2
(|0〉 − |1〉).Note que, apli
ando-se a porta H no estado des
rito pela Equação 3.1, tem-se

H |ψ〉 = α
|0〉 + |1〉√

2
+ β

|0〉 − |1〉√
2

.Como a porta de Hadamard é um operador unitário, podemos es
revê-lo na forma do Teorema 7.1.Assim,
H = eı π

2 Rbn(π),onde n̂ = ( 1√
2
, 0, 1√

2
). Ou seja, a porta de Hadamard, na Esfera de Blo
h, se 
omporta 
omo uma rotaçãode 180o em torno do vetor n̂ = ( 1√

2
, 0, 1√

2
).Também podemos es
rever a porta H em função das matrizes de rotação em torno dos eixos z e y,segundo o Teorema 7.2. Assim,

H = eı π
2 Rz(0)Ry(

π

2
)Rz(π),ou, tendo em vista que Rz(0) = I,

H = eı π
2 Ry(

π

2
)Rz(π),o que, na Esfera de Blo
h, 
ara
teriza uma rotação de 90o em torno do eixo y seguida de uma rotaçãode 180◦ em torno do eixo z.7.4 Porta S (Phase Gate)Este operador, de�nido por

S =



 1 0

0 ı



 ,apli
ado nos estados da base 
omputa
ional, resulta em
S|0〉 = |0〉

S|1〉 = i|1〉.Apli
ando-se a porta S no estado des
rito pela Equação 3.1, tem-se
S|ψ〉 = α|0〉 + ıβ|1〉.Note que houve uma alteração no fator de fase relativo.
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a Vol.17 (2005)A porta S, por ser um operador unitário, também pode ser es
rita na forma des
rita pelo Teorema7.1. Assim,
S = eı π

4 Rbn(
π

2
),onde n̂ = (0, 0, 1). Ou seja, a porta S, na Esfera de Blo
h, se 
omporta 
om uma rotação de 90o emtorno do eixo z. Também podemos rees
rever o operador S segundo o Teorema 7.2:

S = eı π
4 Rz(

π

2
).7.5 Porta π

8
(T)Este operador, de�nido por

T =



 1 0

0 e
ıπ
4



ou
T = e

ıπ
8



 e
−ıπ
8 0

0 e
ıπ
8



 ,o que expli
a o nome π
8 , apli
ado nos estados da base 
omputa
ional resulta em

T |0〉 = |0〉

T |1〉 = e
ıπ
4 |1〉.A porta T apli
ada no estado da Equação 3.1, resulta em

T |ψ〉 = α|0〉 + e
ıπ
4 β|1〉.Assim 
omo as portas S e de Hadamard, a porta T também pode ser es
rita em função de matrizes derotação. Assim,

T = e
ıπ
8 Rbn(

π

4
), n̂ = (0, 0, 1)ou

T = e
ıπ
8 Rz(

π

4
),isto é, a porta T representa uma rotação de 45o em torno do eixo z da esfera.Na seção 9.2, serão vistos alguns exemplos dessas rotações no Maplet Quantum View.8 Maple8.1 Pa
ote MapletsUm Maplet é uma interfa
e grá�
a do Maple 
om o usuário. Este re
urso permite ao usuário 
ombinarpa
otes e pro
edimentos 
om janelas interativas e 
aixas de diálogo.
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o na Esfera de BLOCH 21Para 
onstruir um Maplet é pre
iso de
larar na 
láusula with do Maple um pa
ote 
hamado Mapletsque se divide nos seguintes sub-pa
otes:
• Elements,
• Exemples,
• Tools.E uma função para para exibição do Maplet: Display.Nesta seção, será des
rito apenas o sub-pa
ote Elements que foi utilizado no projeto.ElementsEste sub-pa
ote 
ontém todos os 
omponentes utilizados na 
riação do Maplet. Neste projeto, foramusados quatro tipos de 
omponentes do Pa
ote Elements:
• Componentes Window Body� Button� MathMLViewer� Plotter� Slider� TextField
• Componentes Layout� BoxLayout� BoxColumn� BoxRow
• Componentes Menubar� ButtonGroup� RadioButtonMenuItem� MenuItem
• Componentes Command� CloseWindow
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a Vol.17 (2005)� Evaluate� RunWindow� ShutdownOBS. (1): O 
omponente mais signi�
ativo que pode ser inserido em um Maplet é o 
omponenteWindow, que 
ontém os 
omponentes Layout, Menubar e Command. Essa estrutura pode ser vista noHelp do Maple.OBS. (2): A sintaxe dos 
omandos que se referem aos 
omponentes aqui 
itados pode ser vista noHelp do Maple.9 Projeto Quantum ViewA partir da Equação 5.6 e da Equação 5.8, nota-se que é possível es
rever um algoritmo que exe
utea transformação de um q-bit |ψ〉B em um vetor de Blo
h. A �nalidade do projeto Quantum Viewé explorar essa possibilidade, fa
ilitando 
ál
ulos 
omplexos e repetitivos e ajudando 
om a exibiçãode grá�
os. O objetivo é simples: desenvolver um 
onjunto de funções e pro
edimentos ligados àsrepresentações existentes na Computação Quânti
a. A prin
ípio, o projeto dá ênfase à representação deum bit quânti
o na Esfera de Blo
h, porém, posteriormente, pretendemos ampliá-lo e, assim, englobaroutras representações.O projeto en
ontra-se dividido em duas partes:
• Estudo da Teoria da Computação Quânti
a e de todas as ferramentas matemáti
as ne
essárias parao entendimento desta teoria.
• Estudo da linguagem de 
omputação Maple em todos os seus aspe
tos e, prin
ipalmente, 
onfe
çãode Maplets que auxiliem os estudos da Teoria da Computação Quânti
a.Quanto ao que se refere à 
onfe
ção de Maplets, iremos apresentar, nesta seção, o Maplet QuantumView.9.1 Detalhes do Maplet Quantum ViewO Quantum View é um Maplet fá
il de usar. Para isso, basta inserir 
omo entrada as 
oordenadas deum vetor 
omplexo, no formato a + b*I re
onhe
ido pelo Maple, e um operador unitário de ordem 2.O vetor inserido não pre
isa ser unitário, apesar de sabermos que um q-bit é representado por um vetor
uja norma é igual a 1. Isto se deve ao fato de o Maplet normalizar o vetor automati
amente. Então,vejamos um exemplo:
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Figura 4: Exibição dos vetores de Blo
h dentro das Esferas.Vetor de Entrada:
v =



 2 + i

3 − 4i



Operador Unitário:
M =




1
2

−
√

3
2√

3
2

1
2



Entrada no Maplet:
Agora, é só 
li
ar no botão Exibir Esferas para obter o resultado exposto na Figura 4. Note que, ográ�
o do lado esquerdo é o vetor de Blo
h asso
iado ao vetor v

‖v‖ e o grá�
o do lado direito é o vetorde Blo
h asso
iado à transformação M( v
‖v‖ ).
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Figura 5: Menu Prin
ipal do Maplet.Detalhes do Menu Prin
ipal:O Maplet Quantum View é 
omposto, também, por um Menu Prin
ipal (Figura 5), 
ujas funções serãoespe
i�
adas a seguir:

• Ações: Exe
uta as mesmas tarefas dos botões do lado superior direito da tela da Figura 4
• Eixos: Modi�
a o tipo de eixo a ser exibido nos grá�
os das esferas. Com esta opção é possível
olo
ar os grá�
os em 
aixa, por exemplo.
• Estilo: Muda a aparên
ia das esferas, deixando-as pontilhas, 
om grades ou exibindo apenas seusparalelos.
• Cores: Modi�
a as 
ores das esferas.
• Iluminação: Modi�
a, de forma sutil, o ponto de iluminação das esferas.
• Estilo da Linha: Modi�
a o estilo do traço de desenho das esferas. Pode ser modi�
ado para osestilos SÓLIDO, PONTILHADO, TRACEJADO ou TRACEJADO E PONTILHADO.
• Portas: Preen
he os 
ampos reservados para os elementos da matriz unitária 
om uma portaquânti
a (uma das portas 
itadas na seção 7).
• Informações: Composto pelo subitem "Operadores e Vetores", este item abre uma janela 
ominformações de entrada e saída de dados. Ex.: qual o vetor digitado ini
ialmente (vetor de entrada),qual o vetor de Blo
h retornado, et
. Esta janela pode ser vista na Figura 6.9.2 Quantum View em AçãoEsta seção se dedi
ará à exibição de algumas 
oisas que podem ser feitas 
om o Quantum View. Como foivisto na seção 7, das matrizes de Pauli, surge a 
lasse das matrizes de rotação. Com o Maplet QuantumView, é possível enxergar 
omo o
orrem essas rotações. Es
olhemos o vetor |ψ〉 = 1√

2
|0〉 + 1√

2
|1〉 
omoexemplo. Neste vetor, será apli
ado o operador des
rito na Equação 7.9, 
onsiderando o ângulo θ = π

2 .A Figura 7, mostra o resultado desta transformação, onde do lado esquerdo temos o vetor |ψ〉 e do ladodireito temos Rx(π
2 )|ψ〉. Note que, nada o
orre. Isto se deve ao fato de o vetor ter a mesma direção
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Figura 6: Janela de Informações sobre a Transformação Unitária exe
utada.

Figura 7: Rotação de 90o do vetor |ψ〉 em torno do eixo x.
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Figura 8: Rotação de 90o do vetor |ψ〉 em torno do eixo y.

Figura 9: Rotação de 90o do vetor |ψ〉 em torno do eixo z.do eixo x. Porém, se apli
armos o operador de rotação des
rito na Equação 7.10, neste mesmo vetore 
onsiderarmos o mesmo ângulo θ, veremos um outro resultado, exposto na Figura 8, onde, do ladodireito, temos Ry(π
2 )|ψ〉. Note que, houve uma rotação do vetor |ψ〉 de 90o em torno do eixo y.Agora, podemos ver, também, a apli
ação do operador des
rito na Equação 7.11 (Figura 9 ), querepresenta uma rotação do vetor |ψ〉 de 90o em torno do eixo z, Ry(π

2 )|ψ〉. A partir do Maplet, tambémpodemos veri�
ar a apli
ação das portas H, S e T. Para veri�
armos essas transformações na Esfera,
onsideraremos o vetor |ψ〉 = cos(π
8 )|0〉+ ı sen(π

8 )|1〉, que representa o vetor de Blo
h B|ψ〉 = (0, 1√
2
, 1√

2
)perten
ente ao plano yÔz.Primeiramente, apli
aremos a porta de Hadamard. Colo
ando-se esses valores no Maplet, se obteveo seguinte resultado:

B(H |ψ〉) =
1√
2





1

−1

0



Observe que os vetores B|ψ〉, n̂ = 1√
2
(1, 0, 1) e B(H |ψ〉) estão no mesmo plano de equação x

2 + y
2 − z

2 = 0.Cal
ulando-se os seguintes produtos internos
〈n̂|B|ψ〉 =

1

2
= cos(δ) e 〈n̂|B(H |ψ〉) =

1

2
= cos(δ′),
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Figura 10: Rotação de 90o do vetor B|ψ〉 em torno do eixo z - vista do pólo da esfera.onde δ ∈ [0, π] é o ângulo formado pelos vetores |n̂〉 e B|ψ〉 e δ′ ∈ [0, π] é o ângulo formado entre osvetores |n̂〉 e B(H |ψ〉), temos que δ = δ′, o que ilustra a rotação de 180◦ em torno de n̂ proposta naseção 7.3.Agora, apli
aremos a porta S em |ψ〉. Colo
ando-se 
omo entrada o vetor |ψ〉 e o operador S, oMaplet retornou o seguinte resultado:
B(S|ψ〉) =

1√
2





−1

0

1



 .A Figura 10 mostra o que o
orreu 
om o vetor B|ψ〉 após a apli
ação de S. Do lado esquerdo temos
B|ψ〉 e do lado direito temos B(S|ψ〉). Note que houve uma rotação de 90o em torno do eixo z.Finalmente, veremos os resultados para a porta T . Para B(T |ψ〉) temos

B(T |ψ〉) =
1

2





−1

1
√

2



 .A Figura 11 mostra que houve uma rotação de 45o em torno do eixo z, 
omo sugere a seção 7.5.10 Considerações FinaisO projeto Quantum View é uma ex
elente oportunidade para se estudar não só a Teoria da ComputaçãoQuânti
a, mas, também, vários tópi
os da Matemáti
a. Neste trabalho, foi feita uma tentativa de relatar
ada passo do projeto, desde seu iní
io, 
om o estudo do Maple e a des
oberta dos Maplets, até o estudoda Esfera de Blo
h e das Matrizes de Rotação. Porém, o projeto pretende ir além destes relatos e seextender rumo a outras representações, a �m de que se tenha uma bibliote
a de funções e pro
edimentos
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Figura 11: Rotação de 45o do vetor B|ψ〉 em torno do eixo z - vista do pólo da esfera.que fa
ilite a maioria dos 
ál
ulos e demonstrações que ainda hão de apare
er. É importante desta
arque todos os vetores de Blo
h 
itados neste trabalho foram 
al
ulados pelo Maplet Quantum View.
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