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Resumo

A Esfera de Bloch é uma representacio possivel, em R3, para um bit quantico (g-bit). No entanto,
livros e materiais de estudo quase nao explicam essa representacao. O objetivo deste trabalho é dis-
cutir sobre a Esfera de Bloch e suas propriedades, utilizando como ferramenta o software mateméatico
Maple para a visualizacao de vetores (vetores de Bloch) e execugao de transformagdes unitarias (por-

tas qudnticas).

Abstract

The Bloch sphere provides a useful means of visualizing the state of a single qubit. However, Quan-
tum Computing books rarely explain something about it. In this text, we present a mathematical
description of the Bloch sphere and discuss some of its properties, using Maple software to visualize

the Bloch vectors and execute unitary transformations (quantum gates).
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1 Introducao

1.1 Objetivo

A Esfera de Bloch é uma representacdo possivel para um Bit Quantico (g-bit) em R3. No entanto, a
maioria dos livros que tém como tema a Computacdo Quantica pouco comenta sobre essa representacao,
isto é, sobre sua construcao e suas propriedades. O presente trabalho tem como objetivo principal
a apresentagdo de um programa (um Maplet) desenvolvido em Maple que tem como base para seus
algoritmos a teoria estudada acerca da Esfera de Bloch. Porém, para chegarmos ao objetivo principal,
teremos que analisar cuidadosamente alguns detalhes matematicos embutidos nesta representacao e, para
isso, é preciso que saibamos alguns conceitos oriundos da Matematica e da Mecinica Quantica que dao
sustentacao & Teoria da Computacao Quéantica. Nas se¢des a seguir, faremos uma breve introducao aos
principais conceitos que serao utilizados ao longo deste texto: na secao 2, serd apresentado um breve
resumo de algumas defini¢des da Algebra Linear e da Notacdo de Dirac, na secdo 3, sera introduzido o
conceito de bit quantico a partir de um dos postulados da Mecanica Quantica, na secao 4, serd dada uma
pequena nogao sobre evolugao de um sistema quéntico e, a partir da se¢ao 5, comecgaremos a desenvolver

o raciocinio que servird como base para o algoritmo tema deste trabalho.

2 Algebra Linear

2.1 Notagao de Dirac

A Tabela abaixo mostra alguns simbolos da Notacao de Dirac muito utilizados na Computagao Quéantica:

Notagao | Descrigao

[1) "ket", isto &, [¢) = (co,c1,Cay )T
(W) vetor dual, "bra", isto é, |¢) = (¢}, ¢, ¢35, ...)
|n) n-ésimo vetor da base computacional N = {|0), |1),...}

(@|) produto interno entre |¢) e ).
|¢) ® ) | produto tensorial entre |¢) e |¢)).
|o) W) produto tensorial abreviado entre |¢) e [1)).
|2, 7) produto tensorial entre dois vetores da base computacional.
Mt operador adjunto, MT = (MT)*.
(| M) | produto interno entre |¢) e M|).
Il norma do vetor |¢).
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2.2 Espago de Hilbert

Definigao 2.1. Um conjunto V ¢é chamado espago vetorial sobre um corpo F se e somente se as opera-
¢oes +: VXV =V (adigio de vetores) e - : F x V — V (multiplicagao por um escalar pela esquerda)

forem bem definidas e obedecerem as sequintes propriedades:

(i) (V,4) € um grupo abeliano,
(ii) Aulv)) = (Aw)|),
i) (v p)le) = M) + ),
(iv) A[) +19)) = Alv) + Al9),
(v) 1) = [4),

onde \,ju € F.

Definigao 2.2. Seja V um espago vetorial complexo. A fungdo (-|-) : V x V — C é chamada Produto

Interno se e somente se

() (WIA@) + pl)) = Me|d) + u(le),

(i) (¥lo) = (8l¥)",

(iii) (YY) € R, (Ylyp) 2 0, (YY) =04 |¢) =0.
onde A\, € C.

O Produto Interno também define a norma de um vetor: ||| = 1/(¥|¢). E as seguintes desigualdades
sao verdadeiras:

(W)Y < |||l ¢l (Desigualdade de Schwarz)

1) +1o)ll < ¥l +llell (Desigualdade Triangular)
Definigao 2.3. Um espaco vetorial completo H com Produto Interno (-|-) e norma igual a ||¢]| = /{¥|¥)

é chamado Espaco de Hilbert.

2.3 Operadores Lineares

Definigao 2.4. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F e A uma fun¢ao A : V — V. A € chamada

de Operador Linear em V se e somente se

AND) + pl)) = AA([9) + nA(|9)) = AAJY) + pA|d).

onde \,u € F.
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Em C", um operador linear A pode ser escrito como uma matriz n x n de elementos a;;, isto é,

@00 .-+  Gomn—1
A= : . : :EGMMN
]
Gn—-1,0 --- An—-1,mn—1
Definigao 2.5. Considere dois operadores lineares, A e B, definidos nos espacos vetoriais V e W,

respectivamente. O Produto Tensorial A ® B é dado por
al)lB N (L17mB
A® B = : - : )
an1B ... apn,B

onde A é uma matriz n X n e B é uma matriz m x m. Neste caso, A ® B é uma matriz nm X nm.

Pode-se calcular o produto tensorial também entre vetores (ex.: |0) ® |0)).
Definigao 2.6. O operador AT = (AT)* = >4 @3]i)(j| € denominado Operador Adjunto de A.

Definigao 2.7. Um operador linear A é chamado

(i)  auto-adjunto ou Hermitiano se AT = A,

(ii)  unitdrio se ATA = AAY = I, onde I é a matriz identidade.

3 O Bit Quantico

Para entendermos melhor o que € um Bit Qudntico ou g-bit, € preciso que seja enunciado nesta se¢ao
um dos postulados da Mecanica Quéantica que serve de sustentacio a este conceito: o postulado que se

refere ao Espaco de Estado. Entao, vejamos:

Postulado 3.1 (Espaco de Estado). Associado a qualquer sistema fisico isolado, existe um espago
vetorial complexo com produto interno (Espago de Hilbert) conhecido como Espago de Estado do sistema.
O sistema fisico em questdo é completamente descrito por um vetor unitdrio (vetor de estado ou estado)

pertencente a esse espago vetorial.

Interpretando o Postulado 3.1, temos o g-bit como um sistema quéntico associado a um espaco de

estado bi-dimensional B = C2?(C), cuja base ortonormal ¢ formada pelos vetores

1 0
0) = e [1)=
0 1
Assim, um vetor de estado (ou estado) que representa o espago de estado associado ao g-bit pode ser

escrito como

) = al0) + BI1), (3.1)
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onde « e B sdo ntmeros complexos. Segundo o Postulado 3.1, [¢) € um vetor unitario, ou seja, (¢|) =1
ou, ainda, de forma equivalente,

la)® + |8 = 1. (3.2)

Intuitivamente, poderiamos comparar os vetores da base (que chamaremos base computacional), |0)
e |1), com os valores 0 e 1 atribuidos ao bit classico. No entanto, o que diferencia um bit classico de
um q-bit é o fato de existir superposicées dos estados |0) e |1}, na forma da Equagao 3.1, o que néo nos
permite afirmar se um g-bit esté no estado |0) ou no estado |1). Assim, podemos ter os estados |0), |1) ou,
ainda, o estado |¢)) = «|0) 4+ S|1) representando um g-bit. Este altimo, como j4 foi dito anteriormente, é
uma superposicao dos estados da base computacional, isto é, € uma combinagao linear cujos coeficientes,
«a e (3, sdo denominados amplitudes. As amplitudes estdo relacionadas as probabilidades de um g-bit
apresentar o estado |0) ou |1) da seguinte forma: |a|® é a probabilidade de o g-bit estar no estado |0) e
18> & a probabilidade de o ¢-bit estar no estado |1).

Agora que sabemos que a probabilidade de um g-bit estar em um determinado estado é dada através
de suas amplitudes, é facil concluir que a alteracao do estado de um g-bit dependera da alteracao de suas
amplitudes. Logo, surge entao uma nova questao: como se altera as amplitudes de um estado de um

g-bit? Para respondermos a essa pergunta, é preciso recorrer ao postulado enunciado na proxima sec¢ao.

4 Evolucao de um Sistema Quéantico

Postulado 4.1 (Evolucdo de um Sistema Quéantico). A evolugdo de um sistema qudntico fechado é
descrita por uma transformag¢do unitdria. Assim, se no instante t1 um sistema estd no estado 1) e no
instante to 0 mesmo sistema estiver no estado |¢'), entdo o estado 1) estd relacionado ao estado [¢')

através de um operador unitdrio U que depende somente dos instantes t1 e to, ou seja,

[¥') = Ul). (4.3)

Como podemos ver no Postulado 4.1, a Mecanica Quéantica nos garante que a evolucao de qualquer
sistema quantico fechado se d& através de um operador unitario, porém nao fica claro quais operadores
devemos usar para descrever uma determinada modificacio no sistema. A escolha do operador dependera
de qual resposta se deseja obter. Um exemplo disso, no nosso sistema quantico (o g-bit), seria quando
desejamos alterar as amplitudes para se obter como resposta amplitudes iguais para todos os elementos
da base computacional (isto é, « = 8 na Equagéo 3.1). Para essas modifica¢oes de estado, existem alguns

operadores que serao vistos com mais detalhes na secao 7 .



8 Cadernos do IME — Série Matematica Vol.17 (2005)

5 Representacao de um Q-Bit na Esfera

5.1 Modelo para um Q-Bit

A Mecanica Quéantica afirma que, quando medimos o g-bit, embora este possa estar em um estado de
superposi¢do, obtemos como resultado o |0), com probabilidade igual a |04|27 ou o |1), com probabilidade

igual a |6|2, onde a e 8 € C. Logo, podemos escrever
a* + |8 = 1.

Do Postulado 3.1, temos que |¢) (Equagio 3.1) ¢ unitario e pertence a C?(C). Escrevendo os niimeros «
e B como a+ b (a,b € R) e c+1d (c,d € R), respectivamente, temos que o> = a2 + b2 e |3]* = 2 + d2.

Assim, a Equacao 3.2 se apresenta da seguinte forma:
a2+ +E+dP=1 (5.4)

A partir da Equacdo 5.4, interpretamos o g-bit como um vetor unitario (a, b, ¢, d) € R* e a esfera unitaria

S3 de R* como o lugar geométrico dos g-bits (segundo [2]).

5.2 Forma Polar de um Q-Bit

Sabendo que as amplitudes a e § da Equagao 3.1 sao ntimeros complexos, podemos expressi-las em

coordenadas polares. Assim,

a=la]et 8@ o g |gehEO),

onde 0 < Arg(z) < 27 é o argumento do complexo z e |z| é 0 seu modulo.
Podemos ainda, definir v = Arg(a) e ¢ = Arg(8) — Arg(a) (onde as operagoes entre angulos devem

ser consideradas em aritmética modulo 27) e reescrever a Equacdo 3.1 como
[¥) = lal e [0) + [B] 'O |1). (5.5)

E, assim, sendo |a| > 0, |3] > 0 e |a|? +|8]? = 1, podemos definir também £ por meio das equagdes
cos(§) = |al e sen({) = [B] (note que 0 < ¢ < 7).

Fazendo 6 = 2¢, 6 € [0, 7], e reescrevendo a Equagédo 5.5, temos a forma polar de um qg-bit
0 0
[4) = e"eos(5)[0) + ¢ sen(5)1)]. (56)

onde
6 = 2 arccos(|a|) = 2arcsen(|f]),

¢ = Arg(f) — Arg(a),
7 = Arg(a)
efel0,n], ¢ €[0,2m) e vy € [0,2m).
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5.3 A Esfera de Bloch

Sabemos que a equagao de uma esfera do R? de raio R € R e de centro na origem (0,0,0) é 22 +y% + 22 =
R?. Usando como parametros dois angulos, ¢ € [0,27) e § € [0, 7], e o raio R, podemos representar

todos os pontos da esfera do R? de forma vetorial, assim:

x R cos(¢) sen()
y | = | Rsen(¢)sen(d)
Rcos(9)

Sabemos, também, que o g-bit pode ser escrito em sua forma polar, como mostra a Equacao 5.6, em
funcdo dos angulos 6 € [0, 7], ¢ € [0,27) e v € [0, 27).

Entao, seria natural se comparéassemos os angulos das coordenadas esféricas com os dngulos da forma
polar do g-bit.

Observe que, se tentarmos modificar o g-bit expresso pela Equagao 5.6 através de um operador

unitéario, o fator e’ nao se altera:
Uly) =e U[cos( )|0) + e* sen( )|1)]

onde U é o operador unitario de 1 (um) g-bit (isto €, uma matriz unitaria 2 x 2). Observe também que,

o fator e néo altera a probabilidade de se obter |0) ou |1) no momento da medida, pois
) 0 ) 0 0
e cos(Z)] = | e [[ cos(3)] = [ cos(3)l,

assim como,

[0 cos(D)] = [ e cos(3)] = | cos(3)].

Devido a essas propriedades, podemos desprezar o fator e (chamado fator de fase global) e escrever
[¥)B = cos(5 )|0> + e sen(3 )|1> (5.7)

A partir dai, tentaremos encontrar uma representacio geométrica para o g-bit em R3.

Note que |1)) 5 pode ser reescrito como

|1/1>B—COS( )[0) + cos(¢) sen(; )|1>+Sen(¢)sen(g)ll>,

isto é, o vetor |1)) g pertence a um subespago vetorial (V) de C?>(R) de dimensdo 3 e base {|0), |1), |2)}.
Como este subespago esta definido sobre o corpo dos reais, ele ¢ isomorfo a R? (segundo [2]). Considerando

entdo um isomorfismo T entre V e R3, tal que

1 0 0

0 0 1
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de acordo com [2], teremos que

0
T(1)5) = cos(3) | 0 | +cos(@)sen(3) | 0 | +sen()sen(3) | 1
1 0 0

Note que, se usassemos a transformagao T para representar |¢))p em R3, terfamos uma semi-esfera
(denominada SE?) com centro na origem e raio igual a 1, pois ¢ € [0,27) e 6 € [0, 71]. Porém, definindo
a funcdo f (bijegao retirada de [2], onde foi definida e demonstrada) como:

f:Q— SE’
(6, ¢) = (cos(¢) sen(§), sen(¢) sen(§), cos(§)),

onde SE- = SE? — {(0,0,1), (z,9,0)} e @ = (0,7) x [0,27), temos que f & injetora, pois

cos(¢1) sen (%) cos(¢2) sen(%) ; ) ) ;
sen(¢r)sen(%) | = | sen(¢o)sen(%) | = cos(%) = 008(32) = 71 = 32 = 0, = 0,.
cos(4) cos(%)
Como 61 € (0,7) = sen(4) # 0, temos:
cos(¢1) sen(?) = cos(¢2) sen(?) N cos(¢1) = cos(¢p2) S by = b
sen(¢1) sen(%5-) = sen(¢2) sen () sen(¢y) = sen(gs

Temos, também, que f é sobrejetora, pois, sejam (z,y, z) € ﬁQ, 61 = 2arccos(z) e ¢ é tal que,

¢ - ¢ :
= arccos [ —— e =arcsen | ———— | .
! sen(arccos(z)) ! sen(arccos(z))
61 esta bem definido, pois & € (0,%) e z € (0,1), e como z # 1 = sen(arccos(z)) # 0, temos
2,2 2,2 2,2
2 2 "ty Tty "ty
= = = = 1
cos™(¢1) + sen”(d1) sen?(arccos(z)) 1 —cos?(arccos(z)) 11— 22 ’

. . . —=2
pois 22 + y2 + 22 = 1. Deste tltimo resultado, verificamos que, dado um ponto (z,y,2) € SE~, obtemos

um angulo ¢, € [0,27) que satisfaz a identidade fundamental trigonométrica. Logo, temos:

cos (arccos (m)) sen(arccos(z)) x
f(01,01) = | sen (arcsen (m)) sen(arccos(z)) | = | v
cos(arccos(z)) z

Contudo, se f é injetora e sobrejetora, entdo ela é bijetora. Agora, definindo a func¢do g (bijegao
retirada de[2]), como
9:Q—5
(0, ¢) — (cos(¢) sen(h), sen(¢) sen(#), cos(6)),
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onde §° = 2 — {(0,0,1),(0,0,—-1)} e @ = (0,7) x [0, 27), temos que g também é bijetora (demonstracao
semelhante & de f). Levando-se em considerac¢io que f e g sdo bijetoras, podemos definir uma fungao v

(defini¢do retirada de [2]) que é a composigao de g com a inversa de f, assim
v:SE? — 52
(z,y,2) = g(f (2,9, 2))
(0,0,1) — (0,0,1)
(z,9,0) — (0,0, —1).
Note que v é uma funcdo bijetora para z # 0, pois o dominio de g é igual ao contra-dominio de f~!
e go f~' & uma composicio de funcdes bijetoras.
Contudo, a partir dessas bije¢des encontradas, podemos utilizar a esfera S? de R?® (Figura 1) para

representar um q-bit, no lugar de se utilizar a semi-esfera SE?.

Figura 1: Representacao de um g-bit na Esfera de Bloch.

5.4 O Vetor de Bloch

Cada elemento da imagem da fungdo v é conhecido como vetor de Bloch e a Esfera de Bloch é o lugar
geométrico desses vetores (Figura 1). Considerando a forma polar de um g-bit, expressa na Equagao 5.6,

dizemos que o Vetor de Bloch é dado por

cos(¢) sen(6)
Bly)p = | sen(¢)sen(d) |, ¢ €[0,27), 6€]0,n]. (5.8)
cos(0)

6 Propriedades da Esfera de Bloch

Nesta se¢ao, serao discutidas algumas propriedades que podem ser vistas a partir da visualizagao de um

g-bit na Esfera.
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Propriedade 6.1. (Q-bits Equiprovéveis) Na esfera de Bloch, usando a parametrizacio apresentada na
Equagao 5.8, quaisquer dois vetores de Bloch que pertencam a um mesmo plano, paralelo ao plano XY,

representam q-bits que tém probabilidades iguais de produzirem |0) ou |1), ao serem medidos (propriedade

demonstrada em [2]).

Figura 2: Q-Bits Equiprovaveis.

Propriedade 6.2. (Vetores Antipodas e Ortogonais) Na esfera de Bloch, usando a parametriza¢ao
apresentada na Equagao 5.8, quaisquer dois vetores de Bloch antipodas sdo representantes de dois q-bits

ortogonais (propriedade demonstrada em [2]).

Figura 3: Vetores antipodas e ortogonais.

Propriedade 6.3. (Q-bits com Vetores de Bloch iguais) Considerando dois g-bits, |1))1 = a1|0) + £1]1)

e [1)2 = as|0) + B2|1), e seus vetores de Bloch Bl|y)1 e Bly)s (utilizando a parametrizagdo proposta na
Equagdo 5.8), temos que

[¥)2 = ¢ [¥)1 & Blg)1 = Bly)s,

onde 0 < 6§ < 2.
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Demonstragao:

(i) |2 = e [¥)1 = Bly)r = Bly)
Por hipétese, temos
|as| = [ an| = [ [Jan| = |evi].
Pela Eq. (5.6), temos
01 = 2arccos(|ay|) = |aa| = cos(%l),
02 = 2arccos(|az]) = |ag| = COS(%).

Assim,
0 0
jon| = Jaz| = cos() = cos(5)

E, sabendo que 6,, € [0, 7] (Eq. (5.6)), temos que

0, 6
— == =10, =0,.
5 5 1 2
Utilizando a hipétese e escrevendo a; e 31 em forma polar, temos

Qo = et o = |a1| ez(6+Arg(a1))

o = & 01 = || X0 +ATE),

epela Eq. (5.6), levando-se em consideracao que as operagoes com angulos serdo executadas em aritmética

modulo 27 (ou seja, —0 = 27 — 4), temos
¢2 = Arg(B2) — Arg(as) =
(0 + Arg(B1)) — (6 + Arg(an)) = ¢1.

Logo, pela Eq. (5.8)

3

cos(¢1) sen(6;) cos(¢2) sen(fz)
sen(¢r)sen(f1) | = | sen(¢pq)sen(b2) | =
cos(6y) cos(62)

= Bly)1 = B))s.
(1) Ble)1 = Bl)2 = [)2 = & [¥)1

Para B|y)1 = Bly)e # (0,0,+,1), temos

cos(¢1) sen(fy) cos(¢2) sen(fs)
sen(¢r)sen(f1) | = | sen(¢pq)sen(b2) | =
cos(61) cos(f2)
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cos(f1) = cos(b2), 6, € (0,7)
sen(¢1) sen(6r) = sen(p2) sen(fy) =
cos(¢r1) sen(fr) = cos(¢z) sen(fz)
=01=0 e ¢1=0¢.
Pela Eq.(5.6),
9 = 7 feos( )[0) + " sen( ()] =

=e M) = cos(9 )|0) 4 e sen( )|1>

= cos(9 )|0) + e*¥2 sen( )|1> T2 yh)o =

= [1h)y = e’ (127 |1/)>1 = [1h)2 = e |¢)1,
onde (6 € [0,27)).

Para Bli)1 = Bly)s = (0,0,1), temos 61 = 6 = 0 = [|¢p); = €7 |0) = e " |¢); = |0) =
e [h)a=> [P)g = 2T )y = |1h)y = € [) e, para Blip)1 = Blih)a = (0,0, —1), temos 61 = O =
T = [P = DO [1) = et [y)y = (1) = 70219 [y)o= i)y = @ (2F0)m0nHOD) [y =
[)e = e |¢)1 . Ou seja, esta propriedade diz que cada vetor de Bloch B|¢y)p esta associado a um
conjunto de q-bits do tipo e [1))p (§ € [0,27)) e todos os vetores deste conjunto tém uma tnica

representacao na Esfera de Bloch. |

7 Portas Quanticas de um Q-Bit

Um computador classico processa bits e, para isto, é equipado com um conjunto finito de portas logicas
que sao aplicadas em um conjunto finito de bits. J& um computador quantico processa g-bits e, de forma
analoga ao computador classico, estd equipado com um conjunto finito de componentes fundamentais
chamados portas qudnticas. Cada porta quantica é uma transformacao unitaria que age em um nimero

fixo de g-bits. Nesta secao, consideraremos apenas a a¢ao dessas portas em um unico g-bit.

7.1 Matrizes de Pauli

Um g-bit &€ um vetor unitario na forma [¢)) = a|0) 4+ 5|1), onde a e B sdo numeros complexos tais que
|a)? + |B|*> = 1. Isto significa que, ao aplicarmos um operador em um ¢-bit, temos que preservar sua
norma para que o vetor alterado continue obedecendo a esta condi¢cdo. Por este motivo, operadores de
um g-bit sao descritos por matrizes unitarias 2 x 2. Destes operadores unitarios, podemos destacar as

matrizes de Pauli (veja [3], p.174), definidas por

0 1
X = , Y= e 7=
1 0
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Estas trés matrizes sdo Hermitianas (veja a defini¢do 2.7) e satisfazem as seguintes regras de multiplicagao:
X =v?2=27%=1],
XY=-YX=wZ, YZ=-2Y=1X, ZX=-XZ=1Y,

onde I é a matriz identidade 2 x 2.
E importante ressaltar que os auto-vetores normalizados das matrizes de Pauli, quando transformados
em vetores de Bloch, resultam em vetores pertencentes aos eixos. Assim, os auto-vetores normalizados

do operador X sao

1 -1 1 1
Uy, = — e Uy, = —=
V2 CoV2
E os vetores de Bloch associados a eles sao
[ -1 ] 1
B(vzl) = 0 € B(vmz) = 01,
| 0 ] 0
que pertencem ao eixo x da esfera. Temos também que
1 —1 1 7

Uy, = —= e Uy, = —=
V2 V2

sao os auto-vetores normalizados de Y, que sao representados na esfera pelos seguintes vetores:

0 0
B(Uyl): 1 € B(Uyz): -1
0 0
E para Z, temos como auto-vetores
1 0
Vg = e Uy = ,
0 1

que ja sao unitarios e sao representados pelos vetores

0 0
B(Uzl) =10 € B(UZQ) = 0
1 -1

na esfera de Bloch.
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7.2 Matrizes de Rotacao

Das matrizes de Pauli, surge uma outra classe de matrizes, as Matrizes de Rotagdo sobre os eixos Z, y e

2, definidas como

Porém, para as matrizes A tais que A% = I, temos que

1Ax - xk(Al)k . $2I ’LZCBIA 1,'4]
! Z %l :I+ZxA_7_T‘FT—F...:COS({E)I+ZASGH(IE).
k=0

E com esse resultado, podemos reescrever as matrizes de rotacao, dessa forma:

g —1sen(?
R,(0) = e T = cos(g)l —1X sen(g) = COS(E)G 0(2) (7.9)
—1sen(5)  cos(s)
Y% COS(%) _Sen(g)
R,(0) =e 2 =cos(z)I — 1Y sen(=) = wn(?)  cos(?) (7.10)
oz 0 0 % 0
R.(0)=e"2 = cos(i)l - zZsen(§) = N (7.11)

Estas matrizes representam rotacoes em torno dos eixos z, y e z na esfera unitaria do R3.
A partir das matrizes de rotacdo, podemos representar qualquer operador unitério (U) de um g-bit,
pois, seja i = (ng, ny,n.) € R? um vetor unitario, podemos generalizar as defini¢des anteriores definindo

uma rotacdo de 6 em torno do eixo n através da seguinte equagio:

Cvone 0 0
Ri(0) = e~ = cos(3)] — vsen(3)(na X +nyY +n.2),

onde ¢ = (X,Y,Z) é o vetor formado pelas matrizes de Pauli. Esta equacdo simplifica o seguinte

resultado:
Teorema 7.1. Seja U um operador unitdrio de um q-bit, entdo
U =e'* Rz (0),

onde a,0 € R e n = (ng,ny,n.) € R® é um vetor unitdrio (enunciado em [3] e testado no programa da

se¢do 9).

Vejamos, a seguir, dois teoremas que nos ajudarao a entender melhor o comportamento de algumas

portas quanticas de um g-bit na Esfera de Bloch.
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Teorema 7.2. (Decomposi¢cio Z-Y) Seja U um operador unitirio de um ¢-bit, entdo existem o, [3,7,0 €

R tais que
U =e" R.(B)Ry(7) R (9).
Demonstragao:
Seja
U — Uilr  Ui2 ,
U21  U22

uma matriz unitaria, temos que u;; € C, logo podemos escrever

|U11| elP11 |U12| etPi12

|U21| elP21 |U22| et¥22
Além disso, temos que UUT = UTU = I (onde I é a matriz identidade) e, assim,

U1 U1y + U212 = 1,  wg1lior + ugatioe = 1,  u1ling + u21tiog = 1,

U122 + Utz = 1, w11l + uzilioe =0,  w11lo1 + u12tie2 = 0. (712
Lembrando-se que zZ = |z|, onde z € C, por (7.12), podemos escrever
lun|? +ue)? = 1, Jua P+ uze* =1, Juni* + usa > =1, fura]? + ugel’ = 1. (7.13)
Lembrando-se que o angulo ~ de rotacio em R3 é tal que v € [0, 7], temos:
u| = cos(%), |uss| = sen(%), | = sen(%), |una| = cos(%). (7.14)

Logo, temos entao

X
U= ?
X
2

Desenvolvendo
2(a -8 (1) (a—L43) (1)
e 27 2) cos e 272/ sen
e Rz(ﬁ)Ry(’y)Rz(é) = (a+Z-2) ’2Y (at B9y 72
e “r372)sen(3) e *TIT2)cos(F)

cos(L) et gen(2)e'¥12 el(a_g_%)cos(

ol ol
2 2
sen(%) et cos(%)e'?? erlat3-9) sen(

R NR

) elat5+3) cos(3

0 que nos remete a um sistema de 4 equagoes e 4 variaveis. Esse sistema serd resolvido em 3 etapas, a

primeira etapa é para v € (0,7), a segunda para v = 0 e a terceira para v = 7.
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1# Etapa - v € (0,7):

Temos

Eassim,gau:oz—g—g, <p12:7r+oa—§—|—%, gpglza—l—%—g, <p22:0¢—|—§—|—%.Eassimtemos,

a=2ten B (o1 — ), 0=-7— (P11 —P12)

v =2arcsen(|ui;|), para i#j, ou -+ =2arccos(|ui;|), para i=j.

Logo, Ja, 8,7,6 € R tais que U = '* R,(8)Ry(v)R.(5) para v € (0, ).
22 Etapa - 7= 0O:

s
5

-5 0

e'vun 0 etla—
0 kP22 0 ez(a-‘,—%-}-%)
Neste caso, teriamos um sistema possivel e indeterminado, onde

o= P11 + P22

5 , BH0=pw—pi1, 7=0.

Logo, 3a, B,7,0 € R tais que U = ¢* R,(8)Ry, ()R~ (d) para v = 0.
3% Etapa - v =
0 e 0 —eleftd
et Q) erlats—%) 0

Neste caso, teriamos um sistema possivel e indeterminado, onde

azw, d—f=p12—pa—m y=m.
Logo, 3a, 5,7,9 € R tais que U = '* R, (B8)Ry(v)R.(0) para y = . |

Teorema 7.3. (Decomposicio X-Y) Seja U wm operador unitdrio de um q-bit, entao existem «, 3,7, €
R tais que
U =e"* Ry(B)Ry(7)Ra(5).

Demonstrag¢ao: Analoga ao teorema anterior segundo [3].

7.3 Porta de Hadamard (H)

A Porta de Hadamard é uma das mais usadas na Computacao Quantica. Este operador, definido por
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aplicado nos estados da base computacional, resulta em

H10) = —=(10) + 1)

- S

H1) = Eum — 1))

Note que, aplicando-se a porta H no estado descrito pela Equagao 3.1, tem-se

0} +11) 100 =1
V2 V2o

Como a porta de Hadamard é um operador unitario, podemos escrevé-lo na forma do Teorema 7.1.

HlY) =« + 8

Assim,
H = e'? Ry(n),

onde n = (%, 0, %) Ou seja, a porta de Hadamard, na Esfera de Bloch, se comporta como uma rotagao

de 180° em torno do vetor n = (%, 0, %)

Também podemos escrever a porta H em fungao das matrizes de rotagao em torno dos eixos z e y,

segundo o Teorema 7.2. Assim,

ou, tendo em vista que R.(0) =1,

H=c¢? R,(=)R.(n),

0 que, na Esfera de Bloch, caracteriza uma rotacao de 90° em torno do eixo y seguida de uma rotagdo

de 180° em torno do eixo z.

7.4 Porta S (Phase Gate)
Este operador, definido por

S = ,
0 =

aplicado nos estados da base computacional, resulta em
510) = |0)
S|1) = i|1).
Aplicando-se a porta S no estado descrito pela Equacao 3.1, tem-se
SlY) = al0) +15[1).

Note que houve uma alteracao no fator de fase relativo.
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A porta S, por ser um operador unitario, também pode ser escrita na forma descrita pelo Teorema
7.1. Assim,
x T
S = elZ Rﬁ(g),

onde n = (0,0,1). Ou seja, a porta S, na Esfera de Bloch, se comporta com uma rotagao de 90° em

torno do eixo z. Também podemos reescrever o operador S segundo o Teorema 7.2:

g E
S=e RZ(Z).

7.5 Porta 3 (T)

Este operador, definido por

1 0
T = T
0 ex
ou
| e 0
T=e% N
0 es
o0 que explica o nome &, aplicado nos estados da base computacional resulta em
T)0) = |0)
T1) =e7 [1).

A porta T aplicada no estado da Equacao 3.1, resulta em
T|y) = al0) + ¢4 f|1).

Assim como as portas S e de Hadamard, a porta T também pode ser escrita em funcdo de matrizes de
rotacao. Assim,

a ~
T=es Rﬁ(z), n=1(0,0,1)
ou
T ™
T =¢s RZ(Z),
isto é, a porta T representa uma rotacao de 45° em torno do eixo z da esfera.

Na secao 9.2, serao vistos alguns exemplos dessas rotacoes no Maplet Quantum View.

8 Maple

8.1 Pacote Maplets

Um Maplet é uma interface grafica do Maple com o usuario. Este recurso permite ao usuario combinar

pacotes e procedimentos com janelas interativas e caixas de didlogo.
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Para construir um Maplet é preciso declarar na cldusula with do Maple um pacote chamado Maplets

que se divide nos seguintes sub-pacotes:
e Elements,
e Exemples,
e Tools.
E uma funcao para para exibicao do Maplet: Display.
Nesta secao, sera descrito apenas o sub-pacote Elements que foi utilizado no projeto.

Elements

Este sub-pacote contém todos os componentes utilizados na criacao do Maplet. Neste projeto, foram

usados quatro tipos de componentes do Pacote Elements:

e Componentes Window Body

— Button
— MathMLViewer
— Plotter

Slider

— TextField
e Componentes Layout

— BoxLayout
— BoxColumn

— BoxRow
e Componentes Menubar

— ButtonGroup
— RadioButtonMenultem

— Menultem
e Componentes Command

— CloseWindow
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— Evaluate
— RunWindow

— Shutdown

OBS. (1): O componente mais significativo que pode ser inserido em um Maplet é o componente
Window, que contém os componentes Layout, Menubar e Command. Essa estrutura pode ser vista no
Help do Maple.

OBS. (2): A sintaxe dos comandos que se referem aos componentes aqui citados pode ser vista no

Help do Maple.

9 Projeto Quantum View

A partir da Equacao 5.6 e da Equacao 5.8, nota-se que é possivel escrever um algoritmo que execute
a transformagdo de um @-bit |¢))p em um vetor de Bloch. A finalidade do projeto Quantum View
é explorar essa possibilidade, facilitando calculos complexos e repetitivos e ajudando com a exibicao
de graficos. O objetivo é simples: desenvolver um conjunto de fungoes e procedimentos ligados as
representacgoes existentes na Computagdo Quéantica. A principio, o projeto d& énfase a representagao de
um bit quantico na Esfera de Bloch, porém, posteriormente, pretendemos amplia-lo e, assim, englobar
outras representacoes.

O projeto encontra-se dividido em duas partes:

e Estudo da Teoria da Computacdo Quéantica e de todas as ferramentas matemaéticas necessarias para

o entendimento desta teoria.

e Estudo da linguagem de computacao Maple em todos os seus aspectos e, principalmente, confec¢ao

de Maplets que auxiliem os estudos da Teoria da Computacao Quantica.

Quanto ao que se refere & confeccao de Maplets, iremos apresentar, nesta secao, o Maplet Quantum

View.

9.1 Detalhes do Maplet Quantum View

O Quantum View é um Maplet facil de usar. Para isso, basta inserir como entrada as coordenadas de
um vetor complexo, no formato a + b*I reconhecido pelo Maple, e um operador unitario de ordem 2.
O vetor inserido nao precisa ser unitario, apesar de sabermos que um g-bit é representado por um vetor
cuja norma é igual a 1. Isto se deve ao fato de o Maplet normalizar o vetor automaticamente. Entao,

vejamos um exemplo:
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Figura 4: Exibicdo dos vetores de Bloch dentro das Esferas.

Vetor de Entrada:

Operador Unitario:

Entrada no Maplet:

] Quantum View

2+1
v =
3—4i
1 =3
_ 2 2
M= v3 1
2 2

Acdes  Eixos Estilo Cores  Iluminagdo  Estilo dalinha  Portas  Informagdes
Digite o “etar; Digite & Matriz Unitaria de 1 g-hit (M)
= |2+ [ 1 wpan= [z
Beta= | 3-41 [ || mzm= | sarene

M(1,21 =
M(2,2) =

-sgri( 32

102

Agora, é s0 clicar no botdo Exibir Esferas para obter o resultado exposto na Figura 4. Note que, o

grafico do lado esquerdo é o vetor de Bloch associado ao vetor

de Bloch associado & transformacao M

v

ol
(or)-

e o grafico do lado direito é o vetor
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:_(; Quantum View

Apdes  Eixos  Estilo Cores  Iluminagdo  Eskilo dalinha  Portas  Informagdes

Figura 5: Menu Principal do Maplet.

Detalhes do Menu Principal:

O Maplet Quantum View é composto, também, por um Menu Principal (Figura 5), cujas fungdes serdo

especificadas a seguir:
e Acoes: Executa as mesmas tarefas dos botoes do lado superior direito da tela da Figura 4

e Eixos: Modifica o tipo de eixo a ser exibido nos graficos das esferas. Com esta opc¢ao é possivel

colocar os graficos em caixa, por exemplo.

e Estilo: Muda a aparéncia das esferas, deixando-as pontilhas, com grades ou exibindo apenas seus

paralelos.
e Cores: Modifica as cores das esferas.
e Iluminagao: Modifica, de forma sutil, o ponto de iluminacgao das esferas.

e Estilo da Linha: Modifica o estilo do trago de desenho das esferas. Pode ser modificado para os

estilos SOLIDO, PONTILHADO, TRACEJADO ou TRACEJADO E PONTILHADO.

e Portas: Preenche os campos reservados para os elementos da matriz unitaria com uma porta

quantica (uma das portas citadas na segao 7).

e Informacgoes: Composto pelo subitem "Operadores e Vetores", este item abre uma janela com
informagdes de entrada e saida de dados. Ex.: qual o vetor digitado inicialmente (vetor de entrada),

qual o vetor de Bloch retornado, etc. Esta janela pode ser vista na Figura 6.

9.2 Quantum View em Acgao

Esta secdo se dedicara a exibicao de algumas coisas que podem ser feitas com o Quantum View. Como foi

visto na secdo 7, das matrizes de Pauli, surge a classe das matrizes de rotacdo. Com o Maplet Quantum

View, é possivel enxergar como ocorrem essas rotagoes. Escolhemos o vetor [¢) = iz|()> + %H) como

exemplo. Neste vetor, serd aplicado o operador descrito na Equagao 7.9, considerando o angulo § = 7.

A Figura 7, mostra o resultado desta transformacao, onde do lado esquerdo temos o vetor |1) e do lado

direito temos R, (%)[¢). Note que, nada ocorre. Isto se deve ao fato de o vetor ter a mesma diregao
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Figura 6: Janela de Informagoes sobre a Transformagao Unitaria executada.

Figura 7: Rotagdo de 90° do vetor |[¢) em torno do eixo z.

25
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Figura 9: Rotacao de 90° do vetor |¢) em torno do eixo z.

do eixo x. Porém, se aplicarmos o operador de rotacao descrito na Equagao 7.10, neste mesmo vetor
e considerarmos o mesmo angulo 6, veremos um outro resultado, exposto na Figura 8, onde, do lado
direito, temos R, (%)[). Note que, houve uma rotagao do vetor [¢) de 90° em torno do eixo y.

Agora, podemos ver, também, a aplicacdo do operador descrito na Equacdo 7.11 (Figura 9 ), que
representa uma rotacao do vetor [¢) de 90° em torno do eixo z, R,(%)[¢). A partir do Maplet, também
podemos verificar a aplicagao das portas H, S e T. Para verificarmos essas transformacoes na Esfera,
consideraremos o vetor 1) = cos(§)|0) +2sen(§)[1), que representa o vetor de Bloch B|y) = (0, %, %)
pertencente ao plano yOz.

Primeiramente, aplicaremos a porta de Hadamard. Colocando-se esses valores no Maplet, se obteve
o seguinte resultado:

1
B(HI) = — | -1
V2
0
Observe que os vetores Bly), n = %(1, 0,1) e B(H 1)) estao no mesmo plano de equagdo §+ 4% —% = 0.

Calculando-se os seguintes produtos internos

(IBIY) = 5 = cos(d) ¢ (AIB(H|Y)) = 5 = cos(d),
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Figura 10: Rotagao de 90° do vetor B|¢) em torno do eixo z - vista do pélo da esfera.

onde § € [0,7] é o angulo formado pelos vetores |n) e Bly) e 6’ € [0,7] é o angulo formado entre os
vetores |n) e B(H|y)), temos que § = &', o que ilustra a rotagdo de 180° em torno de 7 proposta na
secao 7.3.
Agora, aplicaremos a porta S em [¢)). Colocando-se como entrada o vetor |i)) e o operador S, o
Maplet retornou o seguinte resultado:
-1
B =—=| o
V2
1
A Figura 10 mostra o que ocorreu com o vetor B|y) apds a aplicagdo de S. Do lado esquerdo temos

BJv) e do lado direito temos B(S|1)). Note que houve uma rotacao de 90° em torno do eixo z.

Finalmente, veremos os resultados para a porta T. Para B(T'|¢)) temos

-1
BTy =5 | 1
V2

A Figura 11 mostra que houve uma rotacgio de 45° em torno do eixo z, como sugere a se¢io 7.5.

10 Consideracoes Finais

O projeto Quantum View é uma excelente oportunidade para se estudar nao s6 a Teoria da Computagao
Quéantica, mas, também, varios topicos da Matematica. Neste trabalho, foi feita uma tentativa de relatar
cada passo do projeto, desde seu inicio, com o estudo do Maple e a descoberta dos Maplets, até o estudo
da Esfera de Bloch e das Matrizes de Rotagao. Porém, o projeto pretende ir aléem destes relatos e se

extender rumo a outras representacoes, a fim de que se tenha uma biblioteca de funcoes e procedimentos
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Figura 11: Rotacao de 45° do vetor Bly) em torno do eixo z - vista do polo da esfera.

que facilite a maioria dos calculos e demonstragoes que ainda hao de aparecer. E importante destacar

que todos os vetores de Bloch citados neste trabalho foram calculados pelo Maplet Quantum View.
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