CoNTACTO E CURVAS PLANAS*

MAURICIO A. VILCHES **

Resumo
Diferentes fené6menos ocorrem naturalmente nas curvas planas e sao de interesse em Topologia, Te-
oria das Catéstrofes, Geometria Algébrica e em Computagao Gréfica. Nestas notas, apresentaremos,
através da teoria do contacto, uma abordagem totalmente elementar de alguns destes fendomenos,
acessiveis aos alunos. Essencialmente, utilizaremos derivadas de primeira, segunda e terceira ordem

e algumas nogoes elementares de Geometria Diferencial.

1 Contacto

Sejam I' C R™ uma curva, v : I — R™ uma parametrizacao local de classe C* de T, onde I C R é um
intervalo e py = ¥(tg) um ponto regular. Se F': R” — R é uma fungao de classe C* tal que 0 é ponto
regular, entdo pelo Teorema da Funcao Implicita, F~!(0) é uma subvariedade de classe C* em R", de

codimensdo 1. Consideremos a funcio g : I C R — R de classe C*, definida por g(t) = F(v(t)).

Definigao 1 A curva I' e a subvariedade F~1(0) tem contacto de ordem k > 0 em to se a funcdo g

satisfaz simultaneamente a:
(1)

onde g™ (t) € a derivada de ordem n de g em t e por defini¢do g =g.

Em Teoria das Singularidades é comum utilizar a notagdo de Arnol’d: A curva I' e a subvariedade
F_l(O) tem contacto de ordem k£ > 0 em ¢ se, e somente se ty é uma Aj_1-singularidade da fungao
g. Consideremos I' a curva parametrizada por v(t) = (t,t*) com k € N e F(z,y) = y; entdo, g(t) =
F(y(t) =tF | g'(t) = ktF=1, g"(t) = k (k — 1) t*"2 e g"®)(t) = k!. Logo, a curva tem contacto de ordem
k com o eixo dos z na origem (to = 0). Note que & medida que k cresce, a curva aumenta o contacto

com o eixo dos z. Se a curva I' e a subvariedade F'~!(0) tem contacto de ordem k > 0 em tg, entdo
g(t) = (t — to)* g1(t), onde gy (to) # 0 se g¥)(ty) # 0.

Proposigao 1 A ordem dos pontos de contacto é invariante por isometrias.

Prova: Seja A : R™ — R™ uma isometria. Consideremos [} = A o~y uma reparametrizacio de v e

h= FoA™); entio, h(B(t) = F(A (A(v(t) = F(3(t) = g(t). 0
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Em particular a ordem dos pontos de contacto é invariante por translagoes e rotagoes. A regularidade
do ponto de contato nao pode ser omitida na proposicao 1. Por exemplo, consideremos I' parametrizada
por ¥(t) = (2,t%) e F(z,y) = 2? + 22 — y?; entdo g(t) = t* + 212 — 5. Logo, as curvas tem contacto
de ordem 4 na origem; reparametrizando v por v (t) = (tﬁ, tg), as curvas apresentam contacto de ordem
12.

Figura 1: A origem nao é ponto regular das parametrizagoes 7y e 7.

Proposigao 2 A ordem dos pontos de contacto é independente da parametrizacdo.

Prova: Seja B outra parametrizacao de I'; suponhamos que (B seja parametrizada pelo comprimento de
arco e que (3'(s) > 0, (caso contrdrio consideramos B1(s) = B(—s), pois, pela proposi¢ao 1, a ordem dos

pontos de contacto nao muda por isometrias). Denotemos por:

onde t =t(s) € a inversa local de s = s(t). Logo:

w/(s) = ' (1() -

2
w(s) = 9" (1) (5)° + o/ (0) T

w® (s) = g™ (1(s)) O*(t) + 9"V (1)) O (1) + ... + ¢ (1(5)) O'(2).

Onde O (t) sdo expressées que envolvem derivadas de t = t(s) de ordem k. Utilizando inducdo e tendo

dt
em vista que T # 0, temos: w(sp) = w'(s0) = ... = w™(s9) = 0 e w™ V) (s0) # 0, onde so = t(s0)
s
se, e somente se g(so) = g'(s0) = ... = g™ (s0) =0 e g V(s0) #0.

2 Inflexoes e Vértices

Nestas notas estudaremos apenas o contacto entre curvas e retas e entre curvas e circulos. Sejam p e

u € R”. Considere as seguintes fungoes:

Fi(x)=(x-p) 0 e F(x)=|x-a|*—|[la-p|*
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F| e F, sao funcoes de classe C*. Em ambas as funcoes, 0 é um valor regular. No caso n = 2, Ffl(O)
é uma reta passando por p perpendicular a @ e F{l(O) é um circulo centrado em u passando por p. I’
e F;, (1 = 1,2) tem um ponto de contacto de ordem 1 em g, isto é g(tg) = 0 se, e somente se 7(to)
pertence a Ffl(()), (i =1, 2). A equagao da reta tangente a I' no ponto pg é (y(t) — po) - g = 0, onde

fip é o vetor normal a " no ponto py = ¥(to).

Proposicao 3 A reta tangente a T' no ponto py € I' € a unica reta que passa por pg e que tem contacto
de ordem k > 2.

Prova : Consideremos
g(t) = Fi(v(t)) = (v(t) — ~(to)) - 0.

Entao, ¢'(t) = ~+'(t) - 0. Logo, ¢'(tg) = 0 se, e somente se v'(ty) e U sdo ortogonais, ou seja, se, e
somente se a € paralelo a ng. Como Ffl(O) é uma reta passando por y(to) perpendicular a fig. Logo,
temos que a reta tangente a T' em (o) € a dnica reta que passa por y(tg) € que tem contacto de ordem

k > 2. Em particular, qualquer outra reta que passe por y(to) tem contacto de ordem 1 com T'.

Definicao 2 O ponto regular py € T' é um ponto de inflexao ordindrio (respectivamente, degenerado)
simples de T' se é um ponto de contacto de ordem 3 (respectivamente, de ordem > 4) com a reta tangente

a I’ no ponto py. Em tal caso dizemos que I' tem um ponto de inflexdo simples em tg.

A continuagao daremos uma caracterizagao geométrica dos pontos de inflexao de uma curva regular.

Proposicao 4 py é um ponto de inflexao simples de T’ se, e somente se v'(tg) € paralelo a v"(ty) e

73 (to) nao € paralelo a ~'(to).

Prova: Seja g(t) = Fi(y(t)) = (y(t) — v(to)) - Do, entao:

g'(t) =~'(t) - fio
g"(t) _ 7//@) fig:

g"(to) =" (to)-nig = 0 se, e somente se " (tg) € ortogonal a ng. Entdo, num ponto de contacto de ordem
3, temos que g(to) = ¢'(to) = g"(to) = 0 se, e somente se v'(tg) e v"(tg) sdo paralelos. Analogamente,
derivando novamente g® (to) = v (ty) - ho. Logo, temos que g(to) = ¢'(to) = g" (to) = g (to) = 0 se,
e somente se v (tg) ¢ ortogonal a fig e ndo é paralelo a ' (to) se, e somente se v (ty) e 7" (to) sdo

paralelos. Note que v®)(to) pode ser nulo. 0

Denotaremos a parametrizacao de I" por v(t) = (x(t),y(t)) e por 2/, 3" as derivadas de x e y em ¢t. Com
estas notagoes, o vetor normal a v em ¢y é g = (—y’(t0), 2 (t9))-
Seja y(t) = (t — 32,2t + 313), entdao 7/(t) = (1 — 61,2+ 912) # 0 e 7" (t) = (—6,18¢). Logo 7" e 7" sdo

paralelas num ponto ¢, se, e somente se v é ortogonal a Ng em tg, isto é 12 — 54¢2 4 18¢ = 0; entdo
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6 (3to—2)(3tp+1) = 0. Logo, 4" é ortogonal a fig em to = —1/3 e tg = 2/3. Por outro lado, derivando
novamente 7% (¢) = (0, 18), v(2/3) = (—=6,12) e 4/(=1/3) = (=6, —6). Entdo 7 tem pontos de inflexio
simples em top = —1/3 e tyg = 2/3.

Definicao 3 O ponto regular pg € T € um vértice ordindrio (respectivamente, degenerado) se é um ponto
de contacto de ordem 4 (respectivamente, de ordem > 5) com Fy *(0). Em tal caso dizemos que T tem

um vértice em tg.

Por exemplo, a curva y(t) = (£, %) possui um vértice na origem, isto é p = 0. De fato, consideremos
g(t) = (Fao7)(t) = ||7(t) —pl?, entdo g(t) = t2+t*. Nos préximos pardgrafos daremos uma interpretacio
geométrica para o caso de um ponto ser vértice de uma curva. Intuitivamente, num vértice a curva é

mais ”arredondada”.

N

Figura 2: Contacto de ordem 1 e de ordem 4

Observagio 1 Seja g(t) = (Fy 0 7)(t) = |7(t) - pl|2.

1. Se g(tg) = 0, entdo T intersecta o circulo Fy *(0) no ponto y(to); logo, as curvas possuem pelo

menos um ponto de contacto de ordem 1.
2. Note que as tangentes ao circulo e a I' em 1y, sao diferentes.

3. Por outro lado, g'(t) = 2 (y(t) —p)-v'(t); se v(to) € reqular e g(tg) = ¢'(to) = 0, entdo T intersecta
o circulo Fy *(0) no ponto ¥(to) e a reta tangente a v é ortogonal ao raio do circulo, isto ¢, T' e
F{l(O) tem a mesma reta tangente passando por Y(to); logo, as curvas possuem pelo menos um

ponto de contacto de ordem 2 em tg.

Denotemos por:

gn(t) =~(t) - e galt)=|v(t) —al*
A fungao gy é chamada altura e mede a distancia de 7 a reta que passa pela origem e é perpendicular a
a. A fungao ggq é chamada quadrado da distancia.

A prova da seginte proposicao segue diretamente das definigoes e as observacoes anteriores.

Proposigao 5 1. T possui em tyg contacto de ordem k com sua reta tangente em ~y(ty) sendo

perpendicular a +'(ty) se, e somente se:

0 (k) =0, 1<i<k—1 ¢ g®(ty) £0.
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Em particular T' possui um ponto de inflexdo ordindrio em ty < k = 3.

2. T possui em ty contacto de ordem k com o circulo centrado em @ passando por y(to) se, e somente

Se:
gV (t0) =0, 1<i<k—1 e g% (t) #0.

Em particular T possui um vértice ordindrio em ty < k = 4.

3 Contacto e Curvatura

Seja y(t) = ((t), y(t)) uma parametrizagao local de classe C* de I'. Para todo t € I existem os vetores
t(t) = (2/(t),y'(t)) e () = (—y'(t),2'(t)) ortogonais tais que {t,} é uma base positiva de R?; logo,
t’ e  devem ser paralelos. A curvatura (com sinal) de T' no ponto 7(t) é denotada e definida por
t/'(t) = k(t) 2a(t). Como k(t) = t'(t) - @i(t), entdo:

k(t) = V') -n@) (@) y"(t) — 2" y'(1)

v @12 @1

k = k(t) é uma funcdo com a mesma classe de diferenciabilidade de I". Intuitivamente a curvatura é

uma medida do afastamento da curva de sua reta tangente. Na verdade, nao é dificil provar que I'
tem curvatura zero se, e somente se é uma reta. A curvatura é intrinseca. De fato, suponha que v é

parametrizada pelo comprimento de arco; entao:

(7" = (t n) (; Z)

onde todas as fungoes sao calculadas em t. Logo, k = det(v',~"). Seja I uma isometria e § = I o ~;
entao I(v',v") = (p',3"). Como det(I) =1 temos que:

k(7) = det(y' ") = det(I) det(8',5") = k(3).
Definicao 4 Um ponto regular de T' é de ondulagdo simples em tg, se k(to) = k' (to) =0 e k" (to) # 0.
Seja y(t) = (t, f(t)), onde f € C*T1(R), entdo k(to) = k'(to) = 0 e k”(tg) # 0 é equivalente a f”(to) =
@ (tg) =0 e fD(ty) # 0. Se f(t) = t*, entdo v tem um ponto de inflexdo em ¢y = 0; o ponto é de
ondulagao se, e somente se k > 4.

3.1 Funcgao Altura

Seja a funcao altura gp,(t) = y(t) - @; entdo, gn'(t) =~'(t) -@ e gn”(t) = +"(t) - @. Se ||t(t)|| = 1, entdo:
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Note que nao perdemos a generalidade ao supor que a curva esta parametrizada pelo comprimento de

arco, pois a ordem de contacto independe da parametrizacao das curvas.

Proposicao 6 T' tem um ponto de inflexdo ordindrio em to se, e somente se k(to) =0 e k'(tg) #0 e o

ponto é degenerado se, e somente se k(ty) = k' (tg) = 0.

Prova: Entao, gp'(to) = 0 se, e somente se @ = Afg, onde X # 0 e g, (to) = 0 se e somente se
kE(t)n(t)-a = 0. Logo, gn'(to) = gn” (to) = 0 se e somente se Ak(tg) = 0; isto é, gn'(to) = gn” (to) = 0 se
, e somente se k'(to) = 0. Por outro lado, se g’ (to) = gn” (to) = 0, entdo g,(f)(to) = Ak (to), no ponto

de inflexdo ordindrio temos que k'(to) # 0 e no caso degenerado k'(tg) = 0.

Denotando k(t) = P(t) Q(t) tal que Q(t) # 0, temos que k(t) = 0 se, e somente se P(t) = 0. Por outro
lado, K'(t) = P'(t) Q(t) + P(t) Q'(t); entdo se k(t) = 0, temos que k'(t) = 0 se, e somente se P'(t) = 0.
Analogamente, se k(t) = k'(t) = 0, temos que k”(t) = 0 se, e somente se P”(t) = 0.

Observagao 2 Se ' € uma curva reqular:

1. Como P(t) = —'(t) u(t), onde u(t) = (—y"(t), 2" (t)). Temos que P(ty) = 0 se, e somente se
" (to) € paralelo a ~'(to).

2. Como P'(t) = —~"(t) - p(t) — v/ (t) - p'(t) = =7/ (t) - 1/ (t). Logo, P'(to) # 0 se, e somente se v'(tg)
for paralelo a v (ty).

3. Um ponto regular de T' é de ondulagdo simples em to se, e somente se ¥'(to), ¥"(to) e v3) (to) sio

paralelos e Y (ty) ndo € paralelo a +' (to).

4. Como v'(to), v"(to) e Y®) (ty) sio paralelos, P"(ty) # 0 se, e somente se v'(tg) ndo € paralelo a
(4)
7 (to)-

A curva y(t) = (£2/2,t +t3/3), é tal que P(t) = t* — 1 e P'(t) = 2t. Logo, P(to) = 0 se, e somente se
to = +1; por outro lado, P’(+1) = +2; entao to = —1 e tg = 1 sdo pontos de inflexao simples. A curva

nao possui pontos de ondulagao.

Sinal da Curvatura : Seja g, (t) = v(t) - Do; entdo g(to) = g5,(to) = 0 e g (to) = k(to). Se k(to) > 0,
entao g possui um ponto de minimo local em ¢y. Logo, numa vizinhanca de %, a curva estd contida no
semiplano determinado pela reta tangente a curva no ponto ¢y, para o qual aponta o vetor normal ng.
Analogamente, considerando —k(ty) temos que g possui um ponto de méximo local em ¢y. Logo, numa
vizinhanga de tg, a curva estd contida no semiplano determinado pela reta tangente a curva no ponto #g

e para o qual aponta o vetor normal —ng.
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3.2 Funcao Quadrado da Distancia

Seja ga(t) = [1(t) — ul]%. Entéio, g4/(t) = 2 (v(t) = w) - 7'(), ga" (1) = 2 [ (1) - (v(t) = w) + [/ (})]"] e
ga® (1) = 2 [3+/(1) -4"(t) — (4(1) = ) - 7D(®)]. Se [E(1)]| = 1, entéio,

gd (t) =2 (v(t) — u) - £(1),
2 (t) - (v(t) —w) + 1],

() B(t) + k() &' () - (v(t) — )]

(v(t) —w) - [K'(1) A(t) — k() £(1)].

Proposicao 7 Se k(tg) # 0, existe um (unico) circulo que tem pelo menos ordem de contato 3 com T.
Prova: Note que g(to) = ¢'(tg) = 0 se, e somente se (y(tp) —u) = Afg se, e somente se u € paralelo
& reta normal a v em to. Por outro lado, se g(tg) = ¢'(to) = 0, temos g”(to) = 2 (Ak(tg) + 1). Logo,

temos que g(to) = ¢'(to) = g”(to) = 0 se, e somente se

Entdo, |v(to) — ull* = 1/k>(to).
Este circulo é chamado de circulo de curvatura ou osculador de T'; seu centro y(tg) + n(to)/k(to) é dito

centro de curvatura e o raio p(tg) = 1/k(to) raio de curvatura.

Corolario 1 O ponto ty € um vértice de I se, e somente se k = k(t) tem um ponto critico em to tal que
k(to) # 0.
Seja I' a pardbola parametrizada por y(t) = (t,at?), t, a € R e a > 0. Entao

2a 24 a3t 246 (=1 + 16 > t?
k(t) = VREVER "(t) = s e "(t) = ( 7 ),
R(t) R(1) R(t)

onde R(t) = 1+ 4a”t%. Logo, a pardbola nao possui pontos de inflexdo e possui um vértice na origem.
Logo, se k = k(t) possui um ponto de maximo ou de minimo, entao, necessariamente devem ser vértices.
A seguir, apresentaremos um teorema classico para curvas fechadas. Nés apresentaremos uma versao
particular para curvas convexas. Lembramos que uma curva é convexa se estd totalmente contida num
dos semiplanos determinado por qualquer reta tangente a um ponto da curva. Equivalentemente, se para

todo ¢, a fungao:
g(t) = F1(v(t)) = (v(t) — 7(to)) - o (t),
nao muda de sinal.

Teorema 1 (dos Quatro Vértices) Toda curva fechada convera em I' C R? possui pelo menos 4

vértices.
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Prova : Sem perda de generalidade podemos supor que I estd parametrizada pelo comprimento de arco,
ou seja v : [0,1] — R2. Também podemos supor que a funcdo k = k(t) possui um conjunto finito de
pontos criticos; caso contrdrio, nao temos nada a provar. Por outro lado a fungdo continua k = k(t)
estd definida num compacto, logo k = k(t) atinge seu valor mdzimo e seu valor minimo. Se os valores
extremos sao atingidos em O e ty tal que 0 < ty < I, fazendo uma rotagdo e uma translagao podemos
supor que p = v(0) e ¢ = ¥(to), estdo ao longo do eizo dos x. O segmento de reta que liga p a q divide
v em dois segmentos cada um deles contido num dos semiplanos determinado pelo segmento de reta.
Afirmamos que nao existem outros pontos de v ao longo do eixo dos x. De fato, se existir r = v(t1)
diferente de p e q, consideremos as retas tangentes a v passando por p, q e r. A tangente que se situar
entre os outros dois, necessariamente deve ser o eixo dos x, pois caso contrdrio haveria pontos de v em
lados opostos dessa reta, o que contradiz a convexidade de . Logo, as retas tangentes a vy passando por
p e q também sao o eixo dos x o que implica em y([0,t0] ser um segmento de reta. Isto contradiz o fato
de que k = k(t) possui um conjunto finito de pontos criticos. Suponha que p e q sdo os Unicos vértices
de v, entao:
k(D) = >0 setel0,to]
<0 seté€ [to,l].
Seja y(t) = (z(t),y(t)); entao a fungio y = y(t) nao pode anular-se em (0,ty) e y = —y(t) ndo pode
anular-se em (to,1); o mesmo acontece com k' = Ek'(t) se v nao tiver mais de dois vértices. Logo, nesta

hipdtese, a funcao k' (t)y(t) tem sinal constante, anulando-se apenas em 0, 1 e to; logo:

1 1 1
/Ok(t)y(t)dt:—/o k(t)y(t)dt:—/o 2 (t) dt = 0.

Como o integrando é nao negativo, temos que k'(t)y(t) = 0; logo, y(t) = 0 para todo t, o que é uma
contradi¢do. Portanto, a fungdo k = k(t) tem outro ponto tal que k' = k'(t) muda de sinal, ou seja é um

vértice. Como os pontos extremos sio aos pares, existem pelo menos 4 vértices.

Seja a elipse I' parametrizada por v(t) = (a cos(t), bsen(t)), t € [0,2]; a elipse é fechada e convexa. Por

outro lado:
ab _ 3ab(b* —a?) sen(2t)

mpe © KO TR

Onde R(t) = b%cos?(t) + a® sen?(t). Logo, k(t) # 0 para todo t. Se a = b, todos os pontos sdo vértices.
Logo, num circulo todos os pontos sao vértices. A elipse possui 4 pontos de vértices. Estes vértices
ocorrem em t = 0, t = /2, t = m e t = 37/2. Nao ¢ dificil verificar que k(0) = k(w) = a/b? e
k(r/2) = k(37/2) = b/a?.

k(t) =
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Figura 3: Vértices da elipse

Consideremos a familia a 2-parametros de limagons: y(t) = (a + bcos(t)) €', (a, b > 0). Entéao, v'(t) =
e (—=bsen(t) +i(a+ beos(t))); logo a curva nio é regular nos pontos t tais que:

sen(t) =0

a+beos(t) =0.
Isto é, a = b e tg = m. Determinemos os pontos de inflexdo. Num ponto regular, k(t) = 0 se, e somente

se P(t) = 0; isto é:
P(t) = 3abcos(t) + a* + 2b%.

Como |cos(t)| < 1, temos que k(t) = 0 se, e somente se a® + 2b*> < 3ab se, e somente se
b<a<2b.
Por outro lado, num ponto regular k(t) = k’(t) = 0 se, e somente se P(t) = P'(t) = 0; isto é:
sen(t) =0
a?+2b*+3abcos(t) =0.

Se t = 7, entao (a — 2b) (a —b) = 0; logo, a = b e o0 ponto nao é regular. Entao k(t) = k'(t) = 0 se, e
somente se t = 7 e a = 2b. Concluindo:
Sea <b,a>2boua=>b, entao I' ndo possui pontos de inflexdo. Se b < a < 2b, entao existem 2 pontos

de inflexao simples, dadas pelas solucoes de cos(t) = —(a® +2b%)/3 ab.

Figura 4: T" sem inflexoes e para a = 3 e b = 2 e os pontos de inflexao

Se a = 2b, entao existe um ponto de ondulagao em ¢t = 7.
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Figura 5: T para a =4 e b = 2 e o ponto de ondulacao.

Determinemos os vértices. Denotemos k'(t) = S(t)/M (t), onde S(t) = 3ab?sen(t) (b + acos(t)).
Se b < a, existem quatro vértices dados por t = 0, t = 7 e pelas solugoes de cos(t) = —b/a. Se a = b,

existe um vértice em t = 0; pois se t = m a curva nao é regular.

Figura 6: T' paraa =3 e b=2,a =b=2 e os vértices

Se b > a existem dois vértices em t = 0 e em ¢t = 7. Pois cos(t) = —a/b néo tem solugdo.

A

Figura 7: T'paraa=b=2,a=2e b=1 e os vértices

w

N

B

m

)

w

4 Chuspides

Neste paragrafo apresentamos um fenémeno classico que aparece com mais frequéncia na Teoria das
Catdstrofes e em Computagao Gréfica. Por exemplo, quando se constroem as curvas offset (paralelas) a

uma curva dada.

Definicao 5 Seja p1 um ponto singular de I':

1. p1 € uma cispide ordindria de T se " (to) # 0 e %) (tg) ndo ¢ paralelo a v"(to).
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2. p1 € uma cispide extraordindria de T sev"(to) # 0 e v3)(to) € paralelo a v"(to).

3. A reta que passa por p1 = Y(t1) e € paralela a v"(t1) € dita reta tangente cuspidal em py. Isto é:
c(s) =p1+s79"(t1), s € R.
Note que num ponto singular ¢; de I', temos que:

lim |k(t)| = +o0.

t—to

A curva parametrizada por v(t) = (#2,t°) possui uma cispide extraordindria na origem. Para a curva
parametrizada por y(t) = (=22 4 t*, =3t + t3) temos que 7/(t1) = 0 se, e somente se t; = +1; isto &,
tem pontos singulares em t; = 1 e t; = 1. Por outro lado: 7" (t) = (121> — 4,61t) e v®)(t) = (24t,6).
Logo, v"(1) = (8,6), v (1) = (24,6) e v"(—1) = (8,—6), v (=1) = (—24,6), entdo v possui ctispides
ordindrias em t; = 1 e t; = —1. As equacgoes das retas tangentes cuspidais a v nos pontos t; = 1 e
t1 = —1s80: c1(s) =(8s—1,65—2) e ca(s) = (8 s — 1, —6 s + 2), respectivamente.

Figura 8: v e as retas tangentes cuspidais.

Proposigao 8 Se I' possui uma cuspide em ty, entao I' tem contacto de ordem 2 com Fl_l(()), exceto

para a reta tangente cuspidal em t1, onde possui ordem de contacto k > 3.

Prova: Sabemos que ¥'(t1) = 0 e v"(t1) # 0. Por outro lado, a equag¢do de uma reta arbitrdria,
que passa por p; € (r —p1) -1 = 0, onde @ # 0. Consideremos gn(t) = (y(t) — p1) - @. Entdo,
g (t) =~'(t1) -t eg’(t) = ’y”(t) -; logo, ¢'(t1) = g"(t1) = 0 se, e somente se v (t1) é perpendicular
a @, ou seja, g'(t1) = ¢"(t1) = 0 se, e somente se a reta é cuspidal. A equacio da reta cuspidal em

t1 € (v(t) — p1) - (=Y (t1),2"(t1)) = 0. Andlogamente ¢ argumentos anteriores, consideramos g(t) =
(v(t) = p1) - n(t1), onde n(t) = (=y"(t2), 2" (1)), entao:

g'(t) =~'(t) - n(tr),
g"(t) =~"(t) - n(tr),

g™ () =~+"(t) - n(tr).
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Na cispide v'(t1) = ~"(t1) = 0; logo, a curva tem contacto de ordem n > 3 com a reta tangente
cuspidal. 0

Se t1 é uma cuspide de v, entao 7‘[t1 sao ditas ramifica¢oes de «, onde € > 0.

—e,t1] ¢ 7’[tl,tlJrs]
Numa cispide de ordem par, as ramificacoes ficam do mesmo lado do semi-plano determinado pela reta
tangente cuspidal. Numa cuspide de ordem impar, as ramificagoes ficam em lados opostos do semi-plano
determinado pela reta tangente cuspidal. De fato, suponha que ~ tem contato de ordem k com a reta

tangente cuspidal; entao:
g(t) = (t — 1) 0(t)

onde ¥(t1) # 0. A fungdo ¥ = U(¢) tem sinal constante em |t — 1] < €; logo se k é impar, g tem sinais
opostos em (t; —e,t1) e (t1,t1 +¢€) e se k é par, entdo g ndo muda de sinal na vizinhanca de ;. A curva
y1(t) = (12 +13,t*) tem uma ciispide de ordem 2 na origem e y2(t) = (t°,¢?) tem uma ctispide de ordem

5 na origem.

Figura 9: Ramificagbes de v1 e 72

Seja ' e v : I — R"™ uma parametrizacao regular. Com as notacoes anteriores, a curva offset ou paralela

a distancia d € R de v é definida e denotada por:

Ya(t) = y(t) + da(t).

Sem perda de generalidade, consideramos v parametrizada por comprimento de arco; logo:

vd' (t) =7'(8) +di'(t) =7/ (t) — dk(t)y'(t) = (1 = dk(t)) 7'(1),
vd" () = (1= dk(t)y"(t) — dv'(t) K (1),

nq(t) = (1 - dk(t))n(t),

va"(t) - Ba(t) = (1= dk(t)*~"(t) - B(t) = k(t) |/ 0)]° (1 = dk(1))?,
lva@IP = 7' O (1 = dk(®))*.

Proposigcao 9 Com as notacoes anteriores

1. vq € regular se, e somente se d ¢ Im(k).
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2. A curvatura de ~yq €:

k(1)

kall) = T

3. Seja ty um ponto reqular que nao € um vértice de . Se ty € singular, entao to é uma cuspide

ordindria se, e somente to nao € um ponto de inflexao de ~y.

As provas de 1. e 2 sdo imediatas.

3. Se 74/ (to) =0, entdo 1 — dk(to) = 0 e v4"(to) = —d~'(to) k' (to) # 0. Por outro lado:
7a® (1) = (1= dk(£)) 7D () = 2d~"(t) K (t) = d k" ()7 (t).

Em particular, temos que v4®) (tg) = —2d~"(to) — dk"(to) 7' (to) e 71 (to) = —dk (to) 7 (to). Como
dk'(to) # 0, entao v'(to) e 7' (to) sdo linearmente independentes se, e somente se v, (to) e v (to) sao
linearmente independentes. Logo, é uma cuspide ordinaria se, e somente se ¢y nao é ponto de inflexao

de 7.

Corolario 2 Um ponto de inflexao de v que seja ponto regular de vq € ponto de inflexao de vq4.

Consideremos a elipse parametrizada por v(t) = (a cos(t), bsen(t)) tal que a > b > 0. A parametrizagao
é regular e possui 4 vértices, a saber to = 0, to = 7/2, to = e to = 37/2. Como a > b temos
que a/b*> > b/a®>. Como os vértices sao os pontos extremos de k = k(t), temos que k(0) = a/b? e
k(m/2) = b/a®. No intervalo (0,7/2), temos k'(t) < 0. Logo a funcdo k = k(t) decresce em [0, 7/2].
Por outro lado: +1/ka(t) = 1/k(t) —d. Se b*/a < d < a?/a, a paralela A elipse possui uma cispide em
(0,7/2) e por simetria a curva possui 4 ctspides. Se d > a?/b ou d < b?/a a curva paralela A elipse é
regular. No caso d = b?/a a curva paralela a elipse é regular exceto nos pontos to = 0 e ty = 7; também
temos que v4(0) =~7(0) =0 e 7513) = —dk(0)~'(0) # 0 e K”(0) < 0. Logo, to = 0 ndo é uma cuspide.

Analogamente para t = . Para d = a?/b é analogo. 0

Figura 10: Curvas paralelas & elipse para b?/a < d < a®/a e d = b*/a
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