FIBRADOS VETORIAIS REAIS E CAMPOS DE VETORES
SOBRE VARIEDADES *

MARIA HERMINIA DE PAULA LEITE MELLO

Resumo

Utilizamos a nogao de fibrados vetoriais e existéncia de se¢oes de fibrados para apresen-
tar uma formulacido equivalente do problema de determinar se uma variedade diferenciavel

admite ou ndo k-campos continuos tangentes, linearmente independentes.

1 Introducao

Problemas sobre a geometria das variedades passaram a ter grande interesse na Fisica-Matematica,
a partir dos trabalhos de A. Einstein (1879-1955) sobre a relatividade, iniciados em 1905. As
questoes levantadas pela Teoria da Relatividade necessitavam de uma formulacao matemaética
adequada, o que motivou o desenvolvimento de trabalhos que contribuiram para a inter-relagao
entre Topologia, Geometria, Andlise e Fisica. Problemas mateméaticos importantes foram resolvi-
dos por: H. Minkowski (1864-1909), G. Ricci-Curbastro (1853-1925), M. Grossmann (1878-1936),
D. Hilbert (1862-1943), T. Levi-Civita (1873-1941), dando sustentagao matematica a Teoria Geral
da Relatividade, cuja versdo final s6 foi publicada no final de 1915. Nao poderiamos deixar de
mencionar os trabalhos de G. F. B. Riemann (1826-1866). Convém lembrarmos um fato historico
interessante (vide [10]). Einstein teve uma idéia genial ao conceber a Teoria da Relatividade; no
entanto, inicialmente expressou sua teoria em uma linguagem matematica muito simples, por nao
ter um conhecimento mais sofisticado na area da Matemaética. Percebendo isso, Minkowski, que
havia sido professor de Einstein, apresentou, em 1908, uma fundamenta¢do matemaéatica para as
idéias de Einstein, reformulando a no¢ao de espaco-tempo. A principio, Einstein ndo deu a devida
importancia ao trabalho de Minkowski; mas, tempos depois indagou ao matemético Grossmann
se havia alguma outra geometria que nao fosse a Euclidiana. Grossmann respondeu-lhe que,
60 anos antes, Riemann havia desenvolvido uma geometria nao-euclidiana, a fim de analisar as
propriedades do espaco curvo, mas que a Geometria Riemaniana tinha um nivel de complexidade
que os fisicos tradicionalmente evitavam. Na década de 20, o fisico P. A. M. Dirac (1902-1984)
deu uma contribui¢do relevante para o desenvolvimento da Topologia e Geometria Diferencial
com a notéavel formulagdo matemaética contida no seu trabalho sobre os principios fundamentais
da Mecéanica Quantica, publicado em 1925. Seguiram-se os trabalhos dos matemaéticos M. Atiyah
(nascido em 1929), I. M. Singer (nascido em 1924), R. Bott (1923-2005) e, mais recentemente,

de S. Donaldson (nascido em 1957) e M. H. Freedman (nascido em 1951), introduzindo novos
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métodos na solu¢do de problemas de Topologia e Geometria, com aplicagoes a Fisica Tedrica
(teoria de gauge). Muitos desses problemas utilizam a nogdo de fibrados vetoriais e sdo resolvi-
dos por técnicas algébricas (técnicas utilizadas em Topologia Algébrica). Nesse texto, veremos
que a questao sobre a existéncia de um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente in-
dependentes, sobre uma variedade, pode ser formulada verificando se existe uma se¢do nao-nula
de um fibrado apropriado. O caso particular para k = 1 é o classico Teorema de Poincaré-Hopf.
Hirsch, no prefacio de seu livro [2], menciona que o estudo de fibrados vetoriais estabelece uma
forte conexdo entre Topologia Diferencial e Topologia Algébrica. A razdo disso reside no fato de
que cada classe de isomorfismos de fibrados vetoriais sobre uma variedade M corresponde a uma
classe de homotopia de aplicagoes da variedade M em uma outra variedade chamada variedade
de Grassmann. O conceito de homotopia de aplicacoes, por sua vez, é central nos médotos de
Topologia Algébrica. Assim, a nogdo de fibrados faz a ponte na tradugdo da formulacio ge-
ométrica para a formulagio algébrica de muitos problemas. Esperamos que esse breve histérico
sirva de motivagao para a leitura desse texto introdutoério sobre o conceito de fibrados vetoriais

e sua relagao com a existéncia de campos de vetores tangentes sobre variedades diferenciaveis.

2 Fibrados

Dados B e F espagos topologicos, um fibrado sobre B, com fibra F', é um espaco topologico E
que é localmente um produto U, x F, onde U, é um aberto de B. Podemos pensar que um
fibrado consiste em uma unido disjunta de fibras F', parametrizadas pelo espago topologico B,
sendo que as fibras sdo "coladas"de alguma forma. Um fibrado pode ndo ser globalmente um

produto B x F', como veremos em um exemplo posterior.

Definicao 2.1 (fibrado) Sejam E, B e F espagos topoldgicos, sendo B conexo. Um fibrado n
sobre B, com fibra F, é uma quddrupla n = (E,p, B, F) satisfazendo as condigdes:

(i) p: E — B é uma aplicagdo sobrejetora;

(ii) para cada b € B, existem um aberto U, C B, b € U, e um homeomorfismo ®,,

®, : Uy x F — p~1(U,) tal que o diagrama abaizo é comutativo; isto é, po ®, = w1, sendo 71 a

projecdo mo primeiro fator.

Ua X ng_l(Ua)

[

Ua
O espaco F é chamado de espago total e o espago B de base do fibrado.

Por razoes técnicas, que ndo mencionaremos nesse texto, suporemos sempre os espagos topologicos
de Haussdorf e a base B sendo paracompacta.
O par (U, ®,) é chamado de uma trivializagao local do fibrado, sendo que {U,} é uma cobertura

por abertos da base B. Para cada b € B, p~1(b) é a fibra sobre b e sera homeomorfa a F.
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O homeomorfismo identifica cada fibra p~1(b) com o espago F, por isso dizemos, simplesmente,
que a fibra do fibrado é F'.

Defini¢ao 2.2 (fibrado vetorial real) O fibrado é dito fibrado vetorial real de dimensdo n,
quando para cada b € B, a fibra p~1(b) tem estrutura de um espago vetorial real de dimensdio n e
a composta: mp 0 D, : p~H(b) — {b} x R™ — R™ é um isomorfismo de espagos vetoriais. Assim,

em um fibrado vetorial real de dimensao n a fibra é isomorfa a R™.

Observagao 2.1 Podemos definir um fibrado diferencidvel de maneira similar, exigindo-se que
B e E sejam variedades diferencidaveis, p: E — B wma aplica¢ao diferencidvel e a aplicacao P,

um difeomorfismo.

Nos exemplos abaixo consideremos:
S™ = {z € R"*!, tal que ||z|| = 1} a esfera unitaria de dimensdao n em R"*1L.

D" = {z € R"*!, tal que ||z|| < 1} o disco unitéario de dimensao n em R"*1.

Exemplo 2.1 (fibrado trivial) Um fibrado trivial sobre a base B, com fibra F, é a quddrupla
n=(Bx F,m,B,F).
BxF
lm
B

Alguns casos particulares de fibrado trivial sdo:

(i) fibrado trivial sobre S!, cuja fibra também é S!

Nesse caso o espago total serd o toro S x S' (vide Figura 1).

Sl x St

Figura 1: fibrado trivial sobre S!, com fibra S!

(ii) fibrado trivial sobre S!, cuja fibra é o disco D?

Nesse caso o espaco total serd o toro solido S x D2.
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(iii) fibrado vetorial real trivial

Se F' = R" temos o fibrado vetorial real trivial de dimensao n.

Observagao 2.2 Um fibrado cuja fibra é wma esfera S™ € chamado de fibrado de esferas, como
por exemplo o do item (i). Um fibrado cuja fibra é um disco D™ é chamado de um fibrado de

discos, como por exemplo o do item (ii).

Exemplo 2.2 Considere o fibrado onde o espaco total € R, a base é S e p: R — S! definida

por p(t) = e*™t. A fibra é Z, que é um conjunto discreto.

Ezemplo 2.3 (fibrados de retas) Um fibrado de retas ou de linhas sobre B é um fibrado ve-

torial sobre B, cuja fibra é R. Consideremos B sendo o circulo S*.

(i) O fibrado trivial de retas sobre S!
E o fibrado trivial cuja fibra é F =R e o espago total € cilindro E = S' x R.

J
-

Figura 2: fibrado trivial de retas sobre S!

(ii) O fibrado canénico de retas sobre S!
Consideremos a faiza [0,1] X R e o espago E obtido pela identifica¢io da fronteira {0} x R com
a fronteira {1} x R, através da correspondéncia (0,\) — (1,—X). O espago total E € a faiza de
Mébius aberta. Veremos que este é um exemplo de um fibrado que é localmente trivial, porém

nao € globalmente trivial.
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-

Figura 3: fibrado canénico de retas sobre S*

Ezemplo 2.4 (fibrado tangente de wuma variedade diferencidvel) Seja M™ uma variedade
diferencidvel de classe C*t1 e dimensio n. Dado y € M, consideremos o espago tangente de M
no ponto y, denotado por Ty M, que tem uma estrutura de espago vetorial real isomorfo a R™.
O fibrado tangente de M ¢é um fibrado de classe C*, 7(TM,p, M,R™), onde: o espaco total ¢

TM = U Ty,M = {(y,v); ye M eveT,M} ep: TM — M definida por p(y,v) =y. Para
yeM
cada carta o : U — R™ da variedade, onde U é uma aberto de M tal que y € U, definimos uma

trivializagdo local do fibrado tangente por ¥ : p~1(U) — U xR"™, ¥(y,v) = (y,dyp,(v)), v € T,M.

)

Figura 4: carta de uma variedade de dimensao n

Ezxzemplo 2.5 (caso Particular: fibrado tangente de S™, n > 1)
TS" ={(y,v) e R"™ X R™ |y =1 e <y,0>=0}

onde < , > denota o produto interno usual de R™+1.
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Para M = S', sejam y = (cos 0,sen 0) € S* e v = (—sen 0,cos ). O vetor v é um vetor
nao-nulo, tangente a S' no ponto y. O espaco tangente a S, no ponto y, serd constitudo dos

mailtiplos escalares do vetor v; isto é, T,S' = { v, X € R}.

e T B

Figura 5: espaco tangente a S no ponto y

Ezxemplo 2.6 (fibrado normal de wma variedade diferencidvel mergulhada em R*) Sejam
M™ uma variedade diferencidvel de classe C' e T,M o espago tangente de M mno ponto y € M.
Suponhamos que M esteja mergulhada em R, k > n.

O fibrado normal de M , v = (TM=*,p, M,RE=™), ¢ o fibrado cuja fibra, no ponto y, é o comple-
mento ortogonal em R¥ do espaco tangente de M em y e, portanto, um espaco vetorial isomorfo

a RF—™.

O espaco total do fibrado normal de M é TM* = {(y,w) € M x R* < w,v >=0, Vv € T,M}
ep: TM* — M é definida por p(y,w) = y.

Exemplo 2.7 (caso Particular: fibrado normal de S C R"*1, n>1)
(TS™)* = {(y,w) e R xR [ly| =1, w= Ay, AeR}

Esse fibrado vetorial € um fibrado de retas.

3 Isomorfismo de Fibrados Vetoriais

Definicao 3.1 Sejamn = (E,p, B,R") e £ = (E,q, B,R™) fibrados vetoriais reais de dimensao
n sobre a mesma base B. Os fibrados sio ditos isomorfos se existir uma aplica¢do continua
g: E— E tal que qog = p e a restricio a cada fibra g |,-1): p~1(b) — ¢~ 1(b) € um isomorfismo

de espagos vetoriais.

Pode-se mostrar que se existe um isomorfismo entre os fibrados n e £, entdo a aplica¢ao g : E — E

serd uwm homeomorfismo.
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Ezemplo 3.1 O fibrado tangente de S' é isomorfo ao fibrado de retas trivial sobre S*. A
aplicacdo g : S' x R — TS ¢ definida por g(y,\) = (y, ), onde y = (cosf,send) e v =

(—senb, cosb).

Ezemplo 3.2 O fibrado normal de S™ C R™! n > 16 isomorfo ao fibrado de retas trivial sobre
S™. A aplicagio g : S™ x R — (T.S™)* ¢é definida por g(y,\) = (y,\y). A aplicagdo inversa
g (TS — S xR serd g~ (y, w) = (y, < y,w >).

Ezemplo 3.3 O fibrado candnico de retas sobre S* ndo é isomorfo ao fibrado trivial sobre S*,

pois a faiza de Mébuis ndo € homeomorfo ao cilindro S* x R.

Definicao 3.2 (secao de um fibrado) Seja n = (E,p, B, F) um fibrado. Uma se¢io do fi-
brado n € uma aplicacao continua s: B — E tal que a composta po s = idg; isto €, para cada
be B, s(b) € pL(b).

Proposicao 3.1 Seja n = (E,p, B,R™) um fibrado vetorial real de dimensao n. O fibrado n
€ isomorfo ao fibrado trivial se, e somente se 1 admite n se¢oes linearmente independentes.
Demonstragao

Seja e; = (0,--+,0, 1 0---0), 1 < i < n, o i-ésimo vetor candnico de R"™ e consideremos n
~—~—

secoes, s; : B — B x ]11%” do fibrado trivial e = (B x R", 11, , B), definidas por: s;(b) = (b,e;). As
secgoes s; : B — B x R™, 1 <1i <n, sdo linearmente independentes.

Suponhamos que o fibrado eta seja isomorfo ao fibrado trivial, entio existe uma aplicag¢io continua
(na verdade um isomorfismo) g : B x R™ — E talque pog = m. Para cada i, 1 < i < mn

consideremos a aplicag¢io s; : B — E, definida pela composta s; = go s;:
B BxR" L E

Notemos que po §; =po(gos;) = (pog)os; =m os; =idp.

BxR"2 < E

17

B
Como a aplicagio g restrita a cada fibra é um isomorfismo, temos que as se¢oes s; sao linearmente

independentes.
Reciprocamente, suponhamos que o fibrado n admita n se¢ées linearmente independentes s;, onde

1 <4 < n. Definimos uma aplica¢ao g : B x R® — E por:
g(b, (x1,22, -, xp)) = 151(b) + xasa(b) + + - - + x5, (D)

A aplicagdo g é continua e leva cada fibra do fibrado trivial isomorficamente sobre a fibra corre-

spondente do fibrado vetorial 7).
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Ezemplo 3.4 O fibrado tangente de S® ¢ isomorfo ao fibrado trivial pois, admite 3 secoes lin-
earmente independente. Sao elas:

Seja (1, 72,23,24) € S3 C R4

s1(x1, x9, x3,24) = (21, 22, T3, 24), (—T2, X1, —T4,T3))

s1(w1, 22, 23, 74) = ((¥1, 2,73, 24), (— T3, T4, T1, —72))

81(3017332,953,154) = ((3717%2,3537364)7 (—1‘4, —$3,$27$1))

Como um isomorfismo de fibrados identifica os fibrados, dizemos que o fibrado tangente de S® é

trivial.

Uma variedade diferencidvel cujo fibrado tangente é trivial € dita paralelizdvel. Assim, S' e

S3 sio paralelizdveis.

4 Campos de Vetores Tangentes sobre uma Variedade

Nessa secao iremos estabelecer uma relagdo entre fibrados vetoriais e o problema da existéncia de
k-campos continuos de vetores tangentes, linearmente independentes, sobre uma variedade.
Consideraremos M™ uma variedade diferencidvel de classe C* k > 1, conexa, de dimensio n
e denotaremos o seu fibrado tangente, de forma mais simplificada, por Tpy : TM — M, onde
TM = U TyM, sendo T,M o espago tangente de M no ponto y € M.

yEM
Definicao 4.1 (campo continuo de vetores tangentes) Um campo continuo de vetores tan-
gentes em M ou sobre M € uma se¢ao v : M — TM do fibrado tangente de M. Isto é, para cada
yeM,v(y) € T,M.

NM

M

Exzemplo 4.1 E claro que podemos sempre definir o campo nulo sobre M ; isto €, o campo que a

cada y € M associa o vetor nulo de T,M.

Definicao 4.2 (singularidade) Seja v : M — TM um campo continuo de vetores tangentes

sobre M. Uma singularidade ou zero do campo v € um ponto y € M, onde o campo se anula.

Ezemplo 4.2 S' admite um campo continuo de vetores tangentes nio-nulo ou sem singulari-
dades.
Seja y = (cos 0,sen 0) € S*. O campo v(y) = (—sen 0, cos 0) dado no exemplo 2.5 é um campo

continuo de vetores tangentes sem singularidades de S*.
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No exemplo 3.4, as 3 segcoes s1, so e s3 definem 8 campos continuos de vetores tangentes , lin-

earmente independentes, sobre S°.

Exzemplo 4.3 Para todo k € N, S***1 admite um campo continuo de vetores tangentes sem
singularidades. De fato, dado y = (71, 22,73, 24, - -, Tops1, Taks2) € ST C R2*+2 ) defina o

campo de vetores tangentes por:

V = ($17x2,x3,x4, t '7x2k+17x2k) = ('/I;23 —T1,T4, —T3," " '71‘2]6-‘1-27 _kar-‘rl)

Um problema cldssico consiste em, dada uma variedade diferencidvel, perguntar se ela admite
wm campo continuo de vetores tangentes sem singularidades. Quando a variedade € compacta, o

Teorema de Poincaré-Hopf (1927) responde a essa pergunta.

Teorema 4.1 (Teorema de Poincaré-Hopf) Uma variedade diferencidvel conexa, compacta,
sem bordo de dimensdo n admite um campo continuo de vetores tangentes sem singularidades se,

e somente se sua caracteristica de Euler é nula.

Dizemos que a caracteristica de Euler é a obstru¢do a existéncia do campo continuo de vetores

tangentes sobre M.

Observagao 4.1 O Teorema de Poincaré-Hopf € vdlido para variedades com bordo, mas campo

de vetores deverd satisfazer alguma condigdo sobre o bordo da variedade.

Lembremos, no Teorema de Euler dado a sequir, o que € a caracteristica de Fuler de um poliedro

Pconvezo em R?, a qual serd denotada por x(P).

Teorema 4.2 (Teorema de Euler) Seja P um poliedro convezo em R3.
x(P)=V—-E+F=2
onde V é o nimero de vértices, E é o niimero de arestas e F o nimero de faces do poliedro.

Observacao 4.2 (i) Se M é uma superficie diferencidvel conexa, compacta, de dimensao 2,
pode-se mostrar que M admite uma triangularizacdao e sua caracteristica de FEuleré dada por
X(M) =V —E+F, onde V é o nimero de vértices, E é o nimero de arestas e F' o nimero
de faces da triangulariza¢io de M. Além disso x(M) é um invariante tologdgico, s depende da

superficie, sendo independente da triangularizacao escolhida.

(ii) O conceito de caracteristica de Euler se generaliza para uma variedade de qualquer dimensdo,
usando numeros de Betti (vide [1]).

Observagao 4.3 Em vez de definirmos a caracteristica de Euler da variedade, podemos definir
a chamada classe de Fuler do fibrado tangente da variedade, denotada usualmente por e(Tas)
ou e(tpr- Essa classe de Euler pertence a um grupo de cohomologia e, via um isomorfismo, ird

corresponder a x(M) € Z.
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Exzemplo 4.4 (caracteristica de Euler de S*) A esfera S* é homeomorfa a um poliedro em
R3 (topologicamente, a esfera S? pode ser pensada como sendo uma piramide de base triangular).
Assim, x(S?) = 2.

Pelo teorema de Poicaré-Hopf, todo campo continuo de vetores tangentes na esfera S* tem pelo
menos uma singularidade. Na linguagem do cotidiano, isso significa que "ndo se pode pentear
uma esfera, sem fazer um redemoinho"(conhecido em inglés como hairy ball theorem).

Esse resultado se estende a toda esfera de dimensdo par, pois x(S**) =2, k> 1.

O fato de x(S*) = 2 implica também que o fibrado tangente de S** nao é isomorfo ao fibrado

Figura 6: poliedro homeomorfo & esfera S?

trivial.

5 k-Campo Continuo de Vetores Tangentes

Podemos generalizar o problema anterior, perguntando sobre a existéncia de um k-campo continuo
de vetores tangentes linearmente independentes sobre uma variedade, onde k > 1. Por simplici-
dade diremos apenas um k-campo ou um k-referencial sobre a variedade. Por exemplo, em 3.4,
vimos que S° admite 3 secoes linearmente independentes. Essas secoes definem, em S3, 8 campos
continuos de vetores tangentes e esses campos sao linearmente independentes. Assim, dizemos
que S3 admite um 3-campo continuo de vetores tangentes linearmente independentes ou , sim-
plesmente, um 3-campo. O toro admite um 2-campo, constituido de um par de campos de vetores
tangentes, v = (v1,v3), onde os vetores do campo v, sao tangentes aos meridianos e os vetores
do campo vy sao tangentes aos paralelos. Essa generalizagio pode ser formulada utilizando-se um

fibrado, chamado de fibrado de Stiefel associado ao fibrado tangente da variedade.

Definicao 5.1 (k-campo l.i. ou k-referencial) Sejam M uma variedade diferencidvel de di-
mensao n e k, tal que 1 < k <n. Um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente inde-
pendentes sobre a variedade M, ou um k-referencial sobre M, é uma k-upla v = (v1,ve,- - -, V)
de segoes do fibrado tangente de M ; isto € uma k-upla, onde cada v;, 1 <i <k € um campo con-
tinuo de vetores tangentes de M e o conjunto formado pelos campos v;, 1 < i < k, € linearmente

independente.

Defini¢cao 5.2 (variedade de Stiefel) Sejal < k < n. A variedade de Stiefel, ndo compacta,
denotada por Vi, (R™), consiste de todas as k-uplas de vetores ou k-referenciais v = (vq,va, -, V)

que sao linearmente independentes em R™.
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Definicao 5.3 (fibrado de Stiefel) Sejam M uma variedade diferencidvel coneza, de dimen-
sion, 1 <k<mn,ery :TM — M o fibrado tangente da variedade M. Para cada y € M,
podemos definir a variedade de Stiefel Vi,(T,M), que consiste de todas as k-uplas (v1,v2,- - -, V)
de vetores linearmente independentes do espago tangente TyM. O fibrado de Stiefel associado
ao fibrado tangente Tyr € o fibrado cujas fibras sio as variedades de Stiefel Vi,(T,M), y € M, e
cujo espago total, denotado por Vi.(TM), € a unido dessas fibras. A aplicagio p: Vi,(TM) — M
é, simplesmente a proje¢do que a cada k-referencial (vi,va,- - -, vx) € Vi (T,M) associa o ponto
yeM.

Observacao 5.1 Como para caday € M, Ty M € isomorfo a R", dizemos que a fibra do fibrado
de Stiefel é F = Vi, (R").

Agora, vamos definir novamente a no¢do de um k-campo continuo de vetores tangentes a uma

variedade diferencidvel, utilizando o fibrado de Stiefel.

Defini¢cao 5.4 (k-campo l. i. ou k-referencial) Sejam M uma variedade diferencidvel de
dimensao n e k, tal que 1 < k < n. Um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente
independentes sobre a variedade M é uma se¢do do fibrado de Stiefel associado ao fibrado tangente
de M, cujo espago total é Vi,(TM) e a fibra é Vi,(R™).

Vi(TM)

UTlP

M
Assim, a dificuldade em acharmos um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente inde-
pendentes sobre uma variedade diferencidvel é equivalente ao problema da existéncia ou nao de

uma se¢do do fibrado de Stiefel associado ao fibrado tangente da variedade. Qutras obstrugoes

algébricas, além da caracteristica de Fuler, aparecem quando k > 1.

Definicao 5.5 (Span(M)) Sejam M uma variedade diferencidvel conezxa, de dimensao n. O
Span de M, denotado por Span(M), é o maior inteiro positivo k para o qual a variedade M

admite um k-campo continuo de vetores tangentes linearmente independentes.
Ezxzemplo 5.1 Span(S') =1, Span(S?) =0, Span(S3) =3 Span(St x S') =2

Finalizamos observando que nem sempre € facil achar o Span de uma variedade diferencidvel.
Ha, ainda, problemas em aberto sobre esse assunto. Recomendando também um texto cldssico de

E. Thomas sobre campos de vetores sobre variedades [8].
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