TEOREMA DA FUNCQAO IMPLICITA E NAO-EXISTENCIA DE
LIMITE DE FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS *

A. L. C. DOS SANTOS ** E P. N. DA SILVA ¥

Resumo

Apresentamos um resultado que fornece um critério para a determinacgdo da nao-existéncia de
limite de uma classe de fungdes de varias varidveis dadas por um quociente de fung¢ées com uma
singularidade no ponto onde o limite serd estudado. Na demonstracao deste resultado, utilizamos o
Teorema da Funcao Implicita.

1 Introducao

Ao longo deste trabalho, denotaremos por x um vetor do R™ de coordenadas (z1,...,z,), por X’ o vetor
de R"~! de coordenadas (x1,...,2n—1), por 0 a origem de R" e por C¢(a) o conjunto de nivel o € R de
uma funcao real de varias varidveis f, isto é

Cpla) ={x eR", f(x)=a}.

Sejam f e ¢ duas funcoes reais de classe C' definidas em um subconjunto aberto A do R™ que
contém a origem e suponha que f(0) = ¢g(0) = 0. Dada uma vizinhanga V da origem, se mostrarmos
que existem v € R e x1,X2 € V tais que

fea) o, fee)
9(x1) g(x2)
podemos concluir que o limite
fx)
m
x—0 g(x)

nao existe.

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer um resultado que dé condigoes suficientes para a nao
existéncia do limite acima sob algumas hipdteses sobre f e g. Nosso argumento fara uso do Teorema da
Funcao Implicita e das nogoes de Algebra Linear de subespago gerado, de dependéncia e independéncia
linear e de dimensao.

Sejam vy, ...,vr € R™. O conjunto W de todos os vetores de R"™ dados por combinagoes lineares dos
vetores vy, ...,V € um subespaco vetorial e é denominado subespaco gerado por vy, ..., vk. Isto é,

W:{weR”, v =iV + ...+ vk, a; €R, 1§z§n}
Dizemos que o conjunto {vy,...,v;} é linearmente independente se a equagao

a1+ ...+ apv =0
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implica a; = -+ = o = 0. Caso contrdrio, dizemos que o conjunto {vi,...,v;} é linearmente depen-
dente.

A dimensao de W é o menor natural d € N tal que todo conjunto de vetores de W com mais de d
elementos é um conjunto linearmente dependente é a dimensao de W.

2 Critério para a nao-existéncia de limite

Nesta secao, apresentamos um resultado que fornece um critério para a determinacdo da nao-existéncia
de limite de uma certa classe de fungoes de varias varidveis.

Teorema 1 Sejam f e g duas funcées reais de classe C' definidas em um subconjunto aberto A do R™
que contém a origem. Considere o limite
m Fx) (2.1)
x—0 g(x)
e suponha que C'r(0)NCy(0) = {0} em uma vizinhanca da origem. Se o subespago gerado por {V f(0), Vg(0)}
tem dimensao um ou dois, entao o limite em (2.1) ndo existe.

Prova: Seja m um inteiro nao nulo. Defina

F(x)=
&) f(x) —mg(x), caso contrario

{f(x) —2mAg(x), se Vf(0) = AVg(0) com A # 0

E facil ver que VFE,(0) # 0 se Vf(0) = AVg(0). Por outro lado, como o subespago gerado por
{V£(0), Vg(0)} tem dimensao um ou dois, resta analisarmos os casos em que o conjunto {V f(0), Vg(0)}
é linearmente independente ou apenas um dos vetores de {V f(0), Vg(0)} é o vetor nulo. Novamente,
teremos VF,,(0) = Vf(0) — mVg(0) # 0.

. S OF,
Portanto, a menos de uma reordenacio das varidveis, podemos supor que —(0) # 0. Pelo Teorema

ox
da Funcdo Implicita, existe uma funcdo h,, : A, — R de classe C', com A,, ﬁm aberto do R™~! que
contém a origem, tal que h,,(0') =0 e F,, (X, hpn(x')) =0, VX' € A,,.
Vamos verificar que a fungéo g(x’, h,,(x’')) ndo pode estar contida no conjunto de nivel zero de g. De
fato, se g(x/, hym(x')) = 0, terfamos

0= Fp(X hn(x)) = f(x',hin (X)), VX' € Ap

contrariando a hipétese C(0) N Cy(0) = {0} em uma vizinhanga da origem de R™.
!

Logo, para toda vizinhanga V de 0, podemos determinar x;, , Xypsr € Ay N Ay tais que

(X0 hn (%3,))5 (X0, B (X3,,,,)) €V,

VUm? Um VUm417 VUm+41

g(X{Um’ hm(X{Um)) # 0 € g(X{Um+17h’m(X{Um+1)) # 0'

Portanto,

[,

hm(X;m)) - m e f(X;nH»l ’ hm-‘rl(X;?n«Fl)) =m+1
9(x},,. (X)) 9, hmra (x5, ,,) '
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Conseqiientemente, o limite

fx)

%20 g(x)
nao existe.
[ ]

Observacao 2.1 Se f e g sdo funcdes reais de classe C' definidas em wm subconjunto aberto A

do R"™ que contém xo, C¢(0) N Cy(0) = {x0} em uma vizinhanca de xo e o subespago gerado por
{Vf(x0), Vg(x0)} tem dimensao um ou dois. Consideremos o limite
lim £, (2.2)
x—x0 g(X)

A mudanca de varidvel u = x — xo permite que o reescrevamos na forma

flu+xo)
im ———~.
u—0 g(u + xo)

Sejam f(u) = f(u+x9) e g(u) = g(u+xg). Podemos reescrever limite acima da sequinte maneira

m @ (2.3)

u—0 g(u)
As hipdteses feitas sobre f e g garantem que f e g sdo funcdes reais de classe C' definidas em um
subconjunto aberto A = A —xo = {a —x¢, a € A} do R" que contém a origem, C0) N C5(0) = {0}

em uma vizinhanga de oridem e o subespaco gerado por {V f(0), Vg(0)} tem dimensdo um ou dois. De
fato, como

a1V f(0) + a2Vg(0) = a1V f(x0) + a2Vg(xo),

a dimensdo do subespaco gerado por {Vf(0), Vg(0)} € igual ¢ dimensao do subespag¢o gerado por
{Vf(x0), Vg(x0)}. Logo, pelo Teorema 1, o limite em (2.3) ndo existe. Conseqiientemente, o limite
em (2.2) ndo eziste.

3 Conclusao

O Teorema 1 nos diz que se C(0) N C,y(0) = {0} em uma vizinhanga da origem e os vetores Vf(0) e
Vg¢(0) ndo se anulam simultaneamente, entao o limite

flx
nao existe.
Vamos ilustrar com alguns exemplo a aplicacao deste resultado bem como verificar que o caso em
que os vetores Vf(0) e Vg(0) se anulam simultaneamente é inconclusivo. Além disso, veremos que hé
exemplos em que a hipétese C¢(0)NCy(0) # {0} nao é satisfeita e o limite que estamos analisando existe.

Consideremos o limite
% 4+ y3
im
(z,9)—(0,0) T —Y
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Consideremos f(z,y) = 23+y> e g(x,y) = z—y. A dimensao do subespaco gerado por {V £(0,0), Vg(0,0)} =
{(0,0),(1,-1)} é um. Logo, o Teorema 1 garante que o limite acima néo existe. Convém ressaltar que a
maneira mais usual de mostrar que este limite nao existe consiste em determinar duas curvas que passam
pela origem e sao tais que o limite acima calculado ao longo de tais curvas resulta em valores distintos.
No entanto, neste caso, tal tarefa traz certas dificuldades.

Vejamos um outro exemplo desta mesma natureza. Consideremos o limite

_ 9)\2 _1)\2
L @2t (y-1?
(z,9)—(2,1) r+y—3

Consideremos f(z,y) = (r —2)> + (y — 1)®> e g(x,y) = x +y — 3 A dimensdo do subespaco gerado
por {Vf(2,1), Vg(2,1)} = {(0,0),(1,1)} é um. Logo, a Observagao 2.1 garante que o limite acima néo

existe.
Vejamos agora que, sem a hipétese Cr(0) N Cy(0) = {0}, ndo podemos garantir a ndo-existéncia do
limite
i £
x—0 g(x)

Consideremos f(z,y) = (r—y)? e g(x,y) = z—y. A dimensao do subespago gerado por {V £(0,0), Vg(0,0)} =

{(0,0), (1,—1)} é um e C¢(0) N C,(0) = {(z,y) € R? z = y} # {(0,0)}. No entanto, o limite acima
existe.

Finalmente, vejamos que o caso V f(0) = Vg(0) = 0 é inconclusivo.

Consideremos f(z,y) = zy e g(z,y) = 22 +y?. Temos V £(0,0) = Vg(0,0) = (0,0) e C£(0)NC,(0) =
{(0,0)} e o limite

fly) ry
im = lim 5 5
(@9)=00) 9(x,y)  (@w)—00) 22 +y

nao existe.
Por outro lado, se f(z,y) = 23 + 3> e g(z,y) = 2% + y2. Temos Vf(0,0) = Vg(0,0) = (0,0) e
C#(0) N Cy(0) = {(0,0)} e o limite

. f(z,y) : a4y
lim = lim -3
(z.9)—(0,0) g(z,y)  (z.9)—(0,0) 22 +y

existe.



